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ULTERIORI OSSERVAZIONI
SULL’ INTEGRALE DI BOCHNER

di C. BArocoHI (Pavia) (*)

§ 1. Introduzione.

Questo lavoro fa seguito alla nota « Osservazioni sulla definizione del-
Pintegrale di Bochner » pubblicata sugli annali della Scuola Normale Supe-
riore di Pisa, nel 1963, ed & sempre uno sviluppo del lavoro svolto a Pisa
col prof. E. De Giorgi per la mia tesi di Laurea; alla predetta nota, che
suppongo conoscinta dal lettore, rinvio per le notazioni, le definizioni ed i
concetti qui richiamati.

Nel § 2 & data una caratterizzazione delle funzioni misurabili analoga
a quella che sfrutta la nozione di misurabilita in forma debole.

Nel § 3 & dimostrata per lintegrale una « proprietd della media » che
generalizza il teorema della media per funzioni reali di una variabile reale ;
ed & dimostrato che tale proprietd, insieme alla additivitd numerabile, & ca-
ratteristica dell’integrale, cio® puod essere presa come definizione.

Nel § 4 & trattato il problema della derivazione: essa il generale ha
senso solo in forma « globale » ciod¢ alla Radon-Nikodym) mentre se lo spazio
di definizione delle funzioni & euclideo ha senso anche in forma « puntuale ».
Si & dimostrato che nel caso di spazi euclidei i due concetti di derivata
coincidono e si sono trovate condizioni sullo spazio che assicurino la deri-
vabilitd di ogni funzione a variazione limitata.

Nel § 5 infine si & ritornati all’integrale di Bochner cio® alle funzioni
definite in sottoinsiemi di spazi euclidei, precisamente alle funzioni definite
su un segmento; e si & generalizzato un noto teorema relativo all’integrale

Pervenuto alla Redazione il 18 Febbraio 1964.
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca matematici del
Consiglio nazionale delle ricerche.
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di Lebesgue, cio®: una funzione & assolutamente continua se e solo se & un
integrale ; in tal caso & a variazione limitata e la sua variazione & DVinte-
grale della norma della derivata.

§ 2. Funzioni misurabili.

Con le notazioni e le definizioni di [1] sia (S, F u) uno spazio mensu-
rale completo e ¢ finito, B uno spazio di Banach, f: § — B una funzione
misurabile, cio& :

f(@) = lim f, (») per x€S—N; NeF; u(N)=0

(1.2) -
Jn(®) = i n per x€F; ,; Fiy €F; i=1,2..k,; U F;n=8;n=1,2...
T o]

LEMMA 1.2. Con le mnotaziont (1.2) sia C chiuso in B. Posto Cp =

={p€B; distanzaﬁ<—’17 8t ha:

(2.2) /@—-N=0  maxlim £,-1(€) — N.

n —+ oo

Dim. Sia x€f—1(C) — N. Poichd 2 ¢ N & f(z) = lim f, (2).

n —» 00

Fissato &k ad arbitrio, poich® f(x)€ Cc C; e Cx & aperto, da un certo

n, in poi f, (»)€C, ciot z€f~1(C,); allora x € m’?iliom SHG,); tale rela-

zione, valendo per ogni %k, poich® x¢ N di nella (2.2) la relazione C.
Viceversa se x appartiene al secondo membro della (2.2) & ancora x ¢ N
cioé f(x) = lim f, (v); inoltre per ogni k fissato esiste una successione

n — 0o

Nyy Mgy ey Wmyoe di valori di n ‘tali che f, (r) € Cx; poiché esiste il
lim f, (x) = f(x) dovra essere f(x)€ @k (chiusura in B di @) ciod si avra:

n — oo

distanza f(z), C < —716—- Cid valendo per ogni k, poiché @ & chiuso e z¢ N,
da zef—1(C) — N c.v.d.

COROLLARIO. Immagini inverse mediante funzioni misurabili di insiems
chiusi o aperti in B sono misurabilt (!).

(!) Userd indifferentemente le locuzioni: « insieme misurabile» ed «insieme di & ».



sull’integrale di Bochner 285

Dnr. Dalla (2.2), essendo < chiusa rispetto a unioni, intersezioni e com-
plementazioni, poiche f—1(C,) & ovviamente in F si ha f~1(C) — N € F; per
la completezza di F rispetto a u si ha poi f—1(@) € F per ogni C chiuso in
B. Se A & aperto & f~1(A) = 8§ — f~1(B — A) € F essendo B — o chiuso
in B. c.v.d.

Fin qui & stata usata una definizione di misurabilitd « forte » (ciod che
fa uso della topologia indotta in B dalla norma); si pud anche dare una
definizione di misurabilitd « debole », ponendo cio® :

DEF. 1.2. Una junzione f: 8— B si dice debolmente misurabile se per
ogni p’ € B’ (duale di B) & misurabile la funzioue reale  —< f(x), p’ ).
Si pud dimostrare (cfr. ad es. [6]) che, perché una funzione f:8— B
sia misurabile occorre e basta che siano verificate le due condizioni :
a) Esiste un insieme N €  con u(N)= 0 tale che f(§— N)=
= {p € B; p = f(x) per qualche x € § — N} & separabile
b) f: S— B & debolmente misurabile.
La condizione b), ricordando la definizione di misurabilita per funzioni
reali, puo anche esprimersi:
b’) T misurabile Vimmagine inversa dei semispazi (%) di B.
Voglio ora sostituire alla b’) una condizione analoga; cioé :

TeOR. 1.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione
f: 8— B sia misurabile é che siano verificate le due condizioni :
a) Esiste un insieme N€F con pu(N)= 0 tale che Vinsieme {p € B;
p = f(x) per qualche x € 8 — N | ¢é separabile
b) Immagini inverse mediante f di sferve chiuse (aperte) in B sono mi-
surabili.

Dim. Sia f: 8 — B misurabile. Con le notazioni (1.2) f(§ — N) & con-
tenuto nella chiusura dellinsieme numerabile {{a; .} i = 1,2 ... kn; n =1, 2...}.
La b) & verificata per il corollario al lemma 1.2.

Viceversa sia f: 8 — B tale da verificare le a) e b). Pongo:

fa(®) =p; dove i & il minimo intero tale che || f(x) — p: || < % (ovvero

| f(x) — pi || < —;— se conosco la misurabilitd delle immagini inverse delle

sfere aperte);
Jo k(@) = fu(®) 8e fr(@)=1p; con i <k; fnr(x)= 0 altrove.

(2) Per « semispazio» di B intendo un insieme del tipo:

fpeB; (PP Y>a (ovvero =a; <a; <a); p’'€B’, a reale |
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Ovviamente, per ¢ N, si ha f(x) = lim f,(x); fu(®) = lim f, , ()
k — o0

71 — o
per il teor. 1.2 di [1] basterd dimostrare che f, ,(z) & costante a tratti for-
temente misurabile. Pongo allora :

1 -
WBin = % PEB; ||p—pi|| < e (ovvero, se conosco la misurabilita delle

1
immagini inverse delle sfere aperte di B, ||p — p;|| < 7)}

ed avrd che f, j(r) assume un numero finito di valori e gli insiemi su
cui si mantiene costante sono del tipo

FoHp) =171, ,) € Fs

t—1
Fi(p) =718, ,) —,U (B, JEF per 1Ti<k
k
Fr©@=8— U f=(p)eF

cio® fp 1 : 88— B & costante a tratti misurabile, quindi f, : § — B & misu-
rabile e f: 8§ — B & misurabile. c.v.d.

§ 3. Teorema della media. Nuova definizione assiomatica dell’integrale.
DEr. 1.3. Data una funzione @ ; F— B diro che ¢ gode della proprieta

della media generalizzata rispetto alla funzione f: 8 — B ed alla misura p
se, per ogni A € F con u(Ad)<< + co si ha:

(1.3) @ (A) Ep(4)-[f(4)

dove f(A) = (p€B; p = f(x) per qualche x € A }; [C] indica Vinviluppo conves-
80(3) di C in B e D indica la chiusura di D in B.

TEOR. 1.3. Sia f: 8— B una funzione misurabile e sommabile ; p(A)= f Jau
4

gode della proprieta della media generalizzata rispetto alla funzione f ed alla
misura u.

(3) Ciod Iinterseziono di tutti i convessi contenenti €.
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Dim. Il teorema & ovvio se u(d4)=0 per cui supporrd 0<u(4) < oo.
x
Sia dapprima f costante a tratti: f(z) = a; per z € 4;; ,Ul A; = A.
1 -

Posto 4; = (A)é0<}.,<1 2,1 =1 e 8i ha:
(A) =1
_ . n(Ay)  k
ffdu — ) 2 S B S af@)  per med,

A

ciod il teorema & vero per le funzioni costanti a tratti.
Sia ora f(«) limite uniforme di costanti a tratti | f, ()} dove f,(¥) = »
K,

n
per £€A; n; Ayn€ F; ,U Ajn=A4A n=1,2..)

K
— 5 .“(A'. "
Sia ff,.(w)dy_é,.p(A) dove 5,.— Z ) %, n o
o k(A
Scelto ad arbitrio #; , € A;,, pongo &, = 3 wld)_ f (@3, »). Ovviamente
$om ]
En €[ f(A)]. Fissato ¢> 0 sia n tale che per m > n per ogni ¢ si abbia
| fn @5, 0) — F @3, 0) || = || @i, 0 — F(®@i,n) || < &; allora &

' ”(Ai )
2 — &l < m iwn) — &i,n : .
e &l _1scasxk,, I/ (i) — @i, _21 “u(4) <e

ff»d,u ffd/t

Poich® esiste il limite: & = lim &, = lim -2 =4
f=lm b=l @ =@

7!
stere e coincidere con ¢ il limite di {&); e poichd &, €[f(4)] sara
ffd,u = pu(A). lim & = u(4). lim &, € [f(A)] - u(4) ciod anche in questo

U — 00

n— oo

deve esi-

éaso vale la (1.3).

Sia ora f(x) una generica funzione misurabile e {f,(#)} sia una succes-
sione di costanti a tratti convergente quasi ovunque verso f(x). Essendo
per ipotesi u(d)<< -+ oo esiste una successione I, di insiemi di & con

u (L) < % e tali che, in A — Iy, {fx(x)] converge uniformemente a f(x).

f Sau

Essendo lim | fdu =0 si dovra avere (avendo posto & = 2 ¢
koo w4 — Ik)
3

E[f(A—LNES[f(4)]):

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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[fd,u kllmw Sdu =n1_i'm Sxp(A—Ix) = & u(4)
A-1;

dove ¢ =klim £x €[ f(4)] (ed esiste in quanto esiste il limite del prodotto

& pu(A —Ip)— f S dp ed esiste il limite del fattore u (A—I)—>u(4)). ec.v.d.
A

TEOR. 2.3. Sia ¢ : F— B numerabilmente additiva e tale che esiste
J: 8 — B sommabile, rispetto a cui ¢ verifica la proprieta della media gene-
ralizzata ; 81 deve avere:

(2.3) @ (4) =ffd;4 per ogni A€ F.

A

DiM. A meno di cambiare f su un insieme di misura nulla (cosa che
non ne altera lintegrale) posso supporre f(S) separabile; sia {pn}n—1,2..
un insieme denso in f(8).

Sia B (p, r) la sfera di centro p e raggio r; pongo 8;, , = f~YWB(p,, )€ F;

n-—1

Sp,r=f "1 (6)3 Pny ) — ‘__L_Jl B (p:, r)) € F (tutto cio & immediata conseguenza
del teor. 1,2).

Si ha igl%(p‘-,r)gf(S) per ogni » quindi ing.-,,=S per ogni r;
inoltre gli insiemi {8; ,}i~;,2.. sono disgiunti.

Sia per ora u(4) < 4 oo; per il teor. 1.3 e per l'ipotesi che ¢ gode

della proprietd della media, per ogni ¢ ed ogni r esisteranno due punti &; ,
e & €B(pi,r) tali che

Es‘,r',u(si,rnA)=(p(‘gv'.rnA); Eé,"”(S‘.TnA)——_f fd,u'

AnS ,
Si avra e
Hw(A)—-ffdﬂ =|| Focansy- 3 [ sau
A -1 e i, r
1” Ans.,)—f “ Supans)|a. g,

A ns,'

Z pANS; )= 2rpu(d)

i=1
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(essendo &; , e &, in una stessa sfera di raggio »). Per I'arbitrarietd di »
segue che su ogni insieme di misura finita vale la (2.3).

Per la o-finitezza di (S, % u) e la numerabile additivitd dell’integrale e
della ¢ segue il teorema in ogni caso. c.v.d.

TEOR. 3.3. Data la funzione f: S — B misurabile e sommabile esiste una
ed una sola funziome di insieme numerabilmente additiva ¢ : F— B che veri-
Jica la proprieta della media generalizzata rispetto a f: S8 — B.

DiM. Ovvia per i teor. 1.3 e 2.3 e per il teorema di esistenza e unicita
dellintegrale di [1].

Tale teorema pud quindi servire a dare una nuova definizione assioma-
tica dell’integrale.

COROLLARIO. Sia f: 8 — B misurabile ¢ sommabile e sia g€ B’ (duale
di B). Si ha, per ogni F€ F:

(3.3) (jfd.u, 9>=f<f,9>du-
F F

Dim. Infatti la funzione @ : F— ! definita da ¢ (F) = ( f fdu, g)d
F

numerabilmente additiva e, per il teor. 1.3, verifica la proprieta della media
generalizzata rispetto alla funzione (misurabile per il teor. 2.1) ( f, g); per
il teor. 3.3 si ha la validita della (3.3).

OSSERVAZIONE. Il precedente Corollario puo essere dimostrato diretta-
mente per le funzioni costanti a tratti e, con passaggio al limite, in generale
per funzioni misurabili; e per mezzo di esso si potrebbero poi dimostrare
i teor. 1.2, 2.3 e 3.3 conoscendo l’analogo del teor. 3.3 per lintegrale di
Lebesgue.

§ 4. Derivabilita.

Quando (8, %, u) & un sottoinsieme di uno spazio euclideo con la strut-
tura mensurale indotta dalla misura di Lebesgue si di la seguente defini-
zione di derivata :

DEF. 1.4. ¢ : F—> B 8t dice derivabile nel punto x € S se¢ esiste il limite
()
lim -

0 dove @ é un qualunque ipercubo (intervallo, quadrato, cubo ecc.)
W@ —0 f
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contenente x. La funzione @ : F— B si dice puntualmente derivabile se é de-
rivabile in quasi ogni punto x€8; la funzione f:8-— B definita da

Sf(@) = lim () 8t dice derivata puntuale di ¢.
uQ o p (@

La definizione 1.4 non ha senso se lo spazio 8 non ha struttura di
spazio euclideo ; anche il tal caso si pud dare una definizione di derivata,
precisamente una derivata alla Radon-Nikodym. Ho bisogno a tale scopo di
alcune definizioni: la definizione di funzione assolutamente continua (cfr. [1]
def. 2.3 e Teor. 3.3) e la seguente:

DEF. 2.4. Una funzione y : F—> B si dice singolare rispetto alla misura
u 8¢ esiste un insieme N € F con u(N)= 0 tale che per ogni F € F si abbia
2(F) =z (FnN).

Con tali definizioni si pud estendere un noto teorema di decomposizione
di funzioni numerabilmente additive (teorema di Hahn-Lebesgue ; cfr. ad es.
[2] per una dimostrazione nel caso di funzioni a valori reali).

TEOR. 1.4. Data una funzione @ : F—> B numerabilmente additiva ed a
variazione totale limitata é possibile decomporre @ nella somma di due fun-
ziont numerabilmente additive: ¢ = y - y tali che w sia assolutamente con-
tinua e y sia singolare, rispetto a u; tale decomposizione & unica.

DiM. Applicando il teorema di Hahn-Lebesgue alla funzione di insieme
Ve : F— B si trova un insieme N € F di misura nulla tale che V,, (F — N)
& assolutamente continua e V,(FNN) & singolare. Ovviamente y(F)=¢(F—N)
& assolutamente continua e y (¥)=y(F N N) @& singolare. La decomposizione
8 unica perche se @ = y’ - y’ fosse una decomposizione analoga la funzione
v — ¢’ = g’ — x sarebbe contemporaneamente assolutamente continua e sin-
golare, quindi identicamente nulla; ciod y =19y’ e y =y’

Ha senso allora porre la seguente definizione :

DEF. 3.4. Una funzione ¢ : F— B a variazione totale limitata si dice
globalmente derivabile se esiste una jfunzione sommabile f: 8 — B tals che

fau coincida con la parte assolutamente continua di .

Se (8, F p) ha struttura di spazio euclideo le due definizioni di deri-
vata sono quasi coincidenti; pilt precisamente si ha il

TEOR. 2.4. Sia S uno spazio euclideo () con la struttura mensurale in-
dotta dalla misura di Lebesgue. Sia ¢ : F—> B a variazione totale limitata ed

(4) Tutta la dimostrazione del teorema pud ripetersi se § & un sottoinsieme di uno
spazio euclideo dotato di punti interni e con frontiera di misura nulla.
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assolutamente continua. Allora ¢ & globalmente derivabile se ¢ solo se & pun-
tualmente derivabile ; in tal caso le due derivate coincidono.

DiM. Sia ¢ (F) = [ fdu. Se f & costante a tratti si ha ovviamente per
F
quasi ogni €8 f(x) = lim ¢ (Q) .
MY sk (@)
f(®) = lim f,(x) quasi ovunque con f,(x) costanti a tratti. Si ha allora per

n — oo

quasi ogni x:

Per una generica f misurabile sia

[ 7 ff,.du

2@ ] < e 2
W@ —oll p(Q) j(w)l —M(Ql)nlo ©(Q) H+
zeQ zTEQ
ffnd,”
+ lim” @ —s@|<
Q) >0 Q
TEQ
17— sl
<lm” & | ful@) —f@) | = 2] fule) — fF(@) ||

w(@) -0 m ()
zEQ

essendo valido & il teorema nel caso di funzioni reali. Poicheé il primo mem-
bro & infinitesimo con n ed il primo non dipende da n si ha, per quasi
ogni # € §, lim 29

w(@ —0 M Q) .
tualmente derivabile e le due derivate coincidono,

Viceversa sia ¢ : ¥ — B puntualmente derivabile. Siano x, , o, .. & le
coordinate euclidee in S.

Se l=(l,1ly... ;) & una k-pla di numeri interi pongo @} = {x € §8;
27 <@ <274 1)}; Qr=8— lel[{"(/);‘ dove L, = (I ;lxg?iljl | <m-2n).

Considero ora le partizioni di S definite da: P, = {Q!; Q}(lEL)]
v Py={Q3; Qg(lEL,,)} ... € costruisco la successione di costanti a tratti:

= f(x); cioé se @ & globalmente derivabile & pun-

S 0 se x € Q"
—_— se 2 € Q"
[ @ %
s : P (@) . - g
Per Dipotesi che f(r) = lim 0 esista per quasi ogni x € 8, per
n(@ —o ft

quasi ogni x & f(r)= lim jn (x) cioe la derivata puntuale di una funzione,

n -+ oo
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se esiste, & misurabile. Sfruttando I’ipotesi che ¢ sia assolutamente conti-
nua e a variazione limitata si verifica facilmente che anche V, & assoluta-
mente continua ed a variazione limitata; wma allora per il teorema di Ra-

don-Nikodym V, & un integrale si ha ovviamente | f (»)]| S(dév"’) ciot
" jz

f:8— B & misurabile e sommabile. Resta solo da dimostrare che &

@ (F)= f fdu per ogni F€F; e poiche ¢ e f S du sono a variazione limi-

tata (quindi « continue » ; cfr. teor. 2.3 e relativa nota (*) di [1]) ed assolu-

tamente continue posso limitarmi a verificare @ (F)= f fdu per ogni FeP,,

¥

F£Q* (n=1,2..) E infatti se Fe¢ P,, F 3= Q" sard, per ogni m > n,

F= U m @ dove Lm = (L€ Ly; QP S F). Allora si ha, se z,€ @), ¢ (F)=
QQr)

= M) = m) == du . Ta-
PRCIER I PR MRS li,mff,,.n a
i

le relazione, valendo per ogni m > n da | fdu= lim | f, du = ¢ (F) c.v.d.
m — oo
Sono noti esempi di fanzioni numerabilmente additive non derivabili.
Ad es. (cfr. [3]) si consideri §={x; 0<x< 1} con la struttura _mensurale
indotta dalla misura di Lebesgue ; B = L! (0 <y<1)®); p(F)= Z e @) =

= funzione caratteristica dell’insieme F'; ZF— classe cui appartiene y.(y);
tale notazione sard adoperata in generale per la classe individuata da un
dato rappresentante).

Si ha ovviamente || @ (F)|| = Vo, (F) = u(F)< 1 per F¢€ F.
Fissato z € (0, 1) sia Q, = [2€(0,1); |2 — x| < 2/n}; si ha:

1
| 22— 2B | — 2l (@) — 20 @ | = - [ |20, 1210, 0) | =
0
z-—% a:+—?17 z+-:-
=if dm+fdx+f dw:——-i=1.
z_l x_]_ +l_

(5) Ciod lo spazio delle (classi di) funzioni reali misurabili e sommabili in 0 <<y<<1
! =

~ ~
con la norma || f|i =/| S (¥) | dy dove f(y) ® un qualunque elemento della classe f.

0
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/q;Eg:; non ha limite ciod ;’\(g;

lunque sia x €(0,1); cioé @: F—> L' non & derivabile.
Se si cercano condizioni necessarie di derivabilita si vede subito che
una di queste & che, detta y la parte assolutamente continua di ¢, sia se-

Allora non ha limite per u (@) — 0 qua-

parabile lo spazio generato da {y(F); F€ F}. Se infatti & y (F)= f fau
F
con f limite di costacti a tratti, f(x)=lim f, (»), con le notazioni (1.2) Vin-

sieme g [f,. du; FeF/ n=1,2, ; ¢ denso in y () e I'insieme (ovviamente
F

numerabile) delle combinazioni lineari e coefticienti razionali degli elementi

{o;, n}i=1,2,..,x, & denso in /f,, du; FEFn=1,2,..; n=1,2 .. quindi

in (%)
Tale condizione non & perd sufficiente (L!(0,1) & separabile). Dunford-
Morse (4] hanno dimostrato che sono derivabili funzioni a variazione limitata
definite su un sottoinsieme di uno spazio euclideo con la struttura mensu-
rale indotta dalla misura di Lebesgue ed a valori in uno spazio di Banach
B separabile e che verifichi inoltre il seguente assioma :
A) Esiste in B almeno una base di Hamel (%) {en)n—1,,.. tale che
sup %” Zla,- e ||$ < + oo implica : ; § a;e;
n T - ]

T 1

é convergente.
Ne=1,2,..

Tale risultato puo estendersi alla derivabilita in forma debole per fun-
zioni di insieme ¢: F—> B con % generica; precisamente si ha il

TEOR. 3.4. Sia B uno spazio di Banach separabile e verificante ’assioma
A); sia (S, F u) uno spazio mensurale o-finito ; ogni funzione ¢ : ¥— B nu-
merabtlmente additiva ed a variazione limitata é derivabile.

DiM. Per il teor. 1.4 posso limitarmi a supporre ¢ : F— B assoluta-
mente continua e cercare una funzione f: §— B sommabile tale che

zp(F)=ffd/4 per ogni FeF
F

(%) e ciod una fumiglia di vettori di norwa 1, {l ] tali che per ogni z€ B

n=12,..

(=)
si abbia x =" El z, 1,

pit restrittiva della separabilita, cfr. anche nota (7).

dove gli z, sono univocamente determinati da x; ® una condizione
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Inoltre posso supporre verificato il seguente assioma :
A') Qualunque sia la successione di numeri {ai}i—, o, .. € per ogni n

n 1
S a;e
Tum]

n—1
2 a;e
t==1

Infatti (cfr. [4]) lo spazio B & isomorfo allo spazio delle successioni
k

{@n}n=1,3,... tali che 21 ay €y I converge in B, con la norma || {a,} || =
U o 1,2, 000
k
= sup S anen|| ; in questo spazio linsieme {y*}i_i, .. dove p*=
N1

B
= {6,. kn—1,2.. & una base (4, indice di Kroneker) e questa base verifica
sia Passioma A che l’agsioma A’; B & isomorfo a questo spazio e se so de-
rivare in questo so derivare anche in B.

Sia allora @(F)= X ¢ @;(F); ¢;: F— ! & ovviamente numerabil-
i=1

mente additiva, a variazione limitata ed assolutamente continua rispetto a
3 per il teorema di Radon-Nikodym (cfr. p. es. [2]) si pud scrivere ¢;(F)=

fidu e quindi

F

(1.4) p(F)= 2 e@;(F)= lim Z e.ff,dy= lim 2 e fidu,
i=1

N—+>00 te==1 ﬂ»oo t==]

(Pultimo passaggio & una ovvia conseguenza della definizione di integrale).

n
La successione { 2 e; f; &, per l’agsioma A'), non decrescente in nor-
1 -

n=1,2,..
ma ; inoltre

3 anan “—“ 3 c,qo.<F>||s<per <

<| 2 amm|=le@i< v, @ < ves)
ne segue
f Eeif, d,u,=V » (F)SV f(dv)
# =l }'/"2_'1’ fdl‘

(il primo passaggio & giustificato dal teor. 2.4 di [1]); e, trattandosi di fun-

zioni positive, || 3 ¢; f; (x) <(ﬂ) .
i1 du o
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Allora si pud applicare il teor. 3.4 di [1] sul passaggio al limite sotto
il segno di integrale ed ottenere dalla (1.4)

flim > e.-f.-(w)d,u=f2°'° & fi(@w)= @ (F)
n—00 i=1 i=1
b2

cio® la funzione 2‘ ¢; fi(x) che abbiamo visto essere sommabile (&8 misura-

bile perche llmlte quam ovunque di funzioni misurabili) & precisamente la
derivata globale della ¢. c. v. d.

Un’altra condizione sufficiente ad assicurare la derivabilita di funzioni
a valori in uno spazio di Banach insieme alla condizione di separabilitd &
la riflessivita ; cio® :

TEOR. 4.4. Sia B uno spazio di Banach riflessivo separabile. Ogni fun-
zione @: F— B numerabilmente additiva ed a variazione totale limitata é
derivabile.

DiM. Anche qui, come nel teor. 2.4, posso, per il Teor. 1.4, limitarmi
a supporre ¢ assolutamente continua e cercare f: 8§ — B sommabile tale

che qo(F)'=ffdp per ogni F€F

F
Poicheé B & riflessivo B’ (duale forte di B) ha per duale B che & sepa-
rabile quindi B’ & separabile (cfr. ad es. [6] pag. 34). Valgono le relazioni:

(2.4) Vepo>(F)S Vo (F) |l g
a AVeo, 5>\ _ | (¥<o, o>
(3.4) ol (ﬁ—l—,l_l V¢)z_>—( du )z o l ( ;:“ )z I )

Infatti si ha, se {Fi} & una partizione finita di F,

Zil<eFpg>|<Zille@)|-llgll=Ilgll Z:lleF) <9l Vo (F)

e prendendo il superiore del primo membro si ha la (2.4); trattandosi di
funzioni positive si passa immediatamente alla (3.4).
Sia allora {ga}n—1,5,.. una base(’) in B’ con | gn| = 1. Sia fu(x) una

funzione reale misurabile sommabile tale che | f,(x)du=<@(F), gn>(n=1,2,...)

(") Qui si intende base nel senso usnale del termine, ciod una famiglia di vettori li-
nearmente indipendenti tali che il sottospazio generato da essi sia tutto B.
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(cosa possibile per il teorema di Radon-Nikodym per le funzioni reali;
<@ (F),y,> & ovviamente assolutamente continua se tale & g).
Sia (@) =1,2,..,» una qualunque a-upla di numeri

a 2 ak<(p,gk>)
k=1
z

n a
5 ak( <«p.gk>) .
k-1 d/.l, z

§ ar fi ()

k=1

du

/ n
d(e 2 agy) d av,
BILE R
dp z dp <w,k{ l%a;,) 2 dp Jz

Per un noto teorena spazi di Banach (cfr. p. es. [6] pag. 31) si
deduce Desistenza di un elemento f(x) del duale forte di B’ e cioé f(x)€B
. ‘av

tale che <f (@), gn>=/fo(®; || f(@)| S(d—;\) .
z
La funzione f: S — B cos) definita & misurabile ; infatti essa & scalar-
mente misurabile (f, (x) & ovviamente misurabile) e lo spazio B ¢ separabile
(cfr. quanto detto al § 2); inoltre f(r) & sommabile e quindi ha senso con-

n
2 ar g
k=1

siderare la funzione di insieme f Sdu.
F

Per ogni ¢, si ha (cfr. corollario al Teor. 3.3)
</fd/"’.’/n> =f<f.’9n>dﬂ =ffnd,“ =< @(F) fu>
F F
relazione che, valendo per ogni n, da f Sdu=¢@(F) ec. v.d
F

OSSERVAZIONE. Tra gli spazi che verificano ’assioma A e che quindi
rientrano nel teorema 2.4, sono ad esempio gli spazi 1?7, L? (1 <p <<+ o0)
(cf. ad es. [4]) e gli spazi di Hilbert separabili; tra gli spazi riflessivi se-
parabili sono ancora gli spazi 1?; L? (1 <p <+ oo) e gli spazi del tipo
di Sobolev derivati dagli spazi L7 (%%); e gli spazi di Hilbert separabili.
Si pud tuttavia notare che per gli spazi di Hilbert la condizione di sepa-
rabilitd & superflua; vale infatti il

(8biey come ad es. gli spazi W*P (B™) delle funzioni di potenza p-esima sommabile
insieme alle loro derivate fino all’ordine &.
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TrOR. 5.4. Sia ¢: F— H (H spuzio di Hilbert) numerabilmente additiva
¢ a variazionce limitata ; @ (F)= (@ (F); F€F} genera un sottospazio H, di
H separubile.

Div. Sia {e))ic, una base (cfr. nota (7)) ortonormale per H,. Indicando
con (,) il prodotto scalare in H, pongo gi= (p, €1); Vi= V,,; 4* =

=1€4; Vi(S)> % ; per lipotesi che ¢ (F) genera H, dovra aversi 4 =

= U 4*. Si dovra avere, per ogni decomposizione di § in insiemi disgiunti
h =1
{FiJim1,2..n © per ogni k-upla L€ 4" (j=1,2..k):

+00> Vo 8)2 2 |9 (F)

k
2 e (F,)' =
2 4 Py

= 3V Zwymrzo

n 1
>3 — Z'l(p;] )| =

Ti=1)k j=1

Sia ‘Fi}i—l,z...n tale che P ‘(p;j(F,)lZ Vlj(S)—Z_j ("=1, 2 e k). Si
j=1

L
dovra avere, per la relazione precedente,

1
+oo> V,(8)> — zk' 3 gy (F)|> = vy —2o  *5
(e o] o : i — —

v Vi j=142, PV 2 V% V%

ciod 4" & finito per ogni h. Allora 4= U 4* & al pitt numerabile. C. V.D.
h=1

§ 5. Funzioni di una variabile reale.

In tutto questo paragrafo lo spazio S sara il segmento a, b ciog lin-
sieme dei punti 2 € R! con — 0o < a<2<b< + oo; la famiglia T sara
|__..
la famiglia dei sottoinsiemi di ¢ b misurabili secondo Lebesgue; u sara la
restrizione ad  della misura di Lebesgue. Premetto alcune definizioni :

(8) Il passaggio & giustificato dalla relazione numerica :

k 2
K a2><2 |a‘|}
i=1

=1
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DEF. 1.5. 8i dicono funzioni associate due funzioni @D, q, tali che

—
D: ab— B & una funzione di punto € ¢ : F—> B é una funzione di in-

I—] I—l
sieme, e tali che per ogni x € a b sia P (x) = ¢ (a x).
—|

DEF. 25. Una funzione di punto @ :a b — B si dice assolutamente con-

tinua (%), se fissato ¢ > 0 aé arbitrio, é possibile determinare un g, > 0 tale

f——
che, se @y, x;+ h; (i=1,2...0) sono intervalli aventi due a due al piit ur

n
estremo in comune e di lunghezza totale X h; < u, si abbia
P=1

'21” D@+ M) — D) || < e

DEF. 3.5. Una funzione di punto ® : 8 — B si dice a variazione totule
limitata (°) sull’intervallo a’ b’ (a < a’ < b’ < D) se si ha

I—l n
V&(a’ b’) = sup i§1|| D@i+h)— P@) | <+ o0

J—
dove il superiore é calcolato al variare degli intervalli x;, x; + h; nella classe

degli intervalli contenuti in a’, b’ ed aventi due al due al pit un estremo co-
[— —
mune, Il numero Vg (a’, b’) si dice variazione di D sull’intervallo a’, b’

Si verifica facilmente (1°) che, se ¢ ¢ @ sono associate &:

l—l |
(1.5) Ve (@, b') = V,(a’,b’) per ogni a’, b’ Sa,b.

Ovviamente, data una funzione numerabilmente additiva ¢ : F— B, si

pud sempre costruire la funzione di punto @ :8 — B ad essa associata
=l
ponendo D (x) = ¢ (a x).

(?) Si faccia attenzione a non confondere le definizioni 2.5 e 3.5 'che riguardono
fanzioni di punto) con le definizioni 1.3 e 2.3 di [1] (che riguardano funzioni di insieme)
(49) Pid in generale, se ¢ : & — B ® numerabilmente additiva, si ha:

I—] n | |
1.5 V,p (a, ') = sap. P 1" e @+ k).
-

Infatti nella (1.5’) si ha ovviamente il =; se per assurdo valesse il > si dovrebbe
poter sostituire il I° membro con 2| ¢ (F}) || con F, € &F senza alterare la disuguaglianza;
e agli F, si potrebbe sostituire successivamente, sempre senza alterare la disnguaglianza,
degli aperti, degli aperti disgiunti, dei segmenti disgiunti; e cosl si arriva all’assurdo.
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11 viceversa non & sempre vero; tuttavia, se B = R! si ha il seguente
risultato :

I—l
Condizione mecessaria e sufficiente perché una funzione @ :a b— R! sia

|
assolutamente continua é che esista una funzione f:a b— ! sommabile su

=
a b tale che per ogni x

(2.5) & (z) = f fit)dat = / Ffau.
a -

Inoltre in tal caso st ha :

”
(3.5) V(o b) = f | F@)] at = sup‘:‘?l| @ (@ + hy) — D ()| .

o’

I
In particolare se @ : a b — R! & assolutamente continua essa & anche

a variazione limitata ; ed & associata alla funzione ¢ (F) = f fdu.
F

Questi risultati non sono in generale estendibili alle funzioni a valori
in un generico spazio di Banach; ad es. la funzione associata alla funzione
definita a pag. 10 & assolutamente continua ma, come s8i & visto, non @&
derivabile quindi (per il teor. 2.4) tale funzione non é un integrale.

Particolarizzando lo spazio B si puo tuttavia ancora ottenere la validita
della (3.5) (avendo naturalmente sostituito i valori assoluti con le norme):
ad es. se B & uno spazio di Banach uniformemente convesso (cfr. [3] per
la definizione e per la dimostrazione della proprietd enunciata) si ha che
ogni funzione di punto a variazione limitata ed assolutamente continua @&
derivabile (!!) e coincide con Dintegrale della sua derivata; la (3.5) si pud
allora ottenere dalla (2,1.02) di pag. 339 di [5] se B & separabile (in tal
caso lintegrale di Bochner usato da [3] e quello di Pettis usato da [5] coin-
cidono ; cfr. ad es. lo stesso [5]); e pilt in generale si pud ottenere per B
generico dal teor. 2.4 di [1). In ipotesi leggermente diverse su B si pud
completamente generalizzare il risultato enunciato per le funzioni reali. Pre-
cisamente si ha:

(41) Infatti ad essa pud associarsi una «funzione di figura elementare » a variazione
limitata quindi derivabile, (cfr. [3]).
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TEOR. 1.5. Sia B riflessivo separabile. Condizione necessaria e sufficiente
perché una funzione @ : S — B sia assolutamente continua é che esista una
JSunzione sommabile f: S —» B tale che per ogni x € 8 si abbia

(4.5) & (1) = f fdu.
-]
ad

Inoltre sotto queste ipotesi st ha :

b
(5.5) sup 3 || D (@i + ki) — @ (@) || = f lr@ | at.

DivM. La (5.5) una volta dimostrata la condizione necessaria, segue
subito dalla (1.5”) dells nota (1°) e dal teor. 2.4 di [1].

La condizione sufficiente & ovvia in quanto si verifica facilmente
che la funzione di punto associata ad wun integrale & assolutamente con-
tinua. Resta da dimostrare la derivabilita di una funzione di punto assoluta-
mente continua. Per vedere cid opero come nella dimostrazione del teorema
4,4: se {g.) ® una base (cfr. nota () per B con | g,| =1 le funzioni di
punto #,: S8 — R! definite da D, (z) = < D (x), g» > sono ovviamente

z
agsolutamente continue e cioé P, (z) = f Su@)dt = f Ja dp.
a 1=l

az
Per ogni scelta delle costanti a,, @, ... a; si ha inoltre :

k k id d k
b — —2) | =|(— b, | =
n=1 S (@) nfl am( du )z ‘(d,“ nfl n “)a;
d ) (dV,,*) k
=(Zv <(Z2) .| = g
(d.“ (w,"gla,.gn>z_ dp )z || a= gn | %)

Esattamente come nella dimostrazione del teor. 4.4 si conclude anche qui
che esiste una funzione f: S — B sommabile tale che @ (z) = f fau. c.v.d.
-l

a z

avE
(2) ( d: ) esiste perchd si verifica facilmente che se & & assolutamente continua
2

ed a variazione limitata anche ¥V} 2 assolutamente continua; ed il passaggio segne dalla
relazione analoga (2.4) e ciod Vg <V & all-
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COROLLARIO. Sia B riflessivo separabile. Le funzioni di punto assoluta-
mente continue sono tutte e sole le funzioni assoeiate a funzioni di tnsieme
assolutamente continue ed a variazione totale limitata.

~

DiM. Ovvia per il teor. 4.4, il Teor. 1.5 e il fatto che la funzione di

3

punto associata ad un integrale & necessariamente assolutamente continua.
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