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SULLE VARIE NOZIONI DI DIMENSIONE
PER UN INSIEME ANALITICO (*)

di ViNIO10 VILLANI (Pisa)

INTRODUZIONE. Nel presente lavoro si esaminano varie possibili defi-
nizioni di dimensione di un insieme analitico (anche con elementi nilpo-
tenti) e se ne studiano le proprieta ed i mutui legami. Il punto di par-
tenza & dato dalla osservazione che la « dimensione complessa» n di una
varieta analitica complessa (cennessa) M ™ pud essere definita sostanzial-
mente in quattro modi:

1) Mediante carte locali: n & il minimo intero tale che localmente
M possa essere realizzata come sottovarieta (aperta) di Cn.

2) In linguaggio algebrico: n & la dimensione di Krull dell’anello
dei germi di funzioni olomorfe in ciascun punto di M.

3) In lingnaggio omologico: n & la dimensione omologica dell’anello
dei germi di funzioni olomorfe in ciascun punto di M (altri autori adope-
rano il termine « codimensione omologica »).

4) In lingnaggio topologico: denotando con dim la dimensione topo-
logica (in un punto comunque fissato di I ): 70=M

dim C

Si consideri ora un insieme analitico X nel senso usuale definito sul
corpo complesso. X si decompone univocamente in una sottovarietd com-
plessa M ovunque densa in X {varietd dei punti regolari) ed in un sottoin-
sieme analitico non denso 8 (dei punti singolari). Dei quattro numeri sopra
introdotti, gli ultimi tre hanno senso anche nei punti p €8 (ma ivi non &
detto che siano tra loro uguali). Il primo numero si pud generalizzare in
due modi distinti:

1
=—2—dim M,

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitad del gruppo di ricerca n. 35 del Comi-
tato per la Matematica del C. N. R. nell’anno accademico 1961-62.
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a) Si considera il minimo intero z tale che in un conveniente intor-
no del punto p Vinsieme analitico X possa essere realizzato come sottoin-
sieme analitico di C".

b) Si decompone l’insieme analitico X in componenti irriducibili nel
punto p, e si considera il minimo intero d, tale che in un conveniente intorno
del punto p ciascuna componente irriducibile di X sia un rivestimento
analitico di un aperto di C#, con d’<d.

Ciascuno dei cinque numeri cosl introdotti rappresenta dunque un par-
ticolare aspetto della dimensione di un insieme analitico in un suo punto.
Nel presente lavoro si estendono le definizioni di questi cinque numeri ad
insiemi analitici (anche con elementi nilpotenti) definiti su un arbitrario
corpo valutato completo K (°), e se ne studiano i legami. Per ottenere una
maggiore semplicita e generalita di esposizione, i numeri 7z e d vengono
introdotti in modo algebrico, e successivamente se ne dimostrano le pro-
prieta che li pongono in relazione con gli insiemi analitici, nel modo ac-
cennato in a) e b) (cfr. le proposizioni 3 e 6).

Diamo ora un elenco dei principali risultati che si dimostrano: Sia
dunque (X, «{x) un insieme analitico (con elementi nilpotenti) su un corpo
valutato completo K ; o{x & il fascio dei germi di «funzioni analitiche »
di X. Con A, denoteremo la spiga di o{x sopra p € X. Ogni spiga A, ¢ un
anello locale noetheriano, il cui ideale massimale si denoterd con (),. In
ciascun punto p € X si considerano i seguenti numeri interi:

d( p) = dimensione di Krull di A4,;

d (p) = numero dei parametri di 4,;

dih A, = dimensione omologica di A,;

7 (p) = dimg ((D,/ ;) 5

t (p) = dimensione topologica di X nel punto p.

Sia M Yinsieme dei punti p€ X nei quali si ha é(p) =1t (p) (i punti
di M sono quelli nei quali la spiga 4, & un anello regolare; nei punti
g€EX — M si ha 0 (q) <7(q)). Proveremo i teoremi seguenti:

I) dih A, <J(p) in ogni punto p € X; inoltre dih 4, = & (p) nei punti
pE€M (teorema 1).

II) 6 (p) = d(p) in ogni punto p € X (teorema 2).

I ragionamenti che intervengono in questi primi due teoremi sono
puramente algebrici, e non fanno uso delle proprietd «locali » degli insiemi
analitici (°°).

(% Per le definizioni precise, cfr. il § 4.
(%) Il teorema 1 si trova gia dimostrato ad es. in [8] e 1n [13]; il teorema 2 & di-
mostrato ad es. in [1], [16], [14].
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III) per p variabile in X, le funzioni 8 (p) e z(p) sono semicontinue
superiormente ; la funzione dih A, & semicontinua inferiormente (lemmi 7,
9, 11).

IV) Se K ha caratteristica zero, e se X & un insieme analitico ri-
dotto, ’insieme M dei punti regolari & un aperto ovunque denso in X; in
queste ipotesi, tenuto conto di III), si ha in ogui punto p€ X:

dih 4, < min lim dih 4, = min lim 6 (x) <4 (p);
e it vear

quindi si & ottenuta una disuguaglianza piu precisa della disuguaglianza I)
(teorema 3).

V) Se in particolare K = C, e se X & un insieme analitico ridotto,
8i ha in ogni punto p€ X :

é (p) = max lim 7 (%)
x—p
weM
e quindi anche
d(p) = maxlim ¢ (x)

z-—+D
xeM

(teorema 4). Questo risultato esprime il fatto che tra tutte le funzioni se-
micontinue superiormente, le quali nei punti p € M coincidono con ¢ (p), la
funzione 6 (x) & la piu piccola possibile.

VI) Se X & sempre un insieme analitico ridotto, definito sul corpo C,
e se p & un qualunque punto di X, i tre numeri § (p), d(p), max lim z (),

@®—p
zeM

che in virta di II) e V) sono tra loro uguali, rappresentano meta della
dimensione topologica di X nel punto p:

o (p) ::d(p):maxlimr(x):%t(p)
xz—Dp
reM

(teorema 5). (990)

Per ottenere una trattazione pilt sistematica, senza appesantire la let-
tura con troppi vinvii, ho ritenuto utile dimostrare brevemente anche qual-
che teorema gid noto, pur rimandando per maggiori dettagli ai lavori ori-
ginali; altri risultati, noti per insiemi analitici ridotti, sul corpo C, sono
qul dimostrati sotto ipotesi meno restrittive (cfr. in particolare tutto il § 4).

(%) Per questo teorema ofr. ad es. [11] e [9].
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Vorrei infine segnalare che le dimostrazioni contenute nel presente lavoro
fanno uso sistematico della funzione <t (p), il che permette ad es. di dare
una semplice dimostrazione della densita dei punti regolari di X.

§ 1. Nel presente lavoro tutti gli anelli saranno supposti commutativi
e dotati di elemento unita. Sia A un anello noetheriano, locale, e ne sia
D Videale massimale. Sia

pCp,c...cp,c4

una catena di lunghezza massimale di ideali primi di A, le inclusioni
intendendosi in senso forte (si osservi che risulta necessariamente p; = (I,
e che risulta p, = {0} se e solo se A & un dominio di integritd). L’intero ¢
cosl introdotto si chiama la dimensione di Krull dell’anello A (%).

Si consideri ora (/D3 che & in modo naturale uno spazio vettoriale
sul corpo K = A/ ; (/M? si chiama spazio tangente di Zariski dellanello
A. Posto = dimg (/?, si dimostra facilmente che ogni sistema minimale
di generatori di () consta di z elementi ed individua una base di (N/(M?
(cfr. ad es. COHEN [3], lemma 2, pag. 56).

Si ha sempre:
1290

(KRULL [7], teorema 7%, pag. 220, prendendo ZE = (). L’anello A si dice
regolare se T = 0.

Sia ora 4 un anello noetheriano locale regolare, di dimensione di
Krull 6 =n; A sia un A-modulo di tipo finito. Una risoluzione proiettiva
del A-modulo A & una successione esatta

o> A= Xy —> . > Xy > X —> A4 =0

ove tutti gli X3 sono dei A-moduli proiettivi. Diremo lunghezza di questa
risoluzione lestremo superiore (eventualmente infinito) degli interi r tali
che X, 4 0, mentre X,;; = X,45=...= 0. Tra le risoluzioni proiettive
sono particolarmente importanti quelle, nelle quali tutti gli X; sono A-mo-
duli di tipo finito. Nel caso in esame, poiché Panello A & locale, ogni A-
modulo proiettivo di tipo finito & libero : X; = A%, somma diretta di un certo
numero ¢; di esemplari di A (cfr. ad es. NorrHCLTY [8], teorema 12, pag.

(*) In tutto il seguito ci limiteremo a studiare anelli noetheriani locali; tuttavia
sard bene osservare che questa definizione di dimensione di Krull ha senso anche se 4
non & loocale,
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191). Quindi ogni risoluzione proiettiva del A-modulo A, mediante moduli
di tipo finito, & una risoluzione libera di A.

Una risoluzione libera di A si pud costruire come segue: detto p, il
minimo numero di generatori del A-modulo 4, sia s,,...,s, un tale siste-
ma di generatori; si consideri omomorfismo surgettivo

oy AP —> A
definito da
Ay g oy dp) —> 2 i 8

e si ponga A, = Kera,.

A, & un A-modulo di tipo finito (A & noetheriano).

Sia p, il numero minimo di generatori del A-modulo 4,; si costruisca,
come sopra, un omomorfismo surgettivo

o A — A,

ecc. Questo procedimento si pud ripetere; in definitiva si ottiene una riso-
luzione libera di A4 :

,Bh ﬂh—l ﬁi ﬂo

(1) e > AP S AT S A5 A5 0

ove B, = «,, mentre (per > 0) B, = ay o i, i essendo l'iniezione naturale
Ap — AP*=1 1 numeri py (b > 0) a priori dipendono dalla scelta degli omo-
morfismi o, . Nel lemma 2 proveremo che questi numeri hanno in realtd
un significato intrinseco; a tale fine facciamo qualche premessa: ogni omo-
morfismo g, con h > 0, & definito da

2 2\

— (7{%)

lph }'Ph

ove (y) & una matrice di tipo (p,_,,p,), i cui elementi y™ appartengono
a Ad.

LEMMA 1. Gl elementi yg";) appartengono (per ogni h > 0) all’ideale mas-
simale (N, di A.

DIMOSTRAZIONE : Sia 0, ,...,0y, , il fissato sistema minimale di gene-
ratori di Aj—;. Supponiamo ad es. Y™ ¢(,; Vimmagine nel’omomorfismo

10. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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B i (1,0,.0,0) & G, ey 7@ )5 poichd Tm §, = Kera,_,, si ha
A yg;)_-l 1%y T 0 i Ay

Ma da y{W¢ ), seguirebbe che y{!) & invertibile, ossia, moltiplicando la re-
lazione ottenuta per (y(l'{))—l, 8i verrebbe ad esprimere o, come combinazione
lineare di gy, ...y 0p, ,, il che contraddice alla minimalita del sistema di
generatori di Ap—; .

Poniamo K = A/{,; detta ¢ : A — K la proiezione naturale, K di-
venta un 4-modulo, definendo

A= () k Aled, ke K.

Si consideri la successione ottenuta tensorizzando la successione esatta (1)

per K:

p on Op—1 O, do
e > AP Qp K—5 A1 QK — oo — AP Q@ K — A Q4 K — 0.

Poiche A? @4 K = K?, questa successione si pud riscrivere nella forma

Y R } 8
o —> KPP 5 KPh-1 s K20 — A Q4 K — 0.

Dal lemma 1 risulta che gli omomorfismi 8, = g, Q) id. (h > 0), sono tutti
nulli. Poiche per definizione

Torj (4, K) = Ker &;,/Im &1, (h > 0)
si ha dunque, per ogni % > 0:
Torj (4, K) = K",

LymMA 2. T numeri p, (h > 0) che compaiono nella risoluzione (1) rappre-
sentano la dimensione su IC degli spazi wvettoriali Torf (4, K). 1l numero p,
¢ il numero minimo di generatori del A-modulo A,

La risoluzione (1) ha lunghezza minima, tra tutte le risoluzioni proiettive
(¢ quindi a fortiori ha lunghezza minima tra tutte le risoluzioni libere) del
A-modulo A.

Data comunque una risoluzione libera

e —> A — A1 — s AT — 4 — 0,

si ha qu > p, per ogni h.
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Restano da dimostrare le ultime due affermazioni: se
w—>Xy—=>X 93— > X, >X,—>d4—>0

¢ una qualunque risoluzione proiettiva di A4, si ha
K?h="Tor}, (A, K)=Ker(X, @ K— X1 Q.4 K)/Im (X1 Qs K —> Xy Q41 K );

da X, = 0 segue quindi K*» =0,
Se poi gli X sono liberi, X;, = A%, si ha Xj, @1 K = A" Q4 K= K",
e quindi

p, = dim, Tor{ (4, K) < dim, Ker (K — K1) < dim, K = ¢, ,

come volevasi dimostrare.

Detta r la lunghezza della risoluzione (1), il teorema delle sizigie di
Hilbert (cfr. ad es. ANDREOTTI-GRAUERT [2], teorema 1, oppure ZARISKI-
SAMUEL [16], cap. VII, teorema 43) assicura che r <n, n essendo la dimen-
sione di Krull di A.

Chiameremo dimensione omologica (?) del A-modulo A il numero

diby 4 = n — 7.

Sia 4 un anello locale (non necessariamente regolare) ed 4 un A-mo-
dulo di tipo finito. Un insieme m, , ..., m, di elementi dell’ideale massimale
M, di A sidice una A-successione normale, se per ogni 1 <¢<q Pelemento
m; non & divisore dello zero in A/(m, ,...,m;i—;) A. Una A-successione nor-
male m, ,...,my 8i dice massimale, se non esistono A-successioni normali
costituite da piu di ¢ elementi.

Supponiamo ora in particolare che A sia un anello quoziente dell’anello
locale 4, e che la struttura di 4-modulo considerata su 4 sia quella natu-
rale, vale a dire indotta nell’omomorfismo di proiezione ¢ : 4 — A dalla
struttura di A-modulo esistente su A. In tal caso vale il

LeMMA 3. Data una A-successione normale massimale m, , ..., m, di A,
considerato come A-modulo, gli elementi @ (m,), ..., @ (my) costituiscono una A-
successione normale massimale di A, considerato come A-modulo.

(?) Seguiamo qul la terminologia di [2]; in [8], [18], [16] questo numero viene chia-
mato codimensione omologica.
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La dimostrazione & evidente, perché per definizione
=¢pl) a Aed, ac€A.

Ricordiamo senza dimostrazione le seguenti due proposizioni di algebra
omologica :

PROPOSIZIONE 1. Sia A un anello locale, di dimensione di Krull o, e
sia q la lunghezza di una A-successione normale massimale di A, considerato
come A-modulo. 8i ha :

)

(cfr. ad es. NorTHCOTT (8], Proposizione 7, pag. 204).

A si dice anello di Cohen-Macaulay se g = 9.

Si noti che ogni anello locale regolare & un anello di Cohen-Macaulay,
poiche un qualunque sistema minimale di generatori dell’ideale massimale
D di A costituisce una A-successione normale (che & massimale per la pro-
posizione 1).

PROPOSIZIONE 2. Dato un A-modulo A, con A anello locale regolare,
dily A rappresenta il numero di elementi di una A-successione normale mas-
simale del A-modulo A.

(cfr. ad es. NorRTHOOTT (8], teorema 28, pag. 209, tenuto conto del
corollario al teorema 24, pag. 208).

Ne segue il

TEOREMA 1. Sia A un anello locale regolare; A un anello quoziente di
A si consideri A dotato della struttura naturale di A-modulo. Detta & la
dimensione di Krull di A, e q la lunghezza di una A-successione normale
massimale di A, considerato come A-modulo, si ha :

dlhAA=q,<_6.

DIMOSTRAZIONE : Si ha infatti dihy A = numero ¢, di elementi di una
A-successione normale massimale di 4, considerato come A-modulo (propo-
sizione 2); d’altra parte ¢,= ¢ (lemma 3) e ¢ <4J (proposizione 1).

COROLLARIO. Se Panello locale A é vealizzato come quoziente di un anello
locale regolare A, , e contemporaneamente come quoziente di un anello locale
regolare Ay, st ha:

dihAl A= dihA2 A.
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OSSERVAZIONE : Nel § 4 proveremo, in una situazione pilt particolare,
e servendoci di un ragionamento geometrico, una disuguaglianza pilt precisa
della disuguaglianza dihy 4 < 4.

§ 2. Si consideri ora in particolare come anello A un’algebra analitica,
vale a dire sia

A=Kz, ,.,z}/1

ove: K & un corpo valutato completo non discreto; K (»,,...,x,} & Panello
delle serie di potenze convergenti in un certo numero » di variabili (a va-
lori in K); 1 & un ideale di K (v, ,...,,}.

OSSKERVAZIONI: 1). Si ha K = 4/(I); dall’aver supposto che I & va-
lutato non discreto, risulta che il corpo K & necessariamente infinito.

2). A & un anello (locale) noetheriano (cfr. ad es. [12] Exp. 18, co-
rollario 2 e pag. 18-07).

3). In particolare, & noetheriano K {x,,.., s}, onde si ha un’immer-
sione naturale di K {«,,..,x, nel proprio completamento, che & Ianello
delle serie di potenze formali K [[#,,...,®,]]. Cid prova tra V’altro che vale
il principio di identita per le serie di potenze di K {w, ,...,x,} ().

Un elemento P di K (@, , ..., &,—1} [¥x], ciod un elemento di K {x, ,...,,]
che & polinomiale nella variabile #,, si chiama pseudopolinomio nella x,;
per mettere in evidenza la variabile polinomiale si scrive P = P (x,). Uno
pseudopolinomio P (x,) si dice privilegiato, se il coefficiente di grado mas-
simo di x, & 1, mentre i coefficienti di grado inferiore sono tutti contenuti
nell’ideale massimale (I,—; di K {x,, .., %,—}:

P (@) = @ + uy iy G e ey, cOn pg gy gy € My .
Dato un ideale M di K {«,,..., ®,}, poniamo
T =MT0K({x,,..,a.

11 sistema di coordinate «,,...,x, si dice privilegiato per Videale T di
K{x,,..,x,) se, detto d il massimo numero intero tale che My = {0}, ogni
M, con d +1<h<n contiene uno pseudopolinomio privilegiato

l)h (Lh) =K {x] g eeey xh—l} [.l'hJ.

(®) Questo fatto si pud del resto provare direttamente, ripetendo ragionamenti ben
noti nel caso K=R, K= C.
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L’intero d, che a priori dipende dal sistema di coordinate fissato, si dira
numero dei parametri di T, o anche numero dei parametri dell’anello
K {0,y .y 2al/T.

LEMMA 4 (teorema di preparazione per gli ideali). Dato un ideale M di
K{x, .. 0}, € sempre possibile mediante una opportuna trasformazione li-
neare di coordinate, della forma

x, 1. x,

X, 1 L,
Jare si che il nuovo sistema di coordinate sia privilegiato per Videale ‘fl.

DimosTRAZIONE : Se T, = T = {0}, il lemma @& evidente. Altrimenti sia
J(®5yeyx,) un elemento non identicamente nullo di M. La forma iniziale
di f nello sviluppo di Taylor (ossia nello sviluppo come serie delle compo-
nenti omogenee) sia f:

f=rfe+foern+ - (fxZE0).

Esistono certo » — 1 elementi a,,...,a,; € K tali che fi(a;,.. ,@,—1,1)3=0.
Si consideri la trasformazione lineare di coordinate

T, —> X + a; zy =1, u,n—1)
wAn—_)mn-

Nel nuovo sistema di coordinate f & « preparatas» onde e applicabile
il teorema di Weierstrass (cfr. ad es. [12], Exp. 18): moltiplicando f per
una opportuna unitd u, si ottiene un pseudopolinomio privilegiato

uf = P, (x,) €T.

Iterando il procedimento, a partire da f,.—,, ecc., si giungera infine ad
un certo My = {0}. Il lemma & provato, prendendo come trasformazione li-
neare di coordinate, il prodotto delle singole trasformazioni effettuate.

Abbiamo gia osservato che a priori il numero d dei parametri di
dipende dal particolare sistema di coordinate privilegiate che si & fissato.
In realtd cid non avviene, e precisamente il numero d associato ad T coin-
cide con ¢ = dimensione di Krull di K {x,,...,%,}; in altre parole si ha il
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TEOREMA 2. Dato un ideale I di K {®,,..., &}, 8 ha (con le notazioni
precedentemente introdotte):
d=3.

DiMOSTRAZIONE : Fissato un sistema di coordinate privilegiate per i,
si consideri omomorfismo naturale

®: K[w1 g erey x,,} — K {w1 PRI >w7'}/1l'

In quanto Mg = {0}, si pud identificare K {x,,...,#q} con la propria imma-
gine ¢ (K {@, , ... ,&4}). Si ponga poi

Yati = @ (Xay) t=1,..,n—d.
Per provare il teorema 2, ci sara utile il
LEMMA 5. 8¢ ha isomorfismo naturale
K (g ynd/T 2 K {@; oo, @g} [Yat1 y e Yy
e K{x,,..,v.)/ & intero su K{x,,.., x5 (%.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA : Per induzione sul numero delle y. L’e-
quazione Pgi, (Ya41) = 0 prova che ygi; soddisfa ad una equazione polino-
miale del tipo voluto, onde K {w,...,%a} [yat:] & intero su K {w;, ..., x4}
Inoltre ogni elemento f€ K {®;,..,®s4,] si pud scrivere, per il teorema di
Weierstrass, nella forma f= qPsy, -+ r, con r € K {w, , ..., &4} [#a4,]; pertanto
siha @ (f)=@ ()€K {®, ..., %) [Ya41]; ¢id prova che Papplicazione naturale
iniettiva K {@, , ... , ®a} [Yaq1] — K (@1, .e. y ®a41}/Tays © anche surgettiva, ciod
un isomorfismo.

A questo punto possiamo procedere per induzione: dunque sia gia
provato che

K {2y ooy @apn/ Magn— =2 K {0y, oo s @a} [Yatr, ooy Yayn—i]

e che K (2, ,..,%) [Yat1, e Yatn—1] © intero su K {x ,...,xs). Si osservi
che y44, soddisfa all’equazione Pgiy (¥q+n) = 0, e quindi soddisfa anche al-

lequazione ?d+h (Ya4n) = 0, ottenuta sostituendo in Pgi; tutti i coefficienti

(4) Vale a dire ciascun Yati soddisfa ad una equazione polinomiale a coefficienti in
K{xl,...,xd}, con coefficiente del termine di grado massimo 1. Si suole anche dire che
Kz, .., %}/ ®aritmeticamente dipendente da K {x,, ..., x4}
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con le rispettive immagiui nell’lomomorfismo ¢. Il coefficiente del termine

di grado massimo di ?d+h ¢ 1, perche tale era il coefficiente in Pgyy; gli

altri coefficienti sono elementi di K {2, ,..., %4} [Yat1, . yYatn—1)- Quindi

K (@, ey ®a) [Yat1y ey Yatn] & intero su K (@, , ..., @a} [Yat1, - y Ya+n—1]. Per

la transitivitd della dipendenza aritmetica, e tenuto conto dell’ipotesi di in-

duzione, K (@, , «., %4} [Yat1y -, Yatn] © altresi intero su K {@, , ..., %a).
Resta ancora da provare che l’applicazione naturale iniettiva

K (@, ooy @a) [Yat1s ooy Yagn] —> K {2y ooy @aan)/Matn

& anche surgettiva. A tal fine, dato un elemento f€ K {x, ..., ®atn}, 8i ap-
plichi il teorema di Weierstrass:

S=qPgsn+r con re K {-”01 g eeey wd—l—h—l} [@gyn]

Ne segue ¢ (f) = ¢ (r) e, tenuto conto dell’ipotesi di induzione, ¢ (r) € K {x, , ...
oy @af [Yat s ooy Yatn—1] [Yan) = K (@, 5 ooy @a} [Yag1 s «ov y Ya4a]. Cid completa il
ragionamento di induzione, onde il lemma 5 & dimostrato.

Per provare il teorema 2 abbiamo bisogno di un ulteriore lemma, che
¢ conseguenza immediata del « Going up theorem » di Cohen-Seidenberg (cfr.
ad es. [4], teoremi 3, 4):

LEMMA 6. Due anelli B ed 8, con RC 8, § intero su R, hanno la stessa
dimensione di Krull.

Applicando questo lemma ai due anelli K {wx,,...,2n}/T ¢ K {®,,...,24)
(i1 che & lecito in virtah del lemma 5) risulta che tali due anelli hanno la
stessa dimensione di Krull. Ora la dimensione di Krull di K {x,,...,%q} &
proprio d, e quindi la dimensione di Krull di K {x,,...,x,}/l, che avevamo
indicato precedentemente con 4, coincide con d. Cid prova il teorema 2 (°).

§ 3. Sia sempre A = K (&, , ..., #,}/T un’algebra analitica ; pud darsi che
A sia allo stesso tempo un’algebra analitica con un numero minore di va-
riabili, vale a dire A ™ K {2,,..,2,}/T, con m <n. Al problema di dare
una rappresentazione di A come algebra analitica nel minimo numero pos-
gibile di variabili risponde la seguente

PROPOSIZIONE 3. Data un’algebra analitica A = K {x, , ... , 2,}/T in n va-

riabili, ¢ indicata con v la dimensione dello spazio tangente di Zariski di A,

(®) L’idea di sfruttare il lemma 6 nella dimostrazione del teorema 2 si trova in
ABHYANKAR [1].
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A ¢ anche algebra analitica in v variabili:
A=Ky, ...,y}/ B;

inoltre A non pud essere scritta come algebra analitica in meno di T variabili.

DIMOSTRAZIONE : Sia T lo spazio vettoriale su K, delle forme lineari
(ciod del tipo @, =k, @, + ... + kn®, con k,, ..., k, € K) che sono forme ini-
ziali di qualche elemento ¢ di T (6). Posto ¢ =dimg 1 con un cambiamento
lineare di coordinate si pud fare in modo che nelle nuove variabili ¥, , ... , ¥
lo spazio vettoriale 1T sia generato dalle ultime o variabili yu, ... Yn—oyq . Si
pud costruire come segue un isomorfismo tra lo spazio tangente di Zariski
T di A e lo spazio tangente di Zariski 7, di K {y,,...,Yn—0): e un ele-
mento o € (IH/(N? & rappresentato mediante una serie di potenze di K {y,,..., ¥}
il cui termine lineare & o, y, + ... + &z Yn, ad a si associa l'elemento di T
rappresentato da o, ¥, + ... + p—6 Yu—o - Poiche dim T =7, dim Tj=n — o,
ne segue tv=n — .

Riscriviamo A come algebra analitica nelle varviabili y,, .., ¥s:

A=Ky ,...,y}/1

e dimostriamo che A & altresi isomorfa con l’algebra analitica (che provvi-
goriamente denoteremo con B):

B=K{y,,..,y}/TNK{y, ... .0}

Cid provera la prima affermazione della proposizione, con h=MTN K {y, , ...
wy¥z}. Intanto si ha un’iniezione canonica B — A. Si tratta di far vedere
che viceversa, fissato un elemento o€ K {y,,..,¥,), esiste un elemento
BEK {y,,..,y:} tale « — B €. Ed infatti T contiene, per come & stato scelto
il sistema di coordinate, n — 7 serie di potenze (non univocamente deter-
minate) @41y ., @n€ K {y,,...,¥n}, i cui termini lineari sono dati rispettiva-
mente da Y.4q1,...,Y,. Moltiplicando ¢, per una opportuna unitd a norma
del teorema di preparazione di Weierstrass, si vede che T contiene altresi
uno pseudopolinomio privilegiato P, = yn -+ ¥, (Y, y -+ y Yu—1), €COD v, appar-
tenente all’ideale massimale (M,—; di K {y, ,..,¥.—1}.

Sostituiamo ora nelle serie convergenti ¢,4;,..., @,y al posto di y, la
serie convergente — 1, (Y, ,...,¥n—1). Si ottengono delle nuove serie di po-
tenze convergenti @i, ..., ®u—1 €K {y, ..., yu—y}. Poich® la sostituzione di

(5) Come forma iniziale di 0, si considera la forma nulla.
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Yn COon — , nei termini di grado k non altera i termini di grado minore
di &, 1 @41, ..y ®u_; hanno ancora come forme lineari rispettivamente
Yyl y ey Yn—1. Si ha evidentemente

Qi — Qi = W -+ Vi) Yot (Heti EIC{Y, ooy Yu))
e quindi

@orgi — Poyi €T

Cio prova che da @, €T segue @, €M (i=1,..,n —z— 1)

Ragioniamo ora su ¢, _,, come prima su ¢,, e cosi di seguito. In de-
finitiva si ottiene il risultato seguente: I contiene n — 7 pseudopolinomi pri-
vilegiati lineari

Po=9,+ vu Wy ooy Yn—1)

Py = Yn—1 + Yu_y Yy 5o s Yn—2)

Popy =Yep1 + Yer1 Yy 5 oov s o)

Dato ora un arbitrario elemento o€ K {y,,..,y.}, Vi si sostituisca al
posto di y, Pespressione — vy, ; indi si sostituisca al posto di y,—; P’espres-
sione — y,_;1, e cosi di seguito, fino a sostituire y.;; con D’espressione
— .41. Trattandosi di una sostituzione di serie convergenti in una serie
convergente, si ottiene una nuova serie convergente f, che appartiene per
costruzione a K {y,,..,¥.]. Con ragionamento uguale a quello fatto sopra,
a proposito di ¢;4; e @.y;, si vede che

e |

come appunto volevasi dimostrare.
La seconda affermazione della proposizione 3 & pressoché evidente: se
A & un’algebra analitica in m variabili 2,,..,2,:

A=Kz ,.., 2/,

le immagini (mod R) di z,,..., 2, generano Uideale massimale () di 4, e
¢id implica m > .
Con ¢io la proposizione 3 & dimostrata completamente.

COROLLARIO. Se A ¢é regolare, si ha A= K{y,,..., Y.
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DIMOSTRAZIONE: A norma della proposizione 3 si ha A=K{y, , ... . y.}/1.
Se T contenesse un elemento non nullo di K {y,,...,¥:}, il numero d dei
parametri di 1 soddisferebbe alla disuguaglianza forte d <. Poich® si &
provato (teorema 2) che d = §, ne seguirebbe 4 < 7, contro V’ipotesi che A4
fosse regolare. Quindi ) = {0}; ¢id prova 1l corollario.

NotA: La proposizione 3 si sarebbe potuta dimostrare anche immer-
gendo A nel proprio completamento 2, applicando ad 4 il teorema di Cohen
sulla struttura degli anelli locali (equicaratteristici) completi, ed osservando
che la dimensione dello spazio tangente di Zariski di A coincide con la di-
mensione dello spazio tangente di Zariski di A.

A conclusione di questo paragrafo, vogliamo ancora applicare i risultati
del § 1 alle algebre analitiche. Poniamo per brevita ®* = K {2, , ..., #x };
un’algebra analitica A, considerata come @®"modulo, possiede una
dimensione omologica dihg, A =mn —r (r =lunghezza di una risoluzione
proiettiva minimale di A come ®"-modulo). Se poi si realizza A come alge-
bra analitica in m variabili, A possiede una dimensione omologica dihgy,
A =m — I (l = lunghezza di una risoluzione proiettiva minimale di A come
®m™.modulo). Il corollario al teorema 1, riformulato in questa situazione par-
ticolare, afferma :

PROPOSIZIONE 4. dih@nA coineidc con dih®m A, vale a dire:
n—r=m—1;

pertanto la dimensione omologica di un’algebra analitica é indipendente dalla
sua particolare realizzazione, e puo essere denotata semplicemente col sim-
bolo dih A (7).

§ 4. Introduciamo ora la nozione di insieme analitico con elementt nil-
potenti (cfr. ad es. GRAUERT [5], § 1, Def. 2 o anche [12] Sém CARTAN 60
61, Exp. 9). Sia K un corpo valutato completo non discreto. Su K* si con-
sideri il fascio ®™ dei germi di funzioni analitiche (a valori in K); questo
& un fascio di K-algebre analitiche, la spiga nel punto (p,,..,p.) essendo
K {x, —p,, ..., ¥, — Pn). Sussiste il seguente

TEOREMA DI COERENZA (di K. Oka). — Il fascio @%, definito su K", ¢é
coerente (cfr. ad es. [12], Exp. 18-09).

(K" ®*) & uno spazio anulato; sia poi U un aperto di K”; posto
O% = ®"| U, anche (U, ®p) & uno spazio anulato. Dato su U un fascio T di

(" Una dimostrazione diretta di questa propesizione si trova in ANDREOTTI-
GRAUERT, [2] § 1.



156 Vinicio VILLANI: Sulle varie nozioni di dimensione

ideali di %, si ponga X = supp (®7/M), e si consideri lo spazio anulato
(X, ®p/M). Si dira che (X,®p/M) & un insieme analitico (con elementi nilpo-
tenti, di presentaziome finita) se il fascio T & di tipo finito; in altre parole,
se per ogni punto p€ X si puo trovare un intorno aperto Wip(Wc U),
su cui esiste una successione esatta

WM/ W—0 (m intero opportuno).

Uno spazio analitico (con elementi nilpotenti) & per definizione uno spa-
zio anulato che ha localmente la sfruttura di un insieme analitico di pre
sentazione finita. Poicheé i ragionamenti che svilupperemo nel seguito sono
tutti di carattere locale, preferiremo parlare di insiemi analitici piuttosto
che di spazi analitici; & chiaro d’altronde che ogni affermazione locale, vera
per insiemi analitici, & altresi vera per spazi analitici.

Un insieme analitico (X, @7/M) si dird ridotto se T & il fascio dei germi
di tutte le funzioni di @% che sono nulle nei punti di X.

NoTa : Nel cuso particolare K = C si ha la usuale nozione di insieme
analitico V. C*: V & un insieme analitico se per ogni punto p € V esistono
un intorno U, in C" ed un numero finito di funzioni f,,...,f;, olomorfe su
Up, tali che V| U, ={x€ U,|f, (@) =0, ..., fs(®) = 0}. Come fascio struttu-
rale ofy si prende il fascio di tutte le funzioni (continue) di V, che sono
restrizione a V di qualche funzione olomorfa di U,. Quindi per costruzione
gli insiemi analitici usuali sono tutti ridotti. Vedremo nell’appendice (corol-
lario al teorema di coerenza di Oka-Cartan) che gli insiemi analitici usuali
sono altresi di presentazione finita. Quindi la nozione di insieme analitico
di presentazione finita, sul corpo valutato completo K, & una generalizza-
zione della nozione di insieme analitico nel senso usuale, sul corpo C, per
due distinti motivi:

(@) Si considerano insiemi analitici su un corpo, che non e detto sia
quello complesso ;

(b) Si considerano fasci strutturali che possono essere dotati di ele-
menti nilpotenti (e ¢id anche quando il corpo considerato & il corpo com-
plesso).

Dato un ingieme analitico di presentazione finita (X, ®7{7/’II). non neces-
sariamente ridotto, la spiga del fascio Ay = Oy/M sopra ogni punto pe X
¢ un’algebra analitica 4, = ®,/M,. Per brevita di lingnaggio i numeri é (p),
d(p), =(p), dih A, associati ad 4, si diranno anche dimensione di Krull,
numero di parametri, dimensione dello spazio tangente di Zariski, dimen-
sione omologica dell’insieme analitico X nel punto p; il numero dih A4, si
denoterd anche con dih, X.
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LEMMA 7. La funzione 0 (p), al variare del punto p nell’insieme anali-

N

tico X (non necessariamente ridotto) é semicontinua superiormente.

DiMOSTRAZIONE : Conviene ragionare sulla funzione d(p) la quale, in
virt del teorema 2, coincide con §(p). Per semplicitd di notazione, esami-
niamo la situazione in un intorno del punto {0}€ K" Sia x,,...,®, un si-
stema di coordinate privilegiate per I’ideale ‘l che definisce X nel punto {0},
e siano (con le notazioni del § 2) Pgqy (®g41)y oo s Pu () pseudopolinomi pri-
vilegiati appartenenti ad . Si scelga un aperto U3{0}, nei cui punti
P = (Py, ..., Pn) tutbti questi pseudopolinomi Py ; sono definiti ed appartengono
allideale 1 (p), che definisce X nel punto p. Fissiamo l’attenzione ad es. su
P, , e riscriviamone lo sviluppo in serie, in un conveniente intorno del
punto p € X N U; posto

Yp = T — P (h=1,..,n)
si ha
P o=a 4 p oo A

= (Yn + 2u) + sy Wn + )~ A e
=y, oyt 4.

ossia P, & preparato nel nuovo sistema di coordinate y,,...,y,. Sia o; il
coefficiente di indice piu alto, non appartenente all’ideale massimale (I, _;
di K{y,,..,Yn—1}; poiche P, (p)=0. «, € M,—;, & quindi i <». Per il teo-
rema di Weierstrass esiste una opportuna unitd w€ K {y,,...,y,} tale che
ul’, & uno pseudopolinomio privilegiato P, (y.) (di grado v —i>0). Per
costruzione P, (y,) appartiene all’ideale T (p).

Analogo ragionamento si pud ripetere a proposito di Py_;, .., Piyq.
Si vede cosl che Tl(p) contiene almeno n — d pseudopolinomi privilegiati
Pit1 Yat1)y oo y Pu (y2), onde il numero dei parametri d (p) dell’ ideale 1l (p)
non puo sicuramente superare d = d (0). Cio prova il lemma 7.

LeMMA 8. Sia X un insieme analitico non necessariamente ridotto, rea-
lizzato in uno spazio K" Detta t(p) la dimensione dello spazio tangente di
Zariski ad X nel suo punto p, esiste un intorno W 3 p opportunamente piccolo,
tale che X|W pud essere realizzato come sottoinsieme analitico di K =),

DIMOSTRAZIONE : La spiga del fascio strutturale ofx di X nel punto
p sia Ay = ©,/M,. Non & restrittivo supporre che le coordinate y, ...,y
in K" siano state scelte in modo che p = {0}, e che l’algebra A, sia iso-
morfa con un’algebra analitica nelle prime 7 =17 (0) variabili y,,...,y, (cfr.
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la proposizione 3). Indichiamo con =: K" — K* la proiezione che ad (y,,...,¥x)
associv (Y, ,...,9,). Nel punto {0} Videale N sia generato dalle funzioni
Siyoes Js€E K {y, .., yn}. Poich® X & di presentazione finita, queste funzioni
generano lideale [, in tutti i punti di un opportuno intorno U 3{0}. Sia
poi V un intorno di {0} in ogni punto p del quale le fanzioni y,+; 4
F Yot W1y oo s Yoy oo s Y+ Wn (Y15 oe yYn—1) di cui alla proposizione 3 sono
definite ed appartengono all’ideale fl,. Poniamo W= UN V e indichiamo
con @; (Y, ,...,¥,) le funzioni ottenute dalle funzioni f;(y, , ..., ¥n), sostituendo
Yn CON — YWy y oy Yoy CON — .y . Llinsieme analitico X, ristretto a W,
puo essere definito da

X = {WyyeryYn) € W| @i Wypoenstys) =0 (i =1,..., 8); Yor1 = WrpiyeeyYn = Pul.
L’immagine in s (W) dell’insieme analitico X & data da
A (X)={yy s Y ET (W) | @i (Yy 5 er »Y:) = 0} (t=1, ..,8)

Cid mostra che la proiezione =: X — z(X) & biunivoca e bicontinua. Per
provare che si tratta di un isomorfismo di insiemi analitici resta ancora da
far vedere che il fascio strutturale di X & isomorfo col fascio strutturale
di n(X), e cid si vede immediatamente, ripetendo in ciascun punto p € X
il ragionamento fatto per provare la proposizione 3.

LEMMA 9. La funzione z(p) al variare del punto p nell’insieme analitico

Y

X (non mecessariamente ridotto) € semicontinua superiormente.

DiMoSTRAZIONE : Fissato un punto p € X si pensi X realizzato local-
mente in un intorno W di p come sottoisieme analitico di K*»). Nei punti
g€ XN W lo spazio tangente di Zariski T; ha dimensione z(¢) non superiore
alla dimensione dello spazio ambiente in cui X & immerso, ossia appunto
t(9) <t (p), come volevasi dimostrare.

LEMMA 10. X sia sempre un insieme analitico non necessariamente ri-
dotto. Poniamo M = insieme dei punti p € X nei quali la spiga A, é un anello
regolare. L’insieme M é aperto. Un punto p € X appartiene ad M se e solo se,
realizzato localmente X come sottoinsieme dello spazio tangente di Zaviski T,
X copre tutto un intorno aperto di p in T .

DIMOSTRAZIONE : L’ultima affermazione & una riformulazione del corol-
lario alla proposizione 3. Da questa caratterizzazione segue direttamente
che M & aperto.
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I punti di M si dicono punti regolari (o semplici) di X. Si pone
8= X — M, insieme dei punti singolari di X.

LeMMA 11. La funzione dib, X al variare del punto p nell’insieme ana-
litico X (non necessariamente ridotto) é semicontinua inferiormente.

DIMOSTRAZIONE : Pensiamo X realizzato in vicinanza del punto p come
sottoinsieme analitico di un K™; poniamo per brevitda @, = K {x, — p,, ...
weyTn — Pu), € consideriamo una risoluzione di lunghezza minima dell’®p-
modulo 4,:

0— (O, i ﬁ‘» (@) ﬁ Ap,—>0.

Poiche per ipotesi 'insieme analitico X & di presentazione finita, e poiche
il fascio @” & coerente (teorema di Oka), esiste tutto un intorno V, di p
in K* sul quale si possono estendere gli omomorfismi £, , in modo che la
successione di fasci su V,:

0— (@Y’ — .. > @O —>A—0

risulti ancora esatta. Cio prova che nei punti x € X vicini a p, la lunghezza
r () di una risoluzione minimale di A4, & certo minore o uguale alla lun-
ghezza r = r (p) della risoluzione considerata nel punto p, ossia si ha

diby X =n — » (®) = n — » (p) = dih, X.

LeEMMA 12. X sia un insieme analitico nom necessariamente ridotto. I’o-
niamo N = insieme dei punti p€ X mnet quali la funzione v (p) é continna (e

by

quindi localmente costante). N é aperto e ovunque denso in X,

DIMOSTRAZIONE : In quanto i valori assunti da v sono tutti interi, &
chiaro che l’insieme N & aperto. Proviamo che N & ovunque denso in X,
Fissato € X, in un intorno W sufficientemente piccolo di x la funzione
7(p) assume solo un numero finito di valori distinti, poiché 0 <7 (p) <1 (),
e 7 & a valori interi. Ne segue che esiste un intorno opportunamente piccolo
U, € W, con la proprieta che

min lim z (p) = min = (p);
Pz peU
peX

questa uguaglianza vale poi a fortiori su ogni intorno U c U, di x. Sia ¢

un punto di U, in cui t(g)= min z(p). Il punto ¢ appartiene necessaria-
peU
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mente ad N, in quanto la funzione t vicino a ¢ & costante (r mei punti
vicini a ¢ non pud crescere a causa della semicontinuitd, neé diminuire,
perch® z(q) & il valore minimo assunto da z su U). Si & dunqueé provato
che in un intorno U comunque piccolo di x esistono punti g€ N. Cio di-
mostra precisamente la nostra tesi.

LEMMA 13. Il corpo valutato completo K abbia caratteristica zero. I’in-
sieme analitico X definito sul corpo K sia ridotto. Allora Vinsieme N dei

punti nei quali 7 (p) é continua coincide con Vinsieme M dei punti nei quali
A, ¢ regolare.

DIMOSTRAZIONE : I chiaro che da p€ )M segue p € N. Viceversa, sia
p € N; in base alla caratterizzazione dei punti di M, fornita nel lemma 10,
si tratta di far vedere che, realizzato localmente X nello spazio tangente
di Zariski Tp, X copre tutto un intorno aperto di p in T,; se cosi non
fosse, dovrebbero esistere delle funzioni f€ K {«, ,...,#,] non identicamente
nulle in 7}, e identicamente nulle su X (in un conveniente intorno di p).
Poichd X & ridotto, tutte queste funzioni f appartengono ad f,. Lo sviluppo
di Taylor di una siffatta funzione f nel punto p :

J=Jfi + fer1 + - (fu5E0)

deve cominciare necessariamente da una componente omogenea di grado
k> 2, perch® se vi comparisse un termine lineare nou nullo, lo spazio
tangente di Zariski ad X nel punto p sarebbe propriamente contenuto nello
spazio ambiente in cui X & localmente immerso, contro Iipotesi che questi
due spazi coincidano. Scegliamo f in modo che k sia il minimo possibile.
Almeno una delle derivate di fj rispetto alle coordinate x,,..,x, di T,

(a.d es. a—‘;c—k) non & identicamentie nulla vicino a p (si ricordi che K ha ca-
1

ratteristica zero). Poiche lo sviluppo di Taylor di ;—i ha un termine ini-
ziale di grado k — 1, dalla scelta di f, con ¥ minimo ;isulta che la funzione
g; non puo essere identicamente nulla su X. Viceversa _8% dev’essere
identicamente nulla nei punti di X, in un conveniente intorno V di p,
perché altrimenti, comunque fissato V, in qualche punto ¢=(¢q,, ... ,g.)€E XN V

si avrebbe <§_a{) = 0, onde lo sviluppo di f nel punto g¢:
1/q

J= 21' (Q—Ji)q(wi — q) + 2]

i—1 \0%;
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avrebbe termine lineare non nullo, e risulterebbe z(q) < 7 (p), ciod la di-
mensione degli spazi tangenti di Zariski non sarebbe costante vicino a p,
contro l’ipotesi che p € N,

I risultati conseguiti finora si possono riassumere nel

TEOREMA 3. Il corpo valutato completo non discreto K abbia caratteri-
stica zero. L’insteme analitico X su K sia ridotto. Allora @ punti regolari di
X costituiscono un sottoinsieme aperto ovunque denso M di X ; nei punti p € M
8t ha :

3(p) = = (p) = dih, X.

Nei punti g€ § = X — M s8i ha poi:

dihy, X < min lim 6 () < 6 (q) < 7 (g).
x-—q
x€ M

OSSERVAZIONE : La disuguaglianza diby X < minlim J (x) < d(q) precisa
®-q
nel caso in esame, la disuguaglianza del teorema 1.

§ 5. Da ora in poi sia sempre K = C, e gli insiemi analitici siano
tutti ridotti.

TEOREMA 4. Sta X un insieme analitico (ridotto, definito sul corpo C);
M UVinsieme dei punti regolari di X ; in ognt punto p € X 8i ha:
4 (p) = max lim = (x).

x —p
re M

OSSERVAZIONI : 1). Il secondo membro di questa uguaglianza ¢ ben
definito, perché M & ovunque denso in X (cfr. i lemmi 12 e 13). Inoltre
nei punti di M il teorema & ovviamente vero, perché in tali punti la fun-
zione t & localmente costante.

2). Poiché nei punti di M si ha 7 (r) = J (¢), 'uguaglianza del teorema
4 & equivalente con ’'uguaglianza

d (p) = max lim 6 (»).
we

Alla dimostrazione del teorema 4 occorre premettere alcune nozioni
sulla struttura locale degli insiemi analitici (ridotti, definiti sul corpo com-
plesso) ; queste nozioni sono note; tuttavia, data la frammentarieta della
letteratura originale, ne daremo una dimostrazione nell’appendice al presente
lavoro.

11. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa
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Diremo che l’insieme analitico X & irriducibile nel punto p, se Videale ff
(che individua X nel punto p) & primo. L’ideale I che definisce un insieme
analitico X in un suo punto p, non & detto che sia primo; perd, avendo
supposto X ridotto, ne segue che T coincide col proprio radicale; poiche
inoltre ®Z ¢ un anello noetheriano, M si pud serivere in modo unico come
intersezione di un numero finito di ideali primi, nessuno dei quali contiene
Pintersezione degli altri:

T=np»,  pWpApo
=1 i=h
(a priori i p(? sono primari, ma da T = rad I segue subito che essi sono
addirittura primi).

PROPOSIZIONE 5. Sia X un insieme analitico (ridotto), realizzato in un
aperto di C*. Fissato un punto p € X, esiste un aperto opportunamente piccolo
Uc C*, ed un numero finito v di insiemi analitici X, ,..., X, , definiti su U,
godenti delle proprieta seguenti :

(a) Ciascun X, é individuato nel punto p dell’ideale P9, e quindi gli
X, sono tutti irriducibili in p.

(b) Restringendo X all’aperto U, si ha X = U JX,.

(¢) Sull’aperto U, o anche restringendo tutti gli insiemi analitici ad un
qualunque aperto U, C U, si ha per ogni h : X, ¢jghX.

(d) Detto M, Uinsieme det punti regolari di X,, ed M Uinsieme dei
punts regolari di X | U, si ha:

W= UM —U(®@NX).
M=UM—U XN X)

(e) @li insiemi X, sono univocamente determinati, nel senso che, data
una ulteriore decomposizione di X in insiemi analitici irriducibili in

8
p: X =hU1Xi” st ha r = s, ed esiste un intorno opportunamente piccolo di

p su cut ciascun X; coincide con wn Xp .

Studiamo ora la struttura di un insieme analitico X, realizzato in C",
che sia wrriducibile nel suo punto p. Il sistema di coordinate di C* sia pri-
vilegiato per l’ideale T; per semplicitd di notazione supponiamo che p sia
Porigine delle coordinate, e indichiamo con d il numero di parametri di f;
detto C? lo spazio delle prime d variabili, e m: C* — C? la proiezione
(@) 5 cee y Xg) —> (@4 5 ooy @g), 81 ha la:

PROPOSIZIONE 6. In un intorno sufficientemente piccolo W dell’origine
di C? esiste una funzione analitica non identicamente nulla A tale che, posto
D={xeW|Ad@®x) =0}, si ha:
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(a) Ogni punto z€ W — D & proiezione dello stesso numero » > 1 di
punti di X.

(b) Quando z —> 0 in C2, fuori del luogo D, i v punti di a—1(z) N X
tendono a 0 in C*.

(€) XNz (W — D) & un insieme analitico in C*, privo di punti
singolari.

(d) Ogni punto di X N 2~ (W — D) possiede un intorno V in X, che
é in isomorfismo analitico con la propria proiezione n(V), la quale é un sot-
toinsieme analitico aperto di C%.

(e) La chivsura di X N 7—1 (W — D) é tutto X N a—1 (W).

X sia sempre irriducibile nel punto {0}; dalla proposizione 6, ¢ risulta

che Pinsieme § dei punti singolari di X & contenuto in =»—!(D); ma sulla
struttura di S si pud dire di piu:

PROPOSIZIONE 7. (a) L’insieme singolare 8 (ristretto ad wun conveniente
intorno di {0}) é un sottoinsieme analitico di X.

(b) M = X — 8 ¢ connesso per archi nel punto {0}, cioé, dato ad ar-
bitrio un intorno U, di {0} in C", esiste un intorno Wy U,, tale che
M N W, é connesso per archi.

(c) Nel punto {0} la dimensione di Krull associata ad S é strettamente
inferiore della dimensione di Krull associata ad X.

Rimandiamo la dimostrazione di queste tre proposizioni all’appendice, e
passiamo a provare il teorema 4.
Esaminiamo separatamente due casi:

I). X sia irriducibile in p. Dalla proposizione 6,d segue che nei
punti x € X N 2~ (W — D) si ha v () = d(x) = d (p). I punti siffatti sono
densi in X, vicino al punto p (proposizione 6,e), quindi a fortiori tali punti
che appartengono ad M, sono densi in M. D’altra parte M & connesso per
archi in p (proposizione 7,b) onde t & costante su M in un conveniente
intorno di p; pertanto in tutti i punti « € M sufficientemente vicini a p
si ha 7 (x) = d (p). Poichd d(p) = ¢ (p) (teorema 2), il teorema 4 & provato
nel caso che X sia irriducibile in p.

II). X sia riducibile in p. Si osservi che, decomposto X mnell’unione
di insiemi irriducibili X = U X; (¢fr. la proposizione 5) si ha nel punto p:

0 (p) = dim. di Krull di X = max (dim. di Krull di X;. Per provare
k2

il teorema 5 in generale, basta quindi far vedere che

max lim 7z (x) = max (max lim z; (2)),
x—p i x—Dp
zeM x e M;

ove 7; indiea la dimensione dello spazio tangente di Zariski ad X;.
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Dalla proposizione 5,d segue immediatamente la validita della disu-

guaglianza
max lim 7 () < max (max lim z; (x)).
x—p 1 X —p
zeM z ¢ M;

Per provare la disuguaglianza opposta, si consideri uno degli insiemi
Xi, per il quale il numero max lim 7; (@) sia il pit grande possibile; sia

x—>p
x—~ M

ad es. i = 1. In un intorno U, arbitrariamente piccolo di p, esistono punti

g € X, che non appartengono ad U X; (proposizione 5, ¢); poiché U X; &
LRt i1

un insieme chiuso, esiste tutto un intorno W3¢, che non interseca U Xj;
D!

inoltre possiamo scegliere W U,. In virth del lemma sulla densita dei

punti regolari (paragrafo precedente) devono esistere su X, N W punti » di

M (che certo appartengono ad M,). In tali punti evidentemente 7 (xr) = t, ().

D’altra parte, per quanto visto nel I° caso, 7, & costante su M, , vicino a

p; riassumendo : esistono punti x € M arbitrariamente vicini a p, nei quali

si ha
7 (®) =1, (#) = max lim 7, () = max (max lim z; (x)) ;

x—p 1 x—p
x€ M x€M;
ne segue
max lim 7 (z) 2 max (max lim z; (x)),
x-—>p T x— P
reM e M

e cio conclude la dimostrazione del teorema 4.

Il teorema 4, nel caso che X sia irriducibile in p, si pud riformulare
anche dicendo che:

Se X € irriducibile in p, la funzione 6 (x) (x € X) é costante su un oppor-
tuno intorno di p. Noi proveremo pilt in generale il seguente :

CoroLLARIO. Se nel punto p€X la spiga A, é un anello di Cohen-

Macaulay (3) allora la funzione 6 (x) (x€ X) é costante su un opportuno intor-
no di p.

DIMOSTRAZIONE : Dai teoremi 3 e 4 si deduce

dib, X <min lim ¢ () < max lim é (x) = d (p);
x—Dp x—D
weM xeM

(®) In linguaggio geometrico lessere A, di Cohen-Macaulay si esprime dicendo che
Iinsieme analitico X & intersezione completa nel punto p.
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tenuto conto dell’ipotesi dih, X = d (p), ne segue

min lim § (#) = max lim J (x).
xeM x€ M

Poiché & & a valori interi, deve qnindi esistere un opportuno intorno V3p
tale che & sia costante nei punti di M N V. Nei punti di (X — M)AV si
ha poi, a norma del teorema 4, &(¢) = maxlim d(x) =0 (p), il che prova

x—>D
xeM

che J & costante in tutti i punti di XN V, come volevasi dimostrare,

Questo corollario prova in particolare che se A, & di Cohen-Macaulay,
tutte le componenti irriducibili di X nel punto p hanno la stessa dimen-
gione di Krull 6 (p).

§ 6. Per quanto visto precedentemente, i tre numeri d(p), d(p),
max lim 7 () sono tra loro uguali in ciascun punto p€ X (X insieme anali-

xXx—p
xeM

tico sul corpo (). D’altra parte X, in quanto spazio topologico, possiede
altresi in ogni suo punto p una dimensione topologica t(p) (che si puo de-
finire ad es. come in HUREWICZ-WALLMAN [6], Cap. III).

TEOREMA 5. — In ogni puntop € X si ha:

t(p)=20(p)
(e quindi anche t(p) = 2d (p)= 2 max lim z (x)).
xX->p
xeM

DIMOSTRAZIONE : Il teorema & evidentemente vero se p & un punto
regolare, perche in tal caso p possiede in X un intorno omeomorfo con un
aperto di (¥ vale a dire con un aperto di R#,

Se p & qualunque, cio® non mnecessariamente regolare, si procede per
induzione su 6: I). Il teorema & sicuramente vero per 4 (p) = 0, perche
allora p & un punto isolato di X.

II). 6 (p) sia arbitrario. Indichiamo sempre con M I’insieme dei punti
regolari, e con § = X — M Vinsieme dei punti singolari di X. Se X & ri-
ducibile, sia poi X = U X; la sua decomposizione in insiemi irriducibili, e
gia M; Pinsieme dei punti regolari di X;. La dimensione di Krull di § e
minore di 0 (p) (proposizione 7, ¢); inoltre 4 & semicontinua superiormente
(lemma 7), e quindi la dimensione di Krull di § & minore di J (p) in tutti
i punti di un intorno opportunamente piccolo di p, onde & applicabile il
nostro teorema (ipotesi di induzione); vale a dire in tutti i punti di un
opportuno intorno U, 3p la dimensione topologica di § & <24 (p) — 2.
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Siano X, ,.., X, le componenti irriducibili di X che hanno in p di-
mensione di Krull massima 48 (p). Per le restanti componenti Xy i,,.., X,
si pud ripetere lo stesso ragionamento gia fatto per §, onde in tutti i
punti di un opportuno intorno U, 3 p la dimensione topologica di X,1;,...,X,
¢ <2 4(p) — 2. Pertanto anche Ila dimensione topologica dell’unione
SUX,;U..UZX, in tutti i punti di U, N U, & <26(p) — 2 (cfr HUREWIOZ-
WALLMAN [6], teor. III, 2, pag. 30). L’insieme X — (SU X,;; U... UX,)=
=(M,U..UM,)N M & un insieme analitico non singolare, che per costru-
zione ha in tutti i punti di un opportuno intorno U;3p dimensione di
Krull §(p), ossia dimensione topologica 2 é(p). Restringiamo tutti gli in-
siemi analitici considerati ad U= U,N U,N Uy;. X & riunione dei suoi
due sottoinsiemi X —(SUX,;U..UX,) ed SUX,;;U..UX,, i quali
hanno entrambi dimensione topologica non superiore a 2§ (p). Poiche
SUX;4+;U...UX, & chiuso, anche X ha dimensione topologica non supe-
riore a 26 (p) (cfr. HUREWIOZ-WALLMAN [6], Coroll. 1 a pag. 32).

Se si osserva infine che uno dei due insiemi in cui & stato decompo-
sto X ha nel punto p proprio dimensione topologica 2 (p), ne segue l’af-
fermazione del teorema 5.

APPENDICE

Per dimostrare le proposizioni 5, 6, 7, del § 5 faremo uso di due teore-
mi fondamentali della teoria degli insiemi analitici, che qui ¢i limitiamo
ad enunciare :

TEOREMA DEGLI ZERI DI HILBERT. L’ideale N di C{x,,...,x,} sia ge-
nerato da fi ..y fs. Se fEC @, . n} & una funzione identicamente nulla
nei punti {f, (@) =0, ..., f; (€) = 0} di un opportuno intorno di {0}, allora una
potenza fr di f appartiene ad 1.

Se in particolare Videale M & primo, il teorema & vero gia prendendo
r=1.

Per la dimostrazione, cfr. ad es. [11] Exp. XIV, e Ross1 [10], teore-
ma 2.4.

TEOREMA DI COERENZA D1 OKA-CARTAN. Sia U un aperto di C";
SiyeeySs 8siano funzioni olomorfe su U. Posto V={x€U|f,(¥)=0,..,
Js () = 0}, il fascio di ideali M (V') dei germi di funzioni olomorfe nulle su
V é coerente.

Per la dimostrazione, cfr. ad es. [11], Exp. X VL

Ci servira inoltre il seguente
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COROLLARIO AL TEOREMA DI OKA-CARTAN. fe€C{x,,..,,} sia una
Sunzione prima con Videale primo D, generato nellorigine di C* da f, ..., /s .
Esiste un intorno U opportunamente piccolo dell’origine, tale che in tutti ¢
punti pe V| U, f sia prima con Videale (f,, ... [ )p generato da f,,...,fs nel
punto p.

DIMOSTRAZIONE: Sia

y D,y sy p (i=1,..,N)

un sistema di generatori per il modulo delle relazioni tra f,f,,...,fs in
un intorno U di {0} (un tale insieme di generatori esiste, per il teoremd

di Oka-Cartan). Se fg€(f;,..,/s)p, g dev’essere della forma g—- Zl y@,

con L €C{w, —p, .., 2, —pn}. Ma fyPep, e quindi, avendo supposto Vi
prima con P, ne segue y™ e, onde g€(f;,.. ,fs)p, Quindi da fge(fy, ... ik
segue g€ (f,, ..., fs)p; €cid0 prova precisamente il corollario.

Prima di passare alla dimostrazione delle proposizioni 5, 6, 7 dobbiamo
ancora ricordare tre lemmi sulla struttura locale degli insiemi analitiei
irriducibili (9).

Sia p un ideale primo di C{x,,..,®,}; il sistema di coordinate sia
privilegiato per p. Detto d il numero di parametri di p, sia @4 il corpo
quoziente di C{»,,...,%4. Poiché p & primo, si pud considerare il corpo
quoziente del dominio di integrita C {#,,...,x,}/p; da lemma 5 risulta che
questo corpo quoziente & Qg(Yiy1,.-, Yn] (0OVe Ygzy; & Pimmagine omomorfa
di 2445, mod p). Il teorema dell’elemento primitivo (cfr. VAN DER WAER-
DEN [15], Vol I, pag. 120) assicura che esiste un elemento y="2'dci Ydyi
(c;€C) tale che Qg[Ygt1y e s Yn] = Qa[y]. Dall’espressione di g; 1risultaam
yeClzx,, '";md] [Yat1, .y yn] © quindi y & intero su C {x, ..., 24}. Indicando

H—

con 2= 23 ¢;¥gy; una nuova indeterminata, sia
=1
q(2) =2" + 0y 1 + vee + Oy (0; € C {xi g oee ,wd})

il polinomio minimo di y. Indichiamo con A4 il discriminante di ¢. Ciascun
Yq+: puo essere scritto nella forma

Dati (s voey Tay Y)
A @,y ., 2q)

Yati = CoOn . € C {dx‘i g eney wd} [y]

(efr. [15], vol II, pag. 94).

(®) I lemmi 14, 15, 16 sono altresi alla base delle dimostrazioni del teorema degli
zeri di Hilbert o del teorema di Oka-Cartan.
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OSSERVAZIONE : 1l polinomio minimo ¢ {2) di y (a coefficienti nell’anello
Ci{xy,..,xq)) & privilegiato ; infatti ¢ (z) & «preparato» onde, moltiplicato
per una opportuna unitd di C{z,,..,xs a norma del teorema di Weier-
strass, da luogo ad un polinomio privilegiato, che ha ugual grado (per Ila
minimalita) e quindi coincide con g ().

Analogamente, siano g4 (%q4+:) i polinomi minimi di y44; (a coefficienti
nell’anello C {z,, .., x4}, e con coefficiente di grado massimo 1). Per la
stessa ragione anche i gq4: sono privilegiati.

LEMMA 14. Sia U un intorno dell’orvigine di C", arbitrariamente fissato;
esiste un intorno Uy delVorigine di C%, tanto piccolo che :
1) A nonché tutti i coefficienti dei polinomi q, qayj, wqtj Sono olomorfi
su tutto Uy.
2)Dato un punto a = (@, ,...,aq)€ Ug, con 4(a)=0, in corrispondenza
ad ognuna delle v soluzioni ¥ (ax =1,...,9) di q(a,,...,aq,2) =0, il punto
di C*:
way1 (a, £@) wy (@, £(@)
((11 goeeey gy ————-———-—A ((l,) g seey -——A ((') )
appartiene ad U.

DivmosTRAZIONE : Un U, soddisfacente alla condizione 1 esiste eviden-
temente. Per provare che esistono degli U,; soddisfacenti anche alla condi-
Watj (@ )

A(a)
giato qq4j (@, ..., 83, %qy;) € quindi lo si pud rendere arbitrariamente vicino
allorigine, pur di prendere gli a,,..., az opportunamente piccoli.

WDartj (@, ()
4 (a)
asgociati ad una soluzione ((® arbitraria, ma fissata, di ¢ (a,2) = 0. II si-
gnificato geometrico dei punti (a;,..,aq, @gp1,...,@s) & chiarito dai due

lemmi seguenti:

zione 2, basta osservare che ¢ uno zero del polinomio privile-

Per brevita indicheremo con a4y, (j =1, ... ,7 — d) i numeri

LemMMA 15. Sia f una funzione appartenente all’ideale primo P C C{x,y..,wn).
Esistono due aperti U, Uy soddisfacentt alle condizioni del lemma 14, tali
che f é olomorfa su U, e per ogni d-upla (@, ,...,aq) € Ug, con A (a,, ..., aq)=0,
81 ha F(Ay,y ey @q, Qgyyeeny @y) = 0.

DIMOSTRAZIONE : Preliminarmente si osservi che appartengono a p gli
pseudopolinomi privilegiati ¢4y, (@ay,) € C {2, , ..., ®a} [rats] e che, dividendo f
per questi pseudopolinomi, f risulta equivalente in un opportuno intorno U
dell’origine di C* con una funzione ¢ € C {2;, ..., @z} (X414 .y ¥n]; gEP. Per-
tanto basta dimostrare il lemma 15 per le funzioni g, ¢44; y ... y gu, che sono
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tutte polinomiali in @gy;,..,®n. Sia dunque f€C (@1, ..., 2q} [Baq1y ey &nl;
fEP. Detto ¢ il grado totale di f in @gyy.... ,@n, 8i ha:

\

a4t -f(x, ey g, 0L @ ., o (z)) €C{x, . 24} [2]

4 77774

Sostituendo l’indeterminata 2z con la propria immagine omomorfa y, e ricor-
dando che f€pP, si ottiene

. w ()
a1 (o oy, 259, A@”):o;

Wit (2) Wy (2)
T 9 cee g A
«e y Zq} [2], del polinomio minimo di y, che & ¢ (2). Particolarizzando (x,,...,%4)
con (@, ,...,ag) e z con un (@ tale che q(a,,..,aq,{®) =0, ne segue
A (@yy vee 3 Qa) - (@1 y oo y By Agp1y ooy @n) = 0. Poichd A(a;, ..., aq)=0, si
ottiene la tesi.

cid prova che 4° -f(x, y oo 9 gy ) ¢ un multiplo, in C {z,,...

LEMMA 16. Sia f, ..., [; un sistema di generatori di p. Hsiste un aperto
V contenente Vorigine di C", ed in corrispondenza a V un aperto V4 in €2
(V, Vg4 soddisfacenti alle condizioni del lemma 14) tali che, dato un punto
(@) gy @g)E Vg con A(ay, .. yag) =0, gli unici puntt di V sopra (a,...,aq)
net quali si annullano tutte le f,,..,J[s, siano ¢ v punti della forma
(@1 g eoe y Agy Agyiy eeey Op)e

n—d
DIMOSTRAZIONE : Si ha ¢ (a:” ey Xgy 2 G w,i_H) €EP; cosl pure
=1

Y| (w1 g oo ,.’L'd) Lgtj — Od+j (.’I/‘1 gy ooy Xy > 0;.’)}‘(“_1;) ) (j=1,.. y N — d), e quindi
in un opportuno intorno V dell’origine di (" tutte queste funzioni sono
combinazioni lineari delle f,,...,fs. Scelto in corrispondenza a V un intorno
Va, per cui vale il lemma 14, sia (a;,..,a¢q, bgy1,...,b4) €V un punto in
cui si annullano f,,...,f;. In tale punto si annullano quindi anche g,
4415 — wayj (j=1,..,n —d); poiché queste funzioni si annullano sopra
(@) 4oy @g) solo nei » punti (aj,...,0q, @g41, ... ,an), S6gUL la tesi.

DIMOSTRAZIONK DELLA PROPOSIZIONE 6: I lemmi 14, 15 e 16 dimo-
strano le affermazioni (a) e (b). Si osservi poi che (¢) & conseguenza imme-
diata di (d). Dimostriamo (d): Nel punto considarato si ha per ipotesi
A(ayyeeyag)=0; 88 (@, .., aq, @) & uno zero di q (2, ,...,24,2), il teorema
delle funzioni implicite permette di esprimere in un opportuno intorno di
(@) y oy @g,y @) la z come funzione olomorfa delle @, ,...,x;; poich® su tale
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intorno si ha 40, ciascuna x4.; ¢ funzione olomorfa di @, ,..,xq,z2, e
quindi anche funzione olomorfa delle sole x,,...,xq:

Bayj = Patj (@, ey a).

Con cid si & ottenuta una rappresentazione parametrica di X in un conve-
niente intorno del punto considerato, il che prova (d). Dimostriamo (e): La
funzione 4 (x,,...,xs), dipendendo solo dalle prime d variabili, non appar-
tiene a P, quindi & prima con p. Per il corollario al teorema di Oka Cartan
esiste tutto un intorno U di {0} in (", tale che nei punti € X| U, 4 sia
primo con l’ideale generato da f, , ..., f; (sistema di generatori di p). Pertanto
4 non puo annullarsi identicamente su X in alcun intorno di x, vale a
dire ogni punto di XN U & punto di accumulazione di punti di XN
N(U — ==1(D)); cid prova che X & contenuto mnella chiusura di X N
N (U — a~! (D)). D’altra parte X stesso & un sottoinsieme chiuso di U, onde
X coincide con la chiusura di XN (T — n—1 (D)).

Per dimostrare la proposizione 7 & utile la seguente caratterizzazione
jacobiana dei punti regolari di un insieme analitico X irriducibile nel punto
{0}. Sia p Pideale primo che individua X in {0}; sia poi f,,...,f; un sistema
di generatori per Iideale p. Su un opportuno intorno U 3 {0} le funzioni
Jiy oy Js generano il fascio di ideali che definisce X. Poniamo

0(fys 9fs>)
\(7)—_—rang0(~———f e PEXNU;
et 9@y y we yn)/p ! ’

» = max lim o (p).
p *{0}
peX
Oriterio dello jacobiano : Su un conveniente intorno W di {0}, i punti regolari
di X sono esattamente i punti p € XN W nei quali o (p) =r.

DIMOSTRAZIONE : Siano M, M', M”",... i minori di ordine » della matrice

(a (fyy oo 59
0 (@ yueey Tn)
nullo sa X vicino a {0}, Sia W < U un intorno di {0} tale che:

1) r=max e (p);
peXnW

2) Su W valga il corollario al teorema di Oka-Cartan, relativo ad M.

Da 2) risulta che, comunque fissato un punto p € X N W, M non pud
essere identicamente nullo su X vicino a p, onde l’insieme S dei punti in
cui tutti i minori di ordine » sono nulli & certo non denso in X. Inoltre §
& chiuso in X. Pertanto i punti di discontinuitad di o (p) su X N W sono

). Uno almeno di questi, sin ad es. M, non & identicamente
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esattamente quelli nei quali g (p) < . D’altra parte si ha

- 8(f19"'7f8)
r(p)_n—rango(——-——a(w“m,%)>p peXNW

(cfr. 1la dimostrazione della proposizione 3). Quindi i punti di discontinuita
di T su X N W sono quelli nei quali ¢ (p) < r. Tenuto conto del lemma 13,
ne segue il eriterio jacobiano.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 7 : (a) Il criterio jacobiano assi-
cura che su un conveniente intorno W 3 {0}, Pingieme singolare § di X &
definito da SN W = (v e W | M (x) = 0, M’ (x) = 0, ...}, e quindi & certa-
mente un insieme analitico. (b) 11 gruppo di monodromia del rivestimento
a:XNa (W — D)— W — D coincide, vicino a {0}, col gruppo di Galois
di ¢ (2), il quale & transitivo, onde si pud passare da un foglio all’altro del
rivestimento con un cammino continuo. Cid prova che la varieta XNz—1( W—D)
¢ connessa in {0}. D’altra parte questa varietd & ovunque densa nella va-
rietd (X — 8)N a2~ (W), e quindi anche quest’ultima & connessa in {0}.
(c) Da (a) risulta che in un conveniente interno di {0}, § & un sottoinsieme
analitico, propriamente contenuto nell’insieme analitico X, il quale & irridu-
cibile in {0}. Cid significa che I’ideale T associato ad S contiene propria-
mente l’ideale primo p associato ad X in {0}. Ora la dimensione di Krall
di Cfx,,..,u,)/T & data dal massimo numero intero e, tale che esista una
catena di ideali primi Py, .., p. di C{z,, .., 24}, con TS p,Ccp, C...CP.
(che cid equivalga alla definizione di dimensione di Krull data nel §1 si
vede subito, percheé gli ideali primi di C{, ..., ,} contenenti f sono in
corrispondenza biunivoca naturale con gli ideali primi di C {x, , ..., @.}/T).
La dimensione di Krull § di C {z,, ..., #.}/p e certo > e -+ 1, perché almeno
una catena P € Py C P1 C ... C Pot1 esiste sicuramente ; basta prendere ad es.

Po=1P Pita=Pi (1 =0,...¢).

r
DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 5: L’ideale T, = N p(+) che indivi-
j=1

dua X nel punto p sia generato da (f, ,...,fs); P sia generato in p da
(fy 9 oo s Sys 99y ooy ggjf)). Tutte queste funzioni sono olomorfe su un certo

W; 3 p. Si considerino tutti i prodotti

g - gt) (@, = 1,0, t).

% % J J

Esiste un intorno W3p; Wec W; (j =1, ... ,7) nei punti del quale tutti
questi prodotti (che sono in numero finito ed appartengono ad 1,) sono com-
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binazioni lineari di elementi di T,. Poniamo
Y,={reW|f@=0.. I, (@) =0, ¢ (x) =0, .., giﬁjf') (x) = 0O},

Per il teorema di Oka-Cartan Y; & un insieme analitico (ridotto). Nel punto
p la spiga del fascio di ideali che individua X; & proprio p(’) (teorema degli
zeri di Hilbert per ideali primi) onde il fascio di ideali di ¥, & generato in
tutti i punti di un opportuno intorno U; dalle funzioni fl, wes Sy ggj), ,ggjj) .
Per ogni j si fissi poi una funzione (% Ehgjp(") , 9 ¢ pld ., Dal corol-
lario al teorema di Oka-Cartan risulta che esiste tutto un intorno V;3p
nei cui punti ¢ @(? & prima con Videale che definisce Y; in g. L’intorno V,
si pud scegliere inoltre tanto piccolo che ¢ (9 gia identicamente nulla su
NY,) | v;.
h #j
Sia

e 8i considerino gli insiemi analitici ¥, ristretti ad U: X; = Y; | U. Gli
insiemi analitici X; verificano tutte le condizioni della proposizione 5:

(a) B evidente.

(b) Per costruzione si ha X DN X,; ma viceversa, dato q € X, se
fosse ¢ ¢ U X; esisterebbe per ogni j alljneno una ¢(/) non nulla in ¢; cio &
assurdo perche il prodotto g = I gfz';f) ) combinaziéue lineare dei genera-

J
tori di Ml,, e quindi sicuramente g (q) = 0.
(c) Per costruzione la funzione ¢(2) & identicamente nulla su hl;Jé X,
1

N

ma, comunque fissato un punto ¢ € X;, (/) non & identicamente nulla su
X; vicino a g, vale a dire vicino ad ogni ¢ € X, esistono punti di X; che
non appartengono ad hg;Xh .

(d) Si ha Pinclusione evidente

M> UM — Y (X0x).

Viceversa dato un punto ¢ € M, si pensi X realizzato nel proprio spazio
tangente di Zariski T, in ¢ - X copre un intorno aperto di ¢ in T,. Sia
se possibile ¢ € X; N X;; X; ed X, sono in vicinanza di q due sottoinsiemi
analitici chiusi, nessuno dei quali coincidente con X (efr. (¢)). Quindi Din-
torno aperto di ¢ in 7, dovrebbe essere unione di un numero finito di suoi
sottoinsiemi analitici chiusi, assurdo. Pertanto ¢ appartiene ad un solo Xj,
e ne & dunque punto regolare.
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8
(e) Sia se possibile X = hli lXi, un’altra decomposizione di X ; cia-

seun X7, & associato ad un ideale primo p®; ¢id prova che s = »; inoltre,
se X; ed X; sono associati allo stesso ideale primo p(/), il sistema di ge-
neratori di X; & in un conveniente intorno di p combinazione lineare del
sistema di generatori di JY;, e viceversa, onde su tale intorno si ha X; = X;.
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