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DIGRESSIONE SUI CAMPI ORDINATI

Nota di GIUSEPPE GEMIGNANI (a Pisa).

" In una Sua recente nota K. A. Gravett [4] esponeva un teorema di
immersione per gli spazi vettoriali dotati di una valutazione.

Successivamente [5] usava questo risultato per dare una elegante di-
mostrazione del classico teorema di struttura dei gruppi abeliani ordinati
dovuto a H. Habn; in questa dimostrazione si osserva che ogni gruppo
ordinato possiede una valutazione naturale definita dall’ordinamento e pud
pensarsi immergo in.uno spazio vettoriale valutato sul campo dei razionali.

Nella presente nota si adopera il metodo di Gravett per studiare la
struttura dei campi ordinati. Dopo avere premesso alcune generalita si
studia P’insieme delle valutazioni di un campo ordinato K che rispettano
l’ordinamento e che vengono percid chiamate coerenti. Si osserva che esse
costituiscono un ingieme ordinato dotato di minimo (la valutazione naturale)
in corrispondenza biunivoca e monotona con linsieme dei sottogruppi isolati
del gruppo dei valori della valutazione naturale di K. I campi residui di
queste valutazioni sono isomorfi a certi sottocampi di K che vengono ca-
ratterizzati, Nel numero 4 si di un teorema di struttura per il gruppo
addittivo di un campo ordinato completo rispetto alla propria valutazione
naturale. Infine nel n. 5 si da un analogo teorema per il gruppo moltiplica-
tivo (ordinato) degli elementi positivi di K.

Prima di iniziare la trattazione premettiamo un breve elenco di con-
cetti e di notazioni di cui faremo uso nel seguito.

Sia 4= (H,<) un insieme ordinato (totalmente ordinato); F & un
insieme di elementi e < & una relazione di ordine defiuita su Z. Chiame-
remo duale di J (e indicheremo con A*) Vinsieme ordinato A* = (B, >).

Un segmento di un insieme ordinato 4 = (H, <) & un sottoinsieme F
di I non necessariamente distinto dall’insieme vuoto tale che a < b€ F
implica a € F.

Un gruppo ordinato I' = (@, <{) & una coppia di enti il primo dei quali @
& un gruppo abeliano (indicato qui addittivamente), il secondo & una rela-
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zione di ordine, tale che a < b implica a ¢ <<b -4 ¢ (a,b,c€ G). La rela-
zione di ordine < determina (ed & determinata da) il sottoinsieme II(I)
degli elementi di @ che sono > 0; IT(I') & un sottoinsieme addittivamente
chiuso tale che 0¢II(I') e tale che a¢ Il (I") implica — a€II(I"). Se
I'=(G,<<) & un gruppo ordinato e G/ & una immagine omomorfa di @ in
un omomorfismo ¢ di nucleo FC @, allora esiste un gruppo ordinato
I" = (G’, <) tale che ca <<ob ogniqualvolta sia « << b se e solo se F
& un sottogruppo isolato di @, ciod se e solo se II(I')NF & un segmento
di JI(I'). Un omomorfismo siffatto verra talvolta demominato omomorfismo
ordinato.

Un campo ordinato & una coppia (C, <) ove C & un campo e < una
relazione di ordine tali che, detto S il gruppo addittivo di C,

1) (8, <) & un gruppo ordinato;
2) II(8) & un insieme moltiplicativamente chiuso.

Un gruppo ordinato I' dicesi archimedeo se, qualunque siano a,b€l —
— {0}, 8 n|a|>|b]|(!) per un opportuno intero positivo =.

Per ogni gruppo ordinato archimedeo I esiste un isomosfismo ordinato
di I' nel grappo addittivo dei reali. In particolare se C & un campo ordi-
nato archimedeo esiste un isomorfismo di ¢ (come campo) nel campo dei
reali.

1. Sia A un campo di integri.ta, G un A-modulo, 4 un insieme ordi-
nato. Una valutazione di G ad insieme di valori A & una applicazione v di
G — {0} su tutto 4 tale che:

a) v (@ -+ y) = min (v (), v (9)) % y€a
b) v (ax) = v (x) 2€@G;0FacA.

La applicazione v si completa definendo v (0) = oo >> J per ogni J€ 4.
La coppia (@,v) ove G & un A-modulo e v una valutazione di @ chiamasi
un A-modulo valutato.

Sia 4 un insieme ordinato, {L;;d€ 4} un insieme di A-moduli; indi-
chiamo con W (4, {L,s}) 'insieme delle applicazioni « di 4 in 521 L; tali che:

a) w(é)EL(;
b) il sottoinsieme Nz di 4 formato dai 6€ A4 per cui x(d) = 0 sia
bene ordinato. .

Con F(4,{Ls}) indichiamo poi il sottoinsieme di W (4, {Ls}) formato

dagli # per cui Nz & finito.

(*) Secondo 1’uso corrente abbiamo posto |a|=max {a, — a}.
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W (4, {Ls}) & dotato di una struttura naturale di A-modulo definita da :
(@4 y) (8) == (8) + ¥ (9) @,y € W (4, (Ls))

(az) (8) = ax (6) a€A.
F(4, {Ls}) risulta allora un sotto-A-modulo di W (4, {Ls}). Chiameremo
W (4, {Ls})) somma lessicografica di {Ls;0€A4}; F(4,{Ls)) & la somma di-
retta degli Ls. Se inoltre, per ogni 6€ 4, al =10 (a€A,l€Ls) implica a=0
o l=0, allora & definita una valutazione di W (4, {L;}) come A-modulo ad

insieme di valori 4
\

v (z) = min é ® € W (4, {Ls})

oeNxe

Sia @ un A-modulo, » una valutazione di G avente 4 come insieme dei
valori, 7' un insieme bene ordinato privo di elemento massimo; una appli-
cazione di T in G (t—a;) dicesi una successione v-Cauchy se, ogniqualvolta
r,8,t € T sono tali che r <s<Ct, sia v (@, — a;) << v (as— a;). Se {a;;t€ T}
& una successione v-Cauchy, posto d; = v(a;— a,4,) per ogni t€ 7T, si ha
v(a,— a;) =0, per ogni s>t Un elemento & di G dicesi v-limite della
successione v-Cauchy {a;;t€ T} se, per ogni t€ T & v(a; — &) = J;. Diremo
poi che G e v-completo se per ogni successione v-Cauchy di G esiste in G
almeno un v-limite.

Sia ¢ un campo, G un C-modulo, v una valutazione di G ad insieme
di valori 4. Sussiste la seguente proposizione dovuta a K. A. H. Gravetfs.

by

1.1 Siano As; e B; i sotto-C-moduli di G. costituiti dagli a € G per cui é
v(@)==0 e v(a) >4 (6€A) rispettivamente ¢ sia a5 Vomomorfismo di Az di
nucleo B;. Esiste allora un isomorfismo ts di Os= As/Bs in As tale che
G5 0Ts 4 =@ per ogni ‘a€ Os. Inoltre esiste un isomorfismo v di F(d4;{Cs)) in
G tale che per ogni ded & 1s5a =1 a per ogni at Gs; infine esiste un iso-
morfismo o di @ in W (4,{Cs}) tale che o o va = a per ogni a€ F(4,{Cs));
ed ¢ G = (4,{C;)) se e solo se G é v-completo.

Sia G un gruppo ordinato che indicheremo addittivamnente, 4 (@) Vin-
sieme quoziente di @ — {0} modulo la relazione = (di equivalenza archi-
medea): a=0>b se & n|a|>|b| e m|b|>a per opportuni interi positivi
n ed m.

Ordinato 4 (G) in guisa tale che la applicazione naturale u di @ — {0} su
A(@) sia monotona non crescente, la u & una valutazione di G come Z-modulo (?)

(*) Qui e nel segnito indicheremo con Z l'anello degli interi razionali.
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che chiameremo la valutazione naturale di G. Il gruppo G & archimedeo se
e solo se 4{@} consta di un solo elemento.

Sia I" un insieme ordinato, {L,;y€I'} un insieme di gruppi ordinati.
Il gruppo W (I {L,}) pud essere dotato della struttura di gruppo ordinato
definendo l’insieme dei positivi II (W):

x€ IT(W) se z (v (x)) > 0.

Chiameremo W (I'; {L,}) e (I, {L,}), cosi ordinati, rispettivamente somma«
lessicografica ordinata ¢ somma diretta ordinata di {L,}; L, verrd chiamato
addendo diretto di indice y. Inoltre se {L,;y€I'} & un insieme di gruppi

ordinati v (¢) = mind & una valutazione di W (I, {L,}) come Z-modulo.
deNae
Se, per ogni y€I', L, & isomorfo al gruppo addittivo R dei reali, indi-

cheremo il gruppo ordinato W (I';{L,}) con W (I").
Inoltre :

1.2 LEMMA. Sia I" un insieme ordinato, {L,;y €I} un insieme di gruppt
ordinati archimedei. Allora A(W (I';{L,})) & isomorfo a I (come insieme
ordinato).

DiM. Siano x,y€ W ([';{L,}) — {0}. Sia » la valutazione naturale di
W, v la valutazione :

v (#) = min 4.
deNa

Supposto allora v(x)=v(y)=24J, & x(0)=y(d)€Ls, onde per opportuni
interi positivi n ed m, n|x(0)| > |y ()| e m]|y ()| > |x(8)] Pertanto,
essendo |z |(8)=|x(8)] e |y|(0)=]|y(d)], si ha n|z|>|y| e m|y|> ||

Supposto invece v (x)>>wv(y), & |y|>>nx per ogni intero positivo =,
onde u (#) >u(y). La u e la v sono percio equivalenti, onde 4 (W (I"; {L,}))
¢ isomorfo a I, C.V.D. '

1.3 LEMMA. Sia H un sottogruppo isolato del gruppo ordinato G. Allora
G ¢ la somma diretta ovdinata di H e¢ G/H; inoltre A(G/H) é isomorfo
come insieme ordinato ad un segmento A, di A(G) e A(H) é isomorfo a
4(G)y—4,.

DiM. Sia ¢ Vomomorfismo naturale (ordinato) di G su G/H. Poiche
G/H & un gruppo abeliano libero, esiste un isomorfismo z di G/H in @
tale che ¢ o @ = ta per ogni a € G/H. Inoltre & vG/HN H = {0}; pertanto
¢ G = H @ G/H. Essendo infine H un sottogruppo isolato di G, @ risulta
somma diretta ordinata di H e G/H; le altre asserzioni sono banali.
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2. Sia K un campo ordinato, « e v valutazioni di K (come campo) aventi
I, e I', rispettivamente come gruppi di valori. Diremo che u precede v e
seriveremo w << v se esiste un omomorfismo ordinato o, di I3, su I, tale
che il diagramma :

K-%O} 2 —> “u

s

uv

r

sia commutativo. Se u << v, allora R,C R, e viceversa; la relazione < &
transitiva ed & simultaneamente u <{v e v<Cu se e solo se » e v sono
equivalenti. Se u << » Vomomorfismo ¢,, ha come immagine tutto I’,. Una
valutazione v di K verra detta coerente se ogniqualvolta sia 0 < a <Tb, si
abbia » (a) = v (b) (3).

v

2.1 TEOREMA. Sia K wun campo ordinato, w wuna valutazione coerente;

by

allora ogni v > u é coerente. Inoltre :

2.2 La valutazione naturale o del gruppo addittivo ordinato K é una
valutazione di K come campo ed & coerente.

2.3 v & coerente se e solo se R, é un sottogruppo isolato di K ; ed anche
se ¢ solo se v = w. ’

2.4 Se u ¢ v sono coerenti, allora esse sono paragonabili.
2.5 v é coerente se e solo se P, é un sottogruppo isolato di R, .

Dim. Sia u coerente; allora se 0 <a<b (a,beK), & u(a) 2'u (),
onde v (@) == 6,y 1 (&) = 0, % (b) = v ().

(3) E’ forse opportuno osservare che il caso di una valutazione v tale che a >b> 0
implichi v (a) = (b) non si presenta se non con la valutazione banale.
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Detta poi w la valutazione naturale del gruppo ordinato K, si ha che
dall’essere w (1) =w(a’) e w (b)) = w (b’) consegue w (ab)= w (a’d’) come
subito si verifica. '

Definendo allora w (a) 4+ w (b) = w (ab) si da a 4 (K) una struttura di
gruppo ordinato; la w risulta cosi una valutazione di K come campo ed &
coerente.

Sia v coerente. Allora 0 <b << a€R, implica beR,, onde R, & un
sottogruppo isolato di K. Viceversa sia K, una schiera valutante ed .un
sottogruppo isolato di K. Allora R,DR,: infatti se 0 <la€cR, & a<<nl
per un opportuno intero positivo n. Ma & nl€ R,, onde a € R, . Pertanto &
o << v, onde, per 2.1 e 2.2 v & coerente. Cid prova completamente la 2.3.
Siano poi u e v coerenti e sia R, ¢ R,; esiste allora un a>> 0 tale che
a€R,, ma a¢ R,. Allora, per ogni b€ R, e positivo, & b <C a, onde B, C R,,.

Infine sia v coerente. Allora P, & un sottogruppo isolato di E,. Vice-
versa sia P, un sottogruppo isolato di R,. Allora se 0 < b<<a€ R, e sup-
posto, per esempio, a ¢ P,, supponiamo per assurdo b ¢ R,; allora &

1 1
0<Z - < % €P,, onde v €P, e af¢ R,; per 2.3 consegue che » & coerente,
C.V.D.

2.6 COROLLARIO. Una valutazione v di K é coerente se¢ ¢ solo se il suo
campo residuo K, é ordinato in guisa tale che sia ordinato Vomomorfismo
naturale o di R, su K,

Dim. Sia v coerente; poiché il nucleo P, di o & isolato, pud ordinarsi
K, in guisa tale che o sia un omomorfismo ordinato di gruppi addittivi.
Inoltre R, N II(K) & moltiplicativamente chiuso; quindi & moltiplicativa-
mente chiuso IT(K,) U {0} =0 (R,NII(K)) e K, risulta un gruppo ordinato.
Da 2.5 segue poi immediatamente ché se ¢ & un omomorfismo ordinato di
gruppi addittivi ordinati, la v & coerente, C. V. D. ’
Con le stesse notazioni si ha poi:

2.7 TeOREMA. Sia v una valutazione coerente di K, T (v) Vinsteme delle
valutaziont coerenti di K che sono < v ove si considerino mon distinte due
valutaziont equivalenti. Esiste allora una corrispondenza biunivoca e monotona
tra gli elementi di T (v) e le valutazioni coerenti di K, (a meno di equiva-
lenza), tale che se uw e 2z sono wvalutazioni corrispondenti di K e di K,
rispettivamente, la w & composta mediante la v e la z.

Dim, Sia w€ T (v); detto o omomorfismo naturale di R, su K,, ¢ B,
¢ una schiera valutante isolata di K, . La » risulta allora composta me-
diante la v e la valutazione z di K, tali che R, = o R, . La corrispondenza
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cosl definita & biunivoca e u, < uy < v implica che u; & composta con v e
2; (i =1,2) essendo z, <=z,, C. V.D.
Da 2.7 segue immediatamente il seguente

2.8 COROLLARIO. L’insieme delle valutazioni coerenti di un campo ordi-
nato K ha lo stesso tipo d’ordine dellinsieme dei sottogruppi isolati del grup-
po -dei valori I',, della sua valutazione naturale.

Il tipo d’ordine dell’insieme delle valutazioni coerenti del campo ordi-
nato Krverra chiamato rango di K.

2.9 LEMMA. Sia @ un sottogruppo isolato di I,,. Allora Vinsieme L det
sottocampi L di K tali che w (L — {0})C @ ammette un elemento massimo Kg .

Dim. Intanto .2 non & vuoto, in quanto contiene il sottocampo fonda-
mentale di K. Poi .2 & induttivo; supposto, per assurdo, che L ed M sia-
no elementi massimali distinti di .2 & L(M)e.L, C.V.D.

2.10 COROLLARIO. L’insieme dei sottocampi archimedei di K ammette
un elemento massimo I .

Dim. Basta supporre, in 2.9, @ = {0}.

2.11 TEOREMA. Sia v una valntazione coerente di K. Allova il suo cam-
po residuo K, é isomorfo ad un sottocampo di K. Un sottocampo H ¢é iso-
morfo a K, per una opportuna valutazione coerente v di K se e soltanto se:
1) o (H — {0}) = D ¢é un sottogruppo isolato di I',; 2) H D K, ; 3) H & w-chiuso
in K.

Dim. Sia v coerente, @ il nucleo dell’omomorfismo naturale di I, su
I'y. Un sottocampo H di K & C R, se e solo se w(H — {0})C ®; per 2.9
egiste allora un massimo sottocampo Kz dl R,.

Detto ¢ Pomomorfismo naturale di R, su K,, si ha, Ky X oKsCK,.
D7altra parte la v & una valutazione di K come Kg-modulo, e per 1.1 esi-
ste un isomorfismo 7z di K, in R, come Kg-moduli tale che o o 7 = Identita
in K,; 7 visulta un isomorfismo di anelli: infatti se a€ K, é ra€ P, se e
solo se oora=0 cioe se e solo se a =0; d’altra parte per a,b€ K, &
7 (ad) — (za) (zb) € P, onde t (ab) = (za) (zb).

Si ha quindi 7 K,S K¢, onde 0 Kg = K,. Inoltre w (K¢ — {0}) = P ;
infatti sia d € @ e proviamo che & w(c)=20J per un ¢€ Kg. Si pud supporre
6 < 0; sia a € R, tale che w (a) = 0 ; allora a' =1a€ Kyed & a —a'€e P,C P,,.
Pertanto w (¢ — a') > w (a) onde w (a’) = w (a), perche se fosse w (a¢') F w (a),
sarebbe ® (¢ — a’) = min ( (a), w (¢')) < 0. Poi Ky D H,, altrimenti sarebbe
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R,DK,(Kg) DKz . B inoltre evidente che Kz & w-chiuso in K, giacchd se
esistesse in K una immediata estensione H di K4, sarebbe o (H — {0}) = ®.

Sia ora H un sottocampo di K soddisfacente le ipotesi 1), 2) e 3). Sia
R, la minima schiera valutante isolata contenente H ; allora la v ad essa
associata ¢ coerente. La restrizione di w ad H ha il campo residuo isomorfo
a K;; se esistesse un sottocampo L di R, contenente propriamente H, L
sarebbe una immediata estensione di H il quale per ipotesi & w-chiuso. Per-
tanto H & il massimo sottocampo di R,, onde H & isomorfo a K,, C. V. D..

I sottocampi soddisfacenti le condizioni 1), 2) e 3) del 2.11 saranno
chiamati componenti di K; nel seguito i sottocampi componenti verranno
identificati (quando cido sia lecito e non dia luogo ad equivoei) con i campi
residui della valutazione coerente ad essi rispettivamente associata, mediante
identificazione di elementi corrispondenti.

Dal teorema 2.11 seguono i seguenti corollari.

2.12. Se u e v sono valutaziont coerenti di K ed é w < v, allora K, C K, .

Dim. Se fosse K,¢ K,, K, (K, sarebbe una estensione immediata di
K,. Inoltre, essendo u < v, il nucleo y dell’omomorfismo naturale di I, su
I, & contenuto propriamente nel nucleo @ dell’omomorfismo naturale di
Iy, su I'y. Per 2.11 non puo quindi essere K, = K,. Ne segue K,C K,,
C.V.D..

2.13. COROLLARIO. Ogni schiera valutante isolata R, di K é somma di-
retta (come gruppo addittivo) del suo ideale massimo P, e del suo massimo
sottocampo I, .

DiuM. Sia a€ R,; allora (con le notazioni di 2.11), ¢ — o6 € P,, C. V. D..

2.14. COROLLARIO. Siano u ¢ v valutazioni coerventi di K e sia u < v.
Allora la w é composta mediante la v ¢ la propria restrizione w a I,.

Dmm. Sia ¢ 'omomorfismo di R, di nucleo P,. Allora per ogni a€ R,
esiste un o' € R, =R N K, _, tale che ca=o0a'; infatti & a = o'+ p con
o/ € K, e p€ P, univocamente determinati. Ma & p€ R, , onde a' € R, N K, .
Pertanto ¢ R, = o B, C. V. D..

Sia v una valutazione coerente di K, K, il massimo sottocampo di R,,
Iy il suo gruppo di valori. Per ogni § €1, sia Rﬁ,‘s) il K,-modulo degli ele-
menti k€K tali che v(k)=4, P il sotto-K,modulo di R, formato dai
ke K per i quali & v (k) > . Allora:

2.15, TEOREMA. Per ogni 0€ 1, R,fa)/P,,“s) ¢ isomorfo (come K,-modulo)
a K,.
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DiM. Scelto in Rtfé)—P,,(‘” un elemento us, per ogni aERS,") si ha
a
—¢€ R,, onde per 2.10, Ig-: k+p, con keK, e peP, univocamente
s s
determinati da a. Posto ga =1Fk, o & un omomorfismo di R,,(a) (come K,-mo-
dulo) su tutto K, . Inoltre p @ = 0 se e solo se a € Pv(‘”, onde I, R,,(B)/Pv(‘”,
C. V. D..

Da 2.15, tenendo conto di 1.1, si ha allora (con le stesse notazioni) il

seguente :

2.16. COROLLARI1O. Sie K un campo ordinato, w la sua valutazione na-
turale, K il suo massimo sottocampo archimedeo. Hsiste allora un isomorfismo
o di K (come Kymodulo) in W (I, , K;) ordinato e tale che 6 K 2 F(I,, 0).

2.17. TEOREMA. Sia K, un sottocampo componente di K ; allora K ¢
algebricamente chiuso in K.

Dim. Sia a € K (a &= 0) algebrico su K,; allora per opportuni b,,b,, ..
vy buy €K, 8i ha

" = byt b, _sa"2 4 ... + bja + by ;

cido comporta v (a) = 0. Infatti se v(a) == 0 & nv(a) = min (i v (a)).
=0
t=n—1

Allora a€ R,, onde, per 2.13, a =k -+ p, con ke K, e p€ P,. Si ha
quindi :

(& + p)" = by—r (b 4 )"~ + oo + 02 (k +p) + o

e p risulta algebrico su K,, onde, non potendo essere v(p)=0, & p=10
eatk,, C.V.D.

3. Sia K un campo ordinato, 9¢ il gruppo moltiplicativo ordinato for-
mato dagli elementi di II(K) (% ; si ha evidentemente :

3.1. LEMMA. Sia v una valutazione coerente di K, &, il sottogruppo iso-
lato di A formato dagli e€ II (K) che sono unité di E,. Allora la restrizione
di vaII(K) ¢ un omomorfismo ordinato di ¥ su I'* di nucleo &,.

Indichiamo poi con %, il gruppo moltiplicativo ordinato di K,, con
9, il sottoinsieme di &, formato dagli a € &, tali che a — 1€ P,. Allora:

(%) Nel segunito chiameremo X vrevemente il gruppo moltiplicative ordinato di K.
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3.2. Sia v una valutazione coervente di K, o Pomomorfismo naturale di
R, su K,; allora la restrizione di ¢ ad &, é un omomorfismo ordinato di &,
su tutto U, , di nucleo I,.

DimM. La restrizione di ¢ ad &, & certamente un omomorfismo di &,
come gruppo moltiplicativo; inoltre ¢ & ordinato, ed & su tutto %, . Infine
a€é, & tale che sa =09/, = 1k, , se e soltanto se a — 1€ P,, C.V.D..

Da 3.1 e 3.2, tenendo conto di 1.3 si ha il seguente :

3.3. COROLLARIO. Sia v una valutazione coerente di K. Allora 9 é iso-
morfo alla somma diretta ordinata dei gruppi J,, XH,, I}

Dim. Per 3.1 9 & isomorfo alla somma diretta ordinata dei gruppi ordi-
nati &, e I'.¥. Per 3.2 &, & isomorfo alla somma diretta ordinata di I, e 9, ),
onde l’asserto.

E supponendo in particolare che v sia la valutazione naturale o di K
si ha che 9 risulta la somma diretta ordinata dei gruppi J,, Hw, Ia.

Allo scopo di analizzare pitt dettagliatamente la struttura di 9 & quindi
opportuno esaminare la struttura di J,. A tale scopo dimostriamo il seguente:

3.4. TEOREMA. 4(9,) & isomorfo come insieme ordinato a II (L)

Dim Sia o la applicazione di J, — {1} su tutto IT(I,)
ea=w(@—1) a€cJ,.

Si osservi che se a€IT(J,) ed n & intero positivo si ha

—1= 3 (”)(a—l)k == (:)(a-——l).

=1\ % k=1

Detta ora ¢ la valutazione naturale di J,, supponiamo ¢ (a,) = ¢ (a,)
a, ,a,€9,); si ha allora, per opportuni interi positivi n, ed ny, a% > a;
19 %2 ) , 3 2 [} ¢

G4j;4,j=12), onde 3 () (ti — 1) > (a; — 1), da cui o(a, — 1) =
’ ’ i1 L ¢ ) 1

=  (ay — 1), ciod o (a,) = o (ay).
Supposto invece @ (a;) > @ (ag), & a7 < a, per ogni intero positivo n,
€n
onde }£1<:) (@, — 1) < ag — 1 per ogni n ; pertanto w (e, — 1) > o (a; — 1),
ciod o (a,) > o (ay).
Infine, osservando che g (a—1) = p (a) per ogni a€J, — {1} si conclude
che ¢ & una valutazione di J, come Z-modulo equivalente alla valutazione

naturale ¢, C. V. D..
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4. Sia 4 un gruppo abeliano ordinato, C un campo ordinato archimedeo.
Allora:

4.1. LEMMA. Esiste un campo ordinato I' la cui valutazione naturale w
ha il gruppo di valori I',, e il campo residuo K, rispettivamente isomorfi a
4 e C.

DiM. Bia 8= F(4;{Cs= C;d¢€d}). Il gruppo ordinato S pud essere
dotato della struttura di anello ordinato, definendo il prodotto di due ele-
menti x,y €8 con la regola:

(@y) ()= 2 x(2)y(p) B, d € 4.
ut-p=3

Allora § risulta un campo di integritd; il campo quoziente F di S, ordinato
in modo naturale (H (£') 3 % se ab eIl (S)), verifica la proprietd richiesta,

C. V.D..
Indicheremo il campo F, costruito nella dimostrazione di 4.1, con F(4, 0)

4.2. LEMMA Sia K un campo ordinato, I'y, ¢ C rispettivamente il gruppo
dei valori ed il campo residuo della sua valutazione naturale. Allora K pos-
siede un sottocampo isomorfo ad F(I,, C).

DiM. Da 3.1 si ha Y =&, @ I'¥; detto 4 Pisomorfismo proieziene di
'} in 9, poniamo us=421(—06) per ogni d€I,. Allora w(us)=—204 e
s Py = Moty (0, p € I,). Sia 75 Pisomorfismo di C in RY tale che 150 = c us
per ogni ¢ € C; infine sia 7 isomorfismo di 8§ = F(I,;{Cs= C; d€TI,}) tale

che v = 2 vsx(d) per ogni £€8; 7z & un isomorfismo ordinato di § in K
€Ny,
come (C-modulo e come anello. Pertanto si pud estendere ’isomorfismo 7z al

campo quoziente di S, onde I’asserto.

L’isomorfismo ¢ di 4 (I',, 0) in K di cui al 4.2 genera un isomorfismo
di K in W ([,, C) che estende l’isomorfismo di immersione di #(I,, C) in
W (I, C). Chiameremo o isomorfismo canonico del campo ordinato K.

4.3. TEOREMA. Sia G un gruppo ordinato completo rispetto alla propria
valutazione naturale. Allora G é isomorfo al gruppo addittivo di un campo
ordinato K se e solo se: ‘

1) A(8) é isomorfo (come insieme ordinato) ad un gruppo ordinato.
2) per ogni 8€ A(8), As/Bs(°) ¢ isomorfo (come Z-modulo) al gruppo
addittivo di un campo ordinato archimedeo C.

(%) Il signifleato di 45 e Bs @ quello attribuito loro in 1.1,




154 GIUskPPE GEMIGNANI : Digressione sui

Dim. La necessitd delle condizioni 1) e 2) consegue da 2.2 e da 2.15.

Siano allora I' e C rispettivamente un gruppo ordinato e un campo
ordinato archimedeo e sia G = W (I, 0). Sia A l'insieme dei sottogruppi G’
di @ per ciascuno dei quali esiste un campo ordinato H di cui @’ sia im-
magine nel proprio isomorfismo canonico ; identificando allora, come di con-
sueto, gli elementi di un siffatto campo ordinato con i corrispondenti ele-
menti di @, A4 risulta un insieme di campi, ordinato rispetto alla relazione
H < K se K & prolaungamento ordinato di K ; inoltre 4 & un insieme in-
duttivo. A norma del lemma di Zorn esiste quindi in 4 un elemento mas-
simale K. Il campo K non possiede immediate estensioni rispetto alla pro-

pria valutazione naturale ; pertanto K é w-completo e, per 1.1, K = @, C.VD..

4.4. TEOREMA. Sita K un campo ordinato, completo rispetto alla propria
valutazione naturale w e stano I', e C rispettivamente il gruppo det valori ed
il campo residuo di w. Hsiste allora una corrispondenza biwnivoca tra Vinsie-
me U delle valutazioni coeventi v di K©® e Vinsieme dei sottogruppi isolati @
di I, tale che R, = W (II(I',)U D, O) ogniqualvolta v ¢ P sono corrispon-
denti. Ed in tal caso il campo vesiduo K, di v é isomorfo a W (D, O).

Dim. Sia v € U e sia @ il nucleo dell’omomorfismo di I, su I',: w (a) = v (a)
per ogni a € K — {0}. Allora & o (R, — {0}) = II(I',) U @ ; onde, identificando
elementi corrispondenti nell’isomorfismo canonico di K su tutto W (I, , 0)
si ha R,C 8= WII(,)U P, 0). D’altra parte R, & un sottogruppo isolato
di Sed e d(R)=4(8)=I (I, U®. Per 1.1 si ha quindi R, = 8. Inoltre
le unitd di 8 sono tutti e soli gli elementi a di R, tali che w (a)€ P, onde
P,= W II([,) — (D), C. Infine per 2.11 & K,= W (9D, C).

Viceversa sia @ un sottogruppo isolato di I',. Detto v Pomomorfismo
di I, di nucleo @ e posto v (a) =1 @ (a),v & una valutazione coerente di w,
tale che R, = W (II(I,)U @, C), C.V.D.. )

5. — Le considerazioni svolte nei numerj precedenti consentono di
studiare piu dettagliatamente la struttura del gruppo moltiplicativo ordi-
nato 9 di un campo ordinato K. Per quanto visto nel n. 3 & sufficiente
studiare la struttura dell’addendo diretto J, di % costituito dagli u € I (K)
per cui & w (v — 1) € P, . Nel seguito supporremo sempre K completo rispetto
alla propria valutazione naturale w. Sia u € J, e sia C il massimo sottocampo
archimedeo di K. Posto y = u — 1, indichiamo con D Pw-chiusura di C (u)
in K; D & w-completo. La restrizione di w a D & una valutazione discreta

(5) A meno di equivalenza.
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di rango 1; pertanto per ogni a € C la gerie 3 (¢)y* ha una (ed unica) w-som-

=0

ma in D che indichiamo con u(®,

Si ha allora evidentemente :
5.1 w@ y(B) = yet+p Mued,; Ma,fel
5.2 u) = y» Vued,; FneEZ
5.3 (WD) B) = y(eh) MueTy; Na,BEC
5.4 u® ul® = (u, u,)® Nou ,u,€9 5N aeC

Si ha poi:

5.5 LEMMA. Sia K un campo ordinato completo. Allora I, & completo
rispetto alla propria valutazione naturale .

Dim. Sia {a,;v€ T} una successione p-Cauchy di J,,. Allora p << o <7
(0, 0, T€ T') implica

g a,\ . g — G a, — a,
rla) <o o) amo (5 ") <a(*2%),

onde, essendo w (@;) = 0 per ogni A€ T, la successione {a,;7€ T} & w-Cauchy
Sia'a un suo w-limite; allora per ¢ <<o€7T & w (& — a,) = w (@, — a,), ciod

w(l — i) = a)(l — —Z—") , e segue w (1 — —;—L—) 0, da cui ai €9, e quin-

@ e 13 e

di «€J,. Inoltre ¢ (-;—) =@ (%’—) per o <o€T ed a risulta pertanto ¢-li-
e (4

mite di {a,;0€ T}, C.V.D.

5.6 LEMMA. Sia K un campo ordinato completo contenente un sottocampo
isomorfo al campo reale R. Allora I, & isomorfo a W (II(I,), R).

Dim. Le applicazioni (1, , uy) —u, uy € (a, %) - u® di I, >< I, e di R < I,
in 9,, danno ad 9, per 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, la struttura di R-modulo.

Sia § € IT([,,).

Indicando con As e Bs i sottogruppi (isolati) di I, formati dagli a € I,
per cui & rispettivamente ¢ (a)=0 e ¢(a) > d, As e By sono anche sotto
— R — moduli di J,, onde Cs= A;/Bs; & un gruppo ordinato archimedeo
ed un R-modulo. Pertanto & Cs > R e, per 1.1, 9, W (II(I,), R), C.V.D..

5, Annals delle Souola Norm. Sup. - Pisa.
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5.7 TEOREMA. Sia K un campo ordinato completo, C il suo massim
sottocampo archimedeo. ‘

Allora I, = W IIL([,), C).

Dim. Per 4.3, W(I',,, R) possiede la struttura di campo ordinato com-
pleto, prolungamento ordinato di K ; pertanto 'immersione di K in W (I',, R)
induce un isomorfismo ¢ di 9, in W (II(I,), R). Per ogni éeIl(I,) sia
us € I, tale che (o us)(8) = 0, (o uy)(y) =0 per ogni y € II(I',) — {dL

Indicando ancora con A; e B; i sotto — ¢ — moduli di I, costituiti
dagli a€ 9, per cui & rispettivamente ¢ (@) =6 e ¢ (a) = 4, poniamo (5=
= As/B;s. Allora 8 0C C;C R e 0 J,= W(II(I',);{0s;0€II(I,)}). Sia usg
(6 € IT{i), @ € Cs) Pelemento di J,, tale che (0 us.)(6) = & e (6 us,4) (y) = 0 per
ogni y F=4; & u, = u.

) ug*)—l o (o) | o fo) |
Si ha allora " 7= P (@) yl=oa+2 (@) y*—1; pertanto &, per

8 — =1 =2

2.11, x ¢ KN R = 0, onde C;= C per ogni d€Il(I',) da cui Passerto.




10.
11.
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