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QUALCHE OSSERVAZIONE
SOPRA LA TEORIA DEL PROLUNGAMENTO
DI MISURE DA RETICOLI ALGEBRICI (*)

Nota di U. BArBUTI (a Pisa)

Sia 97 un anello booleano dotato di elemento nullo, sia § l'insieme dei
filtri primi o massimali(!) di d7; considerato un elemento a € d7, detto A
Vinsieme dei punti di § a ciascuno dei quali appartiene a (vale a dire ’in-
sieme dei filtri massimali che contengono a) e posto A = z(a), si ottiene
un’applicazione degli elementi a€d7 in una famiglia &, di sottoinsiemi di
S; per un noto teorema di M. H. Stone (®) &, & un anello ordinario d’in-
siemi (}) (lo diremo di Stone) e r un isomorfismo.

I stata notata da vari autori e citiamo tra questi S. Kakutani (4, C.
Pauc (5) e F. Bertolini (6) la proposizione : _

Se u é una funzione reale, finita, non mnegativa e finitamente additiva
su 97, posto, per ogni A€Cl,, p,(A) = pu(z=1(a)) (immagine di u su &), pu.
risulta numerabilmente additiva su O7 e conseguentemente puo essere prolungata
in una misura sul pid piccolo anello condizionatamente o-completo d’insiemi
di 8, contenente &, .

Questa affermazione discende dalla banale osservazione che gli insiemi
di &, possono, ad un tempo, considerarsi gli insiemi aperti e chiusi in una

() Lavoro eseguito per la realizzazione del programma del gruppo di ricerea, n® 20,
-del C. N. R. (1960-61).

(*) Per la nomenclatura usata si veda R. Sikorski in [1] nella bibliografia alla fine
della nota.

(®) Cfr. in [1], alle pp. 21 e seguenti.

(3) Diciamo anello ordinario d’insiemi ogni anello d’insiemi nel quale le operazioni
v, A sono le abituali operazioni d’unione e intersezione dell’algebra degli insiemi.

(%) 8i veda in [2], a p. 533 (primo capoverso).

(5) Cfr. [3], alle pp. 34-35.

(¢) Cfr. [4], p. 159.
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topologia su S nella quale § stesso & compatto () e cid porta subito la nu-
merabile additivitd di u, su &,.

Questa circostanza di carattere topologico indica chiaramente la ragione
del’indembolimento delle usuali condizioni di prolungabilita per la fun-
zione u,.

Allo scopo di porre il problema del prolungamento in una naturale
sede, come ad es, ha fatto D. A. Kappos(8), ma movendo da un reticolo
distributivo & (anziché da un anello- booleano) noi diremo, appunto con
Kappos, che &# & immerso in un anello booleano &7, se 97 contiene un sot-
toreticolo &’ isomorfo con &. Se pui 7 & un anello booleano minimale con-
tenente &', diremo che la terna (&, d7, k), dove h indica Visomorfismo, & una
estensione di &#; se &7 un anello minimale condizionatamente o-completo (9)
contenente %’,'diremo che la detta terna & una c-estensione di &.

Cid premesso, consideriamo i due piroblemi seguenti:

A) B assegnata una o-estensions (R, 07, h) di R, si cercano condizioni
«minime » per la funzione u, definita su &, affinché essa possa prolungarsi (1°)
in una misura su L.

B) Non é a priori assegnata alcuna o-estensione di R, si cercano con-.
diztoni « minime > per la u affinché essa possa prolungarsi in una misura su
qualunque o-estensione di R.

Indicheremo in questa breve nota due teoremi che attualmente risolvouno
i problemi A) e B) e faremo semplici osservazioni circa le accidentalitad che
possono incontrarsi nel caso A).

Valutazioni isotone regolari su &.

1. Una funzione reale, finita, u, definita sul reticolo distributivo &,
dotato di elemento nullo (che indicheremo con 0), sard detta isotona se a < b
implica p(a)< u(b) e se u & nulla sullelemento nullo di & (e percid non
negativa). Presi due elementi di & a, b, con a=b, si consideri il filtro & e
Tideale J (relativi al sottoreticolo &,) definiti con:

1) F=@: r<a, rvb=a); I=(x: 2<a, 2Ab=0).

(') Diciamo compatto ogni insieme che soddisfa ’assioma di Heine-Pincherle-Borel.

(®) Cfr. [5], alle pp. 71-109.

(%) Ciod chiuso rispetto alla unione numerabile di elementi non maggiori di un as-
segnato elemento.

(1%) Meglio affinchd u; possa prolungarsi su 97; il prolungamento ® qui inteso a meno
di isomorfismi in una ¢-estensione di &.
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Diremo che la funzione isotona u & regolare esterna o regolare interna su
& secondo che risulta:

(2) ir:; p (@) = p(a) — u(b), sup @) = p(a) — p (),

per ogni coppia di elementi a,b di & (11).
Una funzione finita u su & e poi detta una valutazione se soddisfa la
condizione :

3) w(@vd) = p(@) 4 p®) — u(@ad) (2,

per ogni coppia a,b di &R,

Vale osservare che:

Se & & un anello booleano, ogni valutazione isotona su & &, ad un tempo,
regolare esterna ed interna (13),

La regolaritd di una funzione u & una proprieta che si conserva per
isomorfismi nel senso che si conserva per la immagine u;; 8i ha infatti
la proposizione :

I. Se h: B~ &R & un isomorfismo tra i reticoli distributivi £, R’ e u
¢ una valutazione regolare (esterna od interna) su R, tale risulta la pp(a’)=
= p (b1 (a) su &R'.

Che u; sia una valutazione isotona & ovvio; il fatto che u; risulti
regolare discende dall’osservare che Visomorfismo muta i filtri (gli ideali) in
filtri (ideali) e conseguentemente, posto a’ = h(a), il filtro (ideale) &' (J') in
&' proverra dal filtro (dallideale) & (J) di & e ragionando, ad es., nel caso
della regolaritd esterna, avremo:

inf pp (@) = inf u (b1 (@) = inf u (@)= p(a) — u () = un (@’) — ur ®').
z'e F/ z'e &' e F

Analogamente si precede nel caso della regolarita interna.

(1) Nel caso di un reticolo d’insiemi la regolaritdh esterna (interna) riproduce la de-.
finizione data in [6], a p. 148,

(!2) Cfr. G. Birkhoff in [7] a p. T4.

(13) Dire che & & un anello booleano significa ammettere che, dati in & a,b (a > 1),
esiste il complemento (in senso algebrico) di a rispetto a b e ciod: esiste un c€ A, ed uno
solo, tale che ¢cAb=0, ¢ vb=a. Dalla (3) si ha allora: u (¢) = p(a) — u (b). Si ha inoltre
se £ €&

p@)=p@)—p® +pEArb)>pu@)—pd)=plo),

la quale prova la prima delle (2). Se invece z € J, si ha dalla (3):

O=p®ArAz)=1p@®)+ p@ —pbva),

da oui u(x)=p(dva) —u() epoichex<a,b<azvdb<a=cvbd, segue p(x)=pudvr)—
—pu® L<u®ve)—pud) =p(c), vale a dire la seconda delle (2).
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Funzioni isotone continue su &.

2. Consideriamo il reticolo distributivo &# e sia &, una analogo reticolo
contenente & ; sia u una funzione finita e isotona su &. Diremo che u &
continua verso Ualto (verso il basso) relativamente ad &, , se per ogni sue-
cessione non decrescente (non crescente) {a,},.y di elementi di # il cui li-
mite a esista in &, (1*) ed appartenga ad & rvisulta: lim u(a,) = p(a). Dire-

n

mo poi che u & coutinua (verso P’alto o verso il baséo) in senso assoluto so
risulta continua relativamente ad &# medesimo. Il concetto di continuitd in
" senso assoluto & illuminato dalla asserzione: la continuita in senso assoluto
di p su & induce la continuitdh di p relativamente a qualunque sopra reti-
colo di &. B poi facile constatare che se p & isotona e continua (verso
Palto o verso il busso) in senso assoluto su & ed h & un isomorfismo di

& in &', tale riesce la u, su K'. Queste osservazioni conducono alla pro-
posizione :

11. Se (&, 97, h) & un’estensione di & e p € isotona e continua in senso
assoluto su & tale riesce sul reticolo K' € 07 e isomorfo ad &# la immagine
pn € conseguentemente risulterd continua rvelativamente ad 97,

Vale osservare che pud accadere che, non essendo u continua in senso

assoluto su &, la u possa riuscire continua relativamente ad 97 su qualche
particolare estensione (&2, 97, by di & (15).

(1) Se {a,}, .y ® una successione non decrescente (o non crescente) di elementi del
reticolo &, diremo che essa ha limite in &y se esiste in &, Va, (Aa,); vale a dire se
neN nelN

esiste a € &, tale che a,<a(a,>a) e preso bedh,, tale che an<b (an>1"), risulta

a<b (a>b).

(!5) Pud, per es., accadere che g ® non continua verso il basso sull’elemento nullo
di &, mentre tale riesce la y;, su una particolare estensione. Allo scopo di dare un esem'pio
in proposito ricordiamo ohe se & ® un reticolo distributivo, esiste (ofr. ad esempio [8],
p. 106) un reticolo ordinario d@insiemi &; in uno spazio 8 (lo spazio dei filtri primi di &)
isomorfo a &. Pud inoltre provarsi facilmeunte che & & perfetto, ciod che ogni filtro primo
F in R, d determinato da un punto x€ §, vale a dire 4 € & se e solo se x€ 4. Si ha anche
facilmente che: Se & & un reticolo ordinario e perfetto d’insiemi di uno spazio sostegno X, con-
tenente 1'insieme vuoto come elemento, allora ogni famiglia I’ (4) d’insiemi 4 € R, la cui inter-
sezione & vuola, contiene una sottofamiglia finita la cui intersezione é vuota.

Diamo la facile dimostrazione. Supponiamo non vera la tesi. Consideriamo in & il
filtro &, generato da I'(4). Un insieme B appartiene a &, se, e solo, se esiste un nuniero
finito d’insiemi 4, (i <n), appartenenti a I'(4) per i quali risulta B2 () 4,. Per 'asserto

isn
&, ® proprio. Sia & un filtro massimale contenente &;; esso ® primo (pud provarsi che

ogni filtro massimale & primo) e quindi ® determinato da un punto x € X. Poichd I'(4)C &,
avremo che A4 appartiene a I'(4) se e solo se x€ 4. Cid reca 1’assurdo che sia non vnota
la intersezione degli insiemi di I'(4).

Per avere l'esempio di cui si & detto, bastera prendere su di un reticolo & una fun-
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Teoremi di prolungamento per i problemi 4) e B).

3.. Una soluzione del problema B & fornita dal seguente teorema :

II1. Se & & wunm reticolo algedbrico distributivo, contenente Velemento
nullo e p una funzione reale finita su &R, affinché p possa prolungarsi su
qualungue o-estensione (R, 07, h) di R & sufficiente che la p goda su delle se-
guenti proprieta : ’

a) sia una valutazione isotona,

verificht una o Daltra delle seguenti condizioni :

b) sia regolare esternamente e continua in senso assoluto wverso Ualto,
b') sia regolare internamente e continua in senso assoluto wverso il
basso (16), ) .

Suppong:si verificata la a) e b). Se (R, &7, h) & una qualsiasi estensione
di # e se &' S I7 & il reticolo isomorfo ad &, tramite h, le proposizioni I’
e II assicurano che w, & una valutazione regolare esterna, continua verso
P’alto, in senso assoluto, e quindi continua anche relativamente ad 7. Per
noti teoremi (17) uy, e quindi u, pud essere prolungata in modo univoco in
una misura sulla estensione (&, d7, h). Analogamente si ragiona se sono ve-
rificate le condizioni a) e b').

4. Del problema A) pud ottenersi una soluzione indebolendo le condi-
zioni di continuitd del teorema precedente. Basterad nell’enunciato prece-
dente sostituire le ipotesi di continuita in ‘senso assoluto con quelle di
continuitd relativamente ad d7(!8), Si possono in tale maniera, precisando
la estensione di &, ottenere teoremi di prolungamento nei quali la ipotesi
di continuitd si tace; in realtd essa & realizzata per la particolare topolo-
gia del’ambiente ove & avvenuta la immersione di &#. Diamo in proposito
un esempio notevole con la seguente proposizione, la quale contiene quella
enunciata nella introduzione :

IV. Sie p una valutazione isotona sul reticolo distributivo &R, dotato
di elemento nullo, allora esiste una c-estensione di & nella quale la u pud
essere prolungata in modo univoco in una misura.

zione g non continna sn & verso il basso snll’elemento nullo; la sua immagine u, rinseird
continna su &, (reticolo di Stone) verso il basso nell’elemento nnllo relativamente al mi-
nimo anello d’insiemi @ contenente &, .

(1) E’ sufficiente constatare-(Cfr. [6]) l1a continuitd verso il basso sull’elemento nullo,

(17) Cfr. [6] e [9].

(!%) 8i vedano i teoremi di prolungamento in [9].
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Poiché & @& distributivo esiste una estensione (&, &7, k) (19) di R. La
ipotesi che u sia una valutazione isotona reca che tale sara la u; sul reti-
colo &’ isomorfo ad & e contenuto in &7 Poiché u, & una valutazione iso-
tona su &', essa pud essere prolungata su &7 in una funzione finita, non
negativa e finitamente additiva (*°). Sia ora @, la rappresentazione di Stone,
nello spazio 8 dei filtri primi di 97, dell’anello &7 e = isomorfismo di Stone.
La funzione (uz), riuscirad finita non negativa e finitamente additiva su &,.
Essa inoltre risulterd numerabilmente additiva per le ragioni di compattezza
dette nella introduzione; (uz), riuscirda dunque univocamente prolungabile
sul pill piccolo anello condizionatamente o-completo @ d’insiemi di § con-
tenente &,. Risulta dunque u prolungabile in (&, &, 7o h),

(#9) Per il teorema di Stone.
(%) Cfr. F. Cafiero in [10], a p. 89.
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