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INTORNO AD ALCUNI RECENTI RISULTATI
RELATIVI AL PROBLEMA DI VITALI-LUSIN

Nota (*) di GIOVANNI AQUARO

I risultati pilt generali relativi al problema di VITALI-LUSIN, dei quali
lo scrivente sia a conoscenza, sono quelli ottenuti nel 1947 da H. M.
SOHAERF ([13]; vedasi anche [8] oppure [9] cap. III, § 11, teor, 11.3.11).
Con essi viene precisata, in modo esauriente, la struttura topologico-men-
surale di uno spazio di intorni misurato affinché ogni applicazione misura-
bile di esso in uno spazio topologico dotato di base numerabile sia quasi-
continua, nel senso della def. 4.

Nel 1956, in spazi topologici perfettamente normali, F. CAFIERO, e,
da un differente punto di vista F. BERTOLINI (cfr. [6], [7] e, rispett., [4]),
trattarono la questione della coincidenza di misurabilitd e di quasicontinuita
per funzioni numeriche, dando alcune caratterizzazioni della struttura topo-
logico-mensurali degli spazii nei quali tale coincidenza si realizza. Nel 1959
G. LETTA (cfr. [11]) viprendeva la questione in spazii perfettamente nor-
mali, dando forma pid espressiva, nel tempo stesso in cui ne chiariva pin
nettamente lestenzione, ai risultati sopracitati di ¥. CAFIERO e ad alcuni
di F. BERTOLINL .

Nel presente lavoro gli ultimi risultati souo stati riesaminati nel qua-
dro di .quelli di H. M. ScHAERF. E convenuto, a tal fine, ed in un caso &
stato necessario (cfr. (%), riprendere i visultati di SCHAERF in termini di
misure esterne, con una nuova formulazione: questa consente di inqua-
drare in una veduta unitavia fufti i risultaii sopra citati e di chiarire, am-
pliandola lievemente, 1a loro portata (**).

(") I1 presente lavoro @ stato esegunito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 20 del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(*) In spazii topologici nel senso consueto, o anche, nei casi che il Lettore ricono-
scerd agevolmente, nel senso pit generale di [11] (assiomi (C,), Gy, (Cy)) p. es.

2, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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1. Alle seguenti definizioni si fara costante riferimento in tutto il
seguito.

DEF. 1. — Se % é un insieme di parti dell’insieme E ¢ se B’ é uno
spazio topologico, una applicazione f di B in E’ si dice 2-misurabile se,

per ogni insieme aperto U’ di B’ risulta f(lU’)E%.

DEF. 2. — Se u* & una misura esterna sullo spazio topologico H e se
E’ & uno spazio topologico, un’applicazione f di E in B’ si dice u*-quasicon-
tinua se, per ogni numero reale &>0 esiste una- parte A di B tale che
MY (B — A)<e e tale che la restrizione fa di f ad A sia continua sul sot-
tospazio A.

DEF. 3. — Se u* & una misura esterna sullo spazio topologico H e se
U & un insieme di parti di E si dice che p* verifica la proprietd (S-9)
se per ogni X € U, esiste un insieme aperto U di B tale che p*(X 4 U)<e.

I seguenti lemmi 1 e 2 hanno orvigine da H. M. SCHAERF (|13] teor.
1 e supplemento al teor. 1). Le loro dimostrazioni, fondate sulle argomen-
tazioni di SCHAERF, vengono indicate in dettaglio per comodita del lettore.

LEMMA 1. — Supponiamo che u* sia una misura esterna sullo spazio
topologico () B e supponiamo che % sia un insieme di parti di E tale che u*
verifichi la proprietd (8-2) (def. 3). Allora, se B’ é uno spazio topologico
dotato di base numerabile, tutte le applicazioni YW-misurabili di E in B’
(def. 1) sono u*-quasicontinue (def. 2).

DiM. Supponiamo che (Bp),ny sia una base di B’ e sia f un’applica-

-1
zione 2-misurabile di F in E’. Per ogni n€ N si ha /(B,)€ % e quindi, se
¢ & un numero positivo, per ogni n€ N esiste un insieme aperto U, di E
-1 -1
tale che u*((f(By)) 4 U,) <e/(n+1)(). Posto M= E — (U (S (B 4 U,), si
neN
ha u* (B — M) <e. .
-1
Come in [13] (teor. 1) si riconosce che, per ogni p€ N, & M N f(B,) =
—1
= Mn U, e quindi, detta jy la restrizione di f ad M, si ha fy (By)= Mn
~] X -1
N(f(Bp) =M n U, e quindi, U, essendo aperto in F, fi (B,;) & aperto nel
sottospazio M, donde, (By).ny essendo una base H’, fi & continua nel sot-
tospazio M. Da cido (def. 2) la tesi.

LeMMA 2. — Supponiamo che pu* sia una misura esterna sullo spazio
topologico H, che % sia un insieme di parti di E e che ia funzione caratte-

() Questo enunciato 3 vero anche se in esso, oltre che nelle deff. 2 e 3, si suppone
che E sia, pid in generale, nno spazio di intorni secondo [1] pag. 37.
(®) Se 4 e B sono parti di E si pone 44 B=(4 — B)n (B — 4).
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ristica di ogni X € 2 sia p*-quasicontinua (def. 2). Allora u* verifica la pro-
prieta (8-2%) (def. 3). _

Dim. Sia X€%/: la funzione caratteristica f di X & u*quasicontinua
e quindi (def. 2) per ogni numero positivo ¢ esiste una parte A di E tale
che u* (B — A)<e e tale che la restrizione f, di f ad A sia continua sul

sottospazio A. Per cio, f ( ] ; , g [) ¢ aperto nel sottospazio A e quindi
_ -1 1 3
egiste un insieme aperto U di E tale che f)a (} 7’?[)= Un A. Essendo
—1 1 3 =1 1 3 . N

anche fA ]?,‘—[ =f ]?,?[ NA=2XnA, consegue UNA = XnNA
e quindi X4 U c B — A. Da cido p* (X AU )< p* (B — A)<e.

Notiamo la:

Prop. 1. — Supponiamo éhe u* sia una misura esterna sullo spazio

topologico H, che % sia un insieme di parti di B tale che da X € % consegua
CXe 9. Allora le seguenti proposizioni sono equivalenti :
a) — se B ¢ uno spazio topologico dotato di base numerabile, ogni
applicazione W-misurabile di B in B’ (def. 1) é u*-quasicontinua (def. 2).
b) — le funzioni numeriche YW-misurabili su F (def. 1) sono u*-quasi-
continue (def. 2),
¢) — la funzione caratteristica di ogni X € 2 ¢ u*-quasicontinua (def. 2),
d) — p* gode delln proprieta (S-92) def, 3).
DiM. a) implica b). B ovvia.
b) implica c). Sia vera la b) e sia X € %: essendo CX € % la funzione
caratteristica di X & 2/misurabile e quindi x*-quasicontinua.
¢) implica d). Consegue dal lemma 2.
d) implica a). Consegue dal lemma 1.
-8i noti che, nella proposizione dimostrata nou si chiede che 2 sia
una o-algebra e gli X€9 non si suppongono yp*-misurabili.
Per cid pud avere interesse quanto segue. Iniziamo con una definizione.
DEF. 4. — 8¢ % é una o-algebra sullo spazio topologico E, se u é una
misura su % e se B’ é un ulteriore spazio topologico, wun’applicazione f di
E in B’ si dice p-quasicontinua se per ogni numero ¢> 0 esiste un A€Y
tale che u(H — A) <¢ e tale che la restrizione fq4 di f ad A sia continua
nel sottospazio A.
ProP. 2. — Supponiamo che 2 sia una o-algebra sullo spazio topologico
E e che p sia una misura su . Allora le seguento proposvzwm sono equi-
valenti (cfr. [13])
a) — ogni applicazione 2-misurabile (def. 1) di B in uno spazio topo-
logico dotato di base numerabile risulta p-quasicontinua (def. 4).
b) — ogni funzione numerica 2U-misurabile su E (def. 1) & u-quasi-
continua (def. 4),
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¢) — la funzione caraiteristica di ogui X € % e u-quasicontinua (def. 4).
d) — la misura esterna u* generata da u verifica la proprietd (8- )
(def. 3).

Dim. a) implica b). B ovvia.

b) implica ¢). Come la b) implica ¢) della prop. 1.

¢) implica d). Se u* & la misura esterna generata da p ogni X€2/ &
p*misurabile e la restrizione di u* ad 9 & u. Allora y-quasicontinuitd im-
plica p*-quasicontinuitd e dalla ¢) implica d) della pxop 1, consegue che
Pattuale ¢) implica d) & dimostrata.

d) implica a). Supponiamo vera la d). In forza della d) implica a)
della prop. 1, se f & un’applicazione 2/ misurabile (def. 1) di E in uno
spazio topologico I’ dotato di base numerabile, f& u*-quasicontinua (def. 2)
e, per cio, §¢ ¢ & un numero positivo egiste una parte A (non necessaria-
mente p*-misurabile) di B tale che u* (B — A)<e e tale che la restrizione
fa di f ad A sia continua nel sottospazio A. Per la definizione di u*, es-
sendo u* (B — A)<e, esiste un Be% tale che E— A cB e u(B)<e
Posto M =CB si ha M€% e pu(B — M) = 1 (B) <& Inoltre la restrizione
Ju di f ad M & identica alla restrizione di f4 ad M e quindi & continua
sul sottospazio M. Da cid la a)

L’analisi delle relazioni tra misurabilitd e quasicontinuitd di an’appli-
cazione puod essere proseguita pilt agevolmente mediante i seguenti lemmi
le cui dimostrazioni non esulano dagli schemi abituali.

LEMMA 3. — Supponiamo che % sia una o-algebra sullo spazio topologico
E ¢ che u sia una misura su 9. Allova, se ogni funzione numerica u-quasi-
continua su B (def. 4) & W-misurabile (def. 1), la u é completa.

LEMMA 4. — Nelle ipotesi del lemma 3, se ogni insieme aperto di E
appartiene ad 2 e se p ¢ completa, allora ogni applicazione u-quasicontinua
{def. 4) di E in uno spazio topologico E’, é U-misurabile (def. 1).

Dim. Sia f un’applicazione u-quasicontinua di # in E’. Per ogni neN

esiste un A4, €% tale che u(F — A,)< e tale che la restrizione f,

1
n—+1
di f ad A, sia continua nel sottospazio 4, . Sia A = F — (U 4,): risulta
nelN

-1
E=A U(U A,) e quindi, se U’ & un insieme aperto di E’, si ha f(U’) =

—@nf (U’)) u (U (4unf (U’)) =(4n f(U’) )U (U fn(U’)) Poich® f,, & conti-

neN
—1

tinua nel sottospazio 4, , /» (U’) & un insieme aperto del sottospazio e quin-
-1

di £, (0" essendo intersezione di A, e di un insieme aperto di E, & in 9

e per cid & (Ufu(l7 ) € %.

neN
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D’altra parte, per ogni n€N, & u(A)S pu(H — Ay < e quindi

1
n-+41
-1
pi{d)=0. Poichd u & completa consegue f(U’)€ 2.
LEMMA 8. — Auncora nelle ipotesi del lemma 3, le seguenti proposizioni
sono equivalenti :

a) — la misura esterna u* generata da u werifica la proprietd (8- 2)
(def. 3). ‘

b) — (Proprietd di SCHAERF) per -ogni X€ % e per ogni numero >0
esiste un U €Y, aperto ¢ tale che u(X 4 U)<e(3).

Dru. Ogni X €9/ & p*-misurabile e la restrizione di u* ad 2 & pu.

Sotto alcuni riguardi la seguente proposizione 3 compendia i risultati
precedenti.

PRrROP. 3. — Suppontamo che U sia una oc-algebra sullo spazio topologico
E alla quale appartengono gli insiemi di E e supponiamo che p sia una mi-
sura su 2. Allora le seguenti proposizioni sono equivalents :

a) — se B’ & uno spazio topologico dotato di base numerabile, Vinsie-
me WMo (B, E') delle applicazioni Y-misurabili (def. 1) di E in E' & identico
allinsieme Q. (B, E’) delle applicazioni u-quasicontinue (def. 4)di E in E’.

b) — le funzioni numeriche YW-misurabili su F (def. 1) sono tutte e
solo quelle p-quasicontinue (def. 4).

¢) — per una parte X di E risulta X €9 se e solo se la funzione
caratteristica di X é u-quasicontinua (def. 4).

d) — u & completa e verifica la proprietd di SCHAERF [lemma 5, b))

DiM. a) implica b). B ovvia.

b) implica ¢) Sia vera la b) e supponiamo che X sia una parte di E.
Per la prop. 2 [b) implica ¢)] se & X€ % la funzione caratteristica ¢x di X
& pu-quasicontinua. Viceversa, se px & u quasicontinua essa & 2/-wisurabile
e per cid Xe.
’ c) implica d). Sia vera la ¢). Riconosciamo che u & completa. Sia X
una parte di E contenuta in un A €% tale che u(4)=0; la funzione
caratteristica ¢px di X & p-quasicontinua e quindi X €2/ in forza di ¢).
Inoltre, u verifica la proprieta di SCHAERF in forza del lemma 5 e della
prop. 2 [¢) implica d)].

d) implica a) Consegue dal lemma 4 e dalla prop. 2 |d) implica a)].

(3) Nella prop. 2, Pimplicazione b) —=> d), quando in d) si sostituisca la proprieta
(8- %) con la proprietd di SCHAERF, costitnisce, con 1'attuale terminologia, proprio il
supplemento al teor. 1 di [13]: ma se non si aggiunge 1’ipotesi che gli insiemi aperti di
E siano in %, la tesi d) pnd esser falsa, Ora, questa ipotesi, per una svista, non & stata
esplicitamente formulata in [13]. Cid giustifica il lemma 2 di questa nota.
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Nel caso degli spazi perfettamente normali la proposizione stabilita
pud enunciarsi:

Prop. 4. — Supponiamo che 2 sia una o-algebra sullo spazio topologico
perfettamente normale E e supponiamo che u sia una misura su 2. Allora
le seguentt proposizioni sono equivalenti:

a) — come a) della prop. 3.

b) — come b) della prop. 3.

¢) — gli insiemi aperti di E appartengono ad % ¢ vale la c) della
prop. 3.

d) — gli insiemi aperti di E appartengono ad % e vale la d) della
prop. 3. .
Dim. a) implica b) B ovvia.

- b) implica c). Come & noto (%), se B & perfettamente normale e se U
& un insieme aperto di & esiste una funzione numerica continua f su ¥

tale che CU = fl(l-). Se & vera la b) si ha U €% e la ¢) della prop. 3 & vera.
¢) implica d). Consegue dalla ¢) e dalla prop. 3 [¢) implica d)).
d) implica a). Consegue dalla prop. 3 [d) implica a)].
Un caso in cui la prima parte della prececente d) & verificata & il
seguente.

Prop. 5. — Se % é una o-algebra sullo spazio topologico perfettamente

normale E e se p é una misura o-finita e completa su U le seguenti propo-
siziont sono equivalenti :

a) — gli insiemi aperti di E appartengono ad .

b) — se A e B sono parti di E tali che AN B= &, esistono X ¢ Y
in. U tali che AcX, BcY, XnY=.

Dim. Che a) implichi b) & vero anche se lo spazio topologico E non & per-
fettamente normale. Reciprocamente, -supponiamo che b) sia vera e sia u*
la misura esterna generata da u. Se A e B sono parti di F tali che
AN B= g, da b) consegue che esistono X e Y in % tali che 4 c X,
BcY XnY= . Sia Z¢% tale che AUBcZ: XNZ e YN Z sono ele-
menti disginnti di % e contengono A e, rispett., B. Dalla definizione di u*
consegue, u*(A)+ u*(B)Su(XNZ)+ p(¥YNZ)Sp(Z) o da cid u*(4)+
~+ p* (B)< u* (A U B). Dunque & u* (A UB)= y*(A)+ u*(B) cid che, E es-
sendo perfettamente normale, come & noto (cfr. p. es. [3]) dimostra che ogni
insieme chiuso di B & p*misurabile. Poiché x & completa e o-finita risulta

che ogni insieme chiuso, come ogni parte u*-misurabile di &, appartiene
ad % ([10] cap. IV, § 17, (4)).

(4) Cfr. [2] pag. 291: I<==>III; vedasi anche [5] § 4, esero. 7, a), [11] n. 2 teor. L.
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2. — Si indica ora il- collegamento tra i risultati precedenti e quelli
di G. LerTA ¢ di F. BERTOLINI. Premettiamo, all’uopo, aleuni lemmi.

LeMMA 6. — Supponiamo che 26 sia un o-anello sullinsieme E e che
posta une misura finita su 2. Supponiamo, inoltre che (Ap)uey sia una suce

cessione di elementi di % tale che, posto A’ = lim inf A, e A’ =limsup 4,
n—>co N—>00

esista un A €U tale che u (A’ A A)=0=u(A” 44). Allora risulta
lim u (A 4 4,) = 0.

7n—>00

DiM. Per ogni # € N assumiamo :

)
A,’,=ﬂA 9 A;;':UAk.
k=n E=n

n—00 n—oo

- Essendo lim 4}, = A’ e lim 4}, = A" e u essendo finita, consegue lim ,u(A,',)(=
Nn—»o00

= u(A’), lim u(A”) = pu(A’’) e quindi:
fn—>00

a lim (47 — A)) =0, lim p (4} — A") = 0.
n—co

n—oo

Per ogni n € N, inoltre, siha 0 < p(4d' — A)<u(4d'—A4)e0=pu(d,—A4")<
<p(d, — A'"), donde, in forza delle (1):

@) limu(A’ — A4,)=0, lim u (4, — A”")=0.

#n—>00 n—oo

Poich®, per ipotesi, risulta (A 4 A')=0=pu(4d 4 A"), si trova u(A— A’)=0
e u(d” — A) =20 e da cid consegue u(4d— A,)Su(4’ — Ad.), p(4, — A) <
Lpu(dp—A”) e poi p(A 4A4,)Spu(A’ — An)+ pn(4n — A”). Da cid e dalle
(2) la tesi. ‘

LeMMA 7. — Supponiamo che % sia una o-algebra sullo spazio topolo-
gico E e supponiamo che u sia una misura finita ¢ verificante la proprieta di
SCHAERF [lemma b5, b)] su 2/

Allora, per ogni X€9 esiste un BeW che é un Gs e verifica la
piX 4aB)y=0.

DiM. Sia X €2 ed n€N. Per la proprietd di SCHAERF esiste un insie-
me aperto U, € tale che u (X 4 U,)<1/2"+2. Pertanto, se & p€ N, d€ N,
p=gq, risulta u(U, 4 Uy) < 1/2pF1 e quindi si ha:

1

1
1) I/‘(Up—‘Uq)<§ﬁa M(Uq—Up)<W~
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Posto U, =NUy e U, =UTU;si ha U,c% U, €%e U, & U, sono
k=n k=n

insiemi di Borel, U,' risultando aperto. Inoltre risulta: U, — U, c
cUUut1— U, Up— Uy cU(U, — Uyps). Da cid e dalle (1) consegue:

=D N=p

" 1 N 1
(2) u(Up' — p)<§,’ H(Up_Up)<§§o

Cid premesso, poniamo U’ — lim inf U, e U’ =Ilimsup U, . Per ogni

-0 $i—00
PENP>0 siba U"—U’ c U,'— U, donde (U — U)S u(Uy — Up)=
Sp(Up' — Up)+ u(Up — Up) <1/20=1 (cfr. le (2)): consegue che, essendo
u(U —U")=p(Q0)=0, deve essere anche u(U" 4 U’)<1/22-1, donde,
per p~o0, u(U'4U")=0. Posto B= U", per quanto sopra, ® BEY e
B risulta un G5 e 8i ha u(U” 4B)= 0= u(U' 4B): per il lemma 6, con-
segue lim u (U, 4 B)=0. Eessendo lim u(U, 4X)=0 e u(X4 B)Su{X4 U+

#N—»00 n-»00
-+ 4 (Un 4 B), risulta u(X 4 B)=0.

La proposizione reciproca sussiste satto opportune condizioni. Per di-
mostrarlo premetiiamo una definizione destinata a semplificare ’esposizione
di quanto segue. ,

DEF. 5. — 8e % ¢ una o-algebra sullo spazio topologico E e se u é una
misura su 9%, diciamo che u verifica la proprietd di SCHAERF nell’elemento
X di %, se per ogni numero &>0 esiste un insieme aperto U €U tale che
p(XaU)<e '

OSSERVAZIONE. La proprietad di SCHAERF in ogni X €%/ implica la pro-
prieta di SOHAERF secondo la b) del lemma 5.

LeEMMA 8. — Supponiamo che % sia una o-algebra sullo spazio topologico
E che contenga la o-algebra di Borel B di E ¢ supponiamo che p sia una

~misura su 9 tale che, detto 2%, Vinsieme degli X € U nei quali u verifica la
proprietd di SOHARRF (def. 5), ogni insieme chiuso di E appartenga ad 2%, :
allora 2%, é una o-algebra e risulta B c ¥, .

Dim. Sia (X.). una successione di elementi di %, e sia e un numero
positivo: per ogni n€ N, esiste un U, €U e aperto tale che u (X, 4 Uy) <
<eg/2tl, Sia X=UX, e U=UU,:si ha Xe% Ue% e U & aperto. Ovvia-

neN neN )
mente, & u(X 4 U)Sg‘o,u(X,.A U,)<e e quindi X €%/, . Inoltre se & X€%,,
n=>0

poich® ogni insieme chiuso di ¥ & in 9/,, si riconosce immediatamente che
8 CX€%,. Dunque 9, & una o-algebra e, poich® ad essa appartengono
gli insiemi, chiusi si ha B c ¥, .
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Consegue :

Propr. 6. — Supponiamo che % sia una o-algebra sullo spazio topologico
E e supponiamo che 2¢ contenga la o-algebra di Borel B3 di E; supponiamo
inoltre che u sia una misura finita su 2, tale che detto %, Vinsieme degli
XeU net quali p wverifica la proprieta di SOHAERF (def. B), ogni insieme
chiuso di B appartenga ad %, . Allore le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) — u verifica la proprietd di SCHAERF [lemma 5, b)].

b) — per ogni X €U esiste un A€W che é un G5 tale che u(X 4 A)=0
6) — per ogni X € % esiste un A €% che & un F, tale che u(X4 A)=0
d) — per ogni X € esiste un Be€P tale che u(X 4 B) = 0.

Dim. Le implicazioni a)=—>0b) e d)—>a) conseguono dai lemmi 7 e
8. Le b)=—>c¢) e ¢)=—>d) sono ovvie.

COROLLARIO. Se ogni insieme aperto dello spazio topologico E é un F,
(in particolare se E é perfettamente normale), se 2% & una o-algebra su B nella
quale sia contenuta la o-algebra di Borel 5 di E ¢ se u ¢ una misura finita
su U, allora le proposizioni a), b), ¢), d) della prop. 6 sono equivalenti. .

Dim. Poich® ogni insieme chiuso & un Qs e u & finita, u verifica la
proprietd di SCHAERF in ogni insieme chiuso.

Questo corollario permette di enunciare la prop. 4 in altro modo. Os-
serviamo, in primo luogo che in tale prop..4, la proprieta d) pud essere
espressa esplicitamente cosi:

d) — gli insiemi aperti di E appartengono ad 2/, p é completa e wve-
rifica la proprietd di SCHAERF [lemma 5, b)].

In forza del corollario alla prop. 6, nella d) ora seritta la proprietd di
SCHAERF pud essere sostituita con una qualunque delle proprietd b), ¢), d)
della prop. 6 e, in particolare, sostituendola con la d), la equivalenza di b)
e d) nella prop. 4 & esattamente il risultato di LETTA in [11] (n. 3, teor. III).

Si indica ora un collegamento tra i risultati del n. 1 e quelli di F.
BERTOLINI.

Sia § un semianello secondo J. VON NEUMANN (« half-ring » in [12] def.
10.1.5) sullo spazio topologico E e denotiamo con a(S) e b(5) anello e, ri-
spettivamente, il c-anello generato da §.

Supponiamo, con BERTOLINI ([4] n. 7, pag. 301), che sia FE€b () ossia,
che B risulti riunione di una successione di elementi di §: in conseguenza
b(5) & una o-algebra.

Sia p una misura (%) finita su § e denotiamo con u, la misura su «S),
univocamente determinata ([12] teor. 10.1.12 oppure [10] cap. II, § 8, (5))
dalla condizione che la sua restrizione a & sia u. Sia u* la misura esterna

(5) Ciod u ® non negativa, numerabilmente additiva e risulta g () =0.
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generata (indotta secondo [10] cap. II, § 10, teor. A) da u, e sia % la o-
algebra delle pacti y*-misurabili di B (si tenga presente la E €b(5) < 2/).
Denotiamo con x la misura su 2/ univocamente determinata ([12] teor.
10.3.33) dalla condizione che la sua restrizione ad a(5) sia u, o, equivalen-
temente, dalla condizione che la sua restrizione a & sia u.

Denotiamo con ‘R linsieme degli X € 9 tale che ,u—(X) <+ oo e con e
Pinsieme delle parti di E che sono intersezioni di successioni di elementi
di a ().

Come & ben noto ([9] cap. II, § 6, teor. 6.5.4):

o) — per ogni X€CR e per ogni numero ¢> 0 esiste un C€ ¢ tale che
OcX, u(X)—e<u(0).

Cid premesso, supponiamo ché sia X€“R e che ¢ sia un numero posi-
tivo: per la «) esiste Cce tale che u(X40)=u(X — C)<e/3. Daltra
parte, essendo C€ec b(eS), in forza del teor. D, cap. III, § 2 di [10], esuste
un Y € a($) tale che ,u(CA Y) < ¢/3.

Consegue u (X 4 Y)< 2¢/3. Essendo YEa(eS) egiste una famiglia finita

( ,)0<,<q di elementi di & tale che ¥ = U Y;.
j=0

Ora, facciamo intervenire la condizione (necess. e suff.) del teor. XXI,
n. 8 [4] di BERTOLINI. In conseguenza, per ogni j =20, 1, ..., g, esiste una
successione (Fj,),y (i insiemi chiusi di E tale che, per ogni n€ N, sia
pr (Fin— X)=0 e p* (Y — Fj,)<1/n 4 1). Risulta p*(¥; 4 Fjp)<1/(n +1)
e quindi, posto F,= U imy 81 ha u* (Y 4 B,) < (¢ + 1)/(n 1) per ogni neN.

Dunque esiste un 1ns1eme chiuso ¥ di E tale che u* (Y 4 F)<¢/3. In de-
finitiva:

B) — per ogni X€R e per ogm numero &> 0, esiste un insieme chiuso
F di E tale che p*(X 4 F)<e.

Dopo c¢id, supponiamo che f sia una funzione numerica misurabile (u)

secondo BERTOLINI ([4] n. 7) su E, ciod 2-misurabile (def. 1). Dimostriamo

che f e quasicontinua (u) secondo BERTOLINI ([4] n. 8, pag. 300), eiod che:
: y) — per ogni X€R e per ogni numero &> 0 esiste un C€ ¢ tale che
Ccli, ;7 (X — Q)< e e la restrizione f¢ di f a C sia continua sul sottospazio C.

Iniziamo col caso u(H)< 4 oco: allora & €=R e quindi ‘¥ & una
o-algebra per cui la f) implica la (8- R) della def. 3. In forza della plop
2 [d) equivale b)] la f & ,uquasxcontmua (secondo la nostra def. 4), in quanto
& p* = u* (cfr. [10] cap. 11, § 12, teor. B).

Cid premesso supponiamo ﬁ(E + oo. Sia A EC)Q e sm 2%, la o-alge-
bxa su A costituita dagli X€ ¥ Lall che X c A. Siano u4 e u} le restrizioni-
di u ad %, e, uspettlvamente di p* allinsieme delle parti di A: rimar-
chiamo che, essendo A €9/ u% & identica alla misura esterna su A generata
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da uy e quindi, in forza di risultati ben noti ([10] cap. III, § 14, (3)), le
parti % misurabili di 4 sono tutti e soli gli elementi di 2.

B lecito, allora, considerare valida la ) sostituendo in essa, R con
%, B con A, u* con p* e supponendo che F sia un insieme chiuso del
sottospazio A. La conclusione relativa al caso u(E)< + oo & valida per il
sottospazio A, per %, e per ,t_u © quindi, detta Sa la restrizione di f ad A,
poich® f4 & %/,-misurabile, f4 & us-quasi continua su A (def. 4). Dunque
per ogni numero ¢ >0 esiste un B €9, tale che us (A — B)<¢/2 e tale che
la restrizione fp di f1 a B sia continua sul sottospazio B. Rusulta BeY
e Bc A e quindi B e ‘R. Da cid, in forza di B), consegue y).

8i rilevi che nella argomeutuzione di cui sopra & lecito supporre che f
sia, pitt in generale, un’applicazione 2/-misurabile di £ in uno spazio topo-
logico E’ dotato di base numerabile. Si trova cosl un buon miglioramento
delle implicazioni fornite da BERTOLINI.

3. — Una formulazione pilt restrittiva, ben nota, del concetto di qua-
sicontinuitd & contenuta nella: '
DEF. 6 — Se % ¢é una o-algebra sullo spazio topologico E, se p & una

misura su 2% e se E' & un ulteriore spazio topologico, un’applicazione f di E
in B’ 8t dica p-quasicontinua secondo VITALI'LUSIN, se per ogni numero ¢>0
esiste un A €Y chiuso, tale che u(B — A)<e e tale che la restrizione fu di
f ad A sia continua nel sottospazio A. '

Relazioni tra questa particolare quasicontinuitd e misurabilitd verranno
indicate dopo aver premesso alcuni risultati preliminari.

LEMMA 9. — Sia % una o-algebra sullo spazio topologico E, sia pu una
misura su % e sia %, Vinsieme delle parti X di E talt che per ogni numero
£> 0 esistano un FE€Y e chiuso e un GEY e aperto tali che FcXc G,
u(G@ — F)<e. Allora, se ogni insieme chiuso di K & in %, , tale %, & una
c-algebra e contiene la o algebra di Borel B di E.

D1y, Sia (X,)uey una successione di elementi di 2/,: poniamo X = N X,
neN
Sia & un numero positivo: per ogni n € N, esistono un F,€2 e chiuso ed

un @, €% e aperte, tali che F, c X, € G & u (@, — F,) <¢/2"*2 Poniamo

F=NF,e = U(G — F,): F e G sono in % il primo chiuso ed il
neN

secondo aperto e Sl ha n(G’)<ef2 e visulta Fc Xc Fy G’. Poichs 8 Fe9/,
esiste un G € % aperto tale che Fc G”, u(G" — F)<e/2: posto G =G uG”
si ha FcXc @G e u(G@— F)<e Poiche, inoltre, da X €9/, consegue
CX€%,, 1a %, & una o-algebra e poiché gli insiemi chiusi di E sono in
¥,., 81 ha ‘Bc¥,.

DEF. 7. — Con le notazioni e terminologia del lemma 9, 9%, viene chia-
mata la o-algebra associata o p.
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LeEMMA 10. — Supponianio che B3 sia la o-algebra di Borel sullo spazio
topologico E e che p sia una misura su B3 tale che, detta B, la oalgebra
associata a p (def. 7), risulti B c B, . Allora, detto CB,‘ il completamento di
B per p, risulta B, = B, .-

Dim. Sia X€9B,: esistono K e L in 9B tali che KcX, X—KclL,
u(L)=0. Sia ¢>0 reale: perchd & B c 9P, , esistono. un insieme chiuso ¥ -
ed un insieme aperto G' di F tali che FPc K c G, u(@' — F)<¢/2 ed esi-
ste un insieme aperto G” di F tale che Lc G', u(G")<e/2. Sia §=G'y G":
risulta Fc X € @ é u(G — F)y<¢ donde, X€B, e poi, B, c B, .

Reciprocimente, sia X €5,. Per ogni n€ N, esistono un F, chiuso ed
un @, aperto in E .tale che F,c X c G,, pu(G— F,)<1/(n-41). Sia
K=UF,eL=NG,:si ha KeB,L'eP, KcXcl, ull —K)=0.

nel .
PostoEVL=L’—I€,ENsi ha LeEB, KcX, X—KcL, u(L)=0 e da cid
XePB,.

Cio premesso, sussiste la

ProP. 7. — Supponiamo che ¥ sia una o-algebra sullo spazio topologico
B, contenente la o-algebra di Borel 3 e supponiamo che u sia una misura su
%. Inoltre, denotati con v la restrizione di u a B, con B, la o-algebra as-
sociata a v (def. 7) e con 9B, il completamento di B per v, supponiamo che
sia B cPB,. Allora le sequenti proposizioni sono equivalenti :

a) — se E' & un qualunque spazio topologico dotato di base numerabile,
Vinsieme Noy(E, E') delle applicazioni 2-misurabili (def. 1) di E in E ¢
identico allinsieme QF (E, E') delle applicazioni u-quasicontinue secondo VI-
TALI-LUSIN (def. 6) di K in E'. :

b) — le funzioni numeriche U-misurabilt di E (def. 1) sono tutte e sole
quelle u-quasicontinue secondo VITALI-LUSIN (def. 6).
o) — s¢ X é una parte di E risulta X €9 se e solo se la funzione

caratteristica di X é u-quasicontinua secondo VI1TALI-LUSIN.
d) — risulta % =P, .
Dim. Si osservi preliminarmente che, in forza del lemma 10, risulta
B, =PB,. Le implicazioni a)==>b)==>c) sono ovvie. Dimostriamo che
¢)=—>d) e a tal fine, supposta vera la ¢), sia X€9 e f sia la funzione
caratteristica di X: per ogni n € N esiste un insieme chiuso F,, di F tale
che (B — F,)<1/(n -+ 1) e tale che la restrizione f, di fa F, sia continua

nel sottospazio F,. Posto B=U F, e A=FE — B si ha 4€D e »(4)=0.
neN
—1 -1 -1
Ovviamente, & f(1)n B= U £, (1) e quindi, (1) N B essendo un F,, & in
neN

9P : eisendo X=(}l(1)n A) U(}l(l)nB) e vy(A)=10, si ha Xe CE,, e poi
WecRPB,.
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Reciprocamente, sia X€93,: esistono K e L in 93 tali che K c X,
X— KcL, v(L)=0. Essendo B =3, , esiste un insieme aperto -G tale
che L c G e »(G)<e per un prefissato ¢>0: la funzione caratteristica di
X — K &, dunque, p-quasicontinua secondo VITALI-LUSIN e quindi, essendo
vera la c), risulta X — K€9f e da cid X€2/. Dunque & 9B,/ e da cid la d).

Per dimostrare che d)==> a), supposta vera la d), per la def. 7, u ve-
rifica la proprietd di SCHAERF ed & completa: per la prop. 3 [d) implica
)], Moy (B, B') & identico all’insieme delle applicazioni u-quasicontinue di
E in E’ (def. 4) e quindi, essendo 2/ = P, , & identico a Q* (¥, E'). Dunque
la a) & vera.

Se nella proposizione dimostrata si suppone che ogni insieme aperto di
B sia un F, e che u sia finita, allora la 9B c 9B, & automaticamente rea-
lizzata. In particolare ,

PRrRoP, 8. — Se E ¢ uno spazio perfettamente normale, se 2 é una o-
algebra su E ¢ se u é una misura finita su % allora le proposizioni a) e b)
della prop. T sono equivalenti, ctascuna ad ognuna delle seguenti:

¢) — ogni insieme aperto di E & in % e vale la c) della prop. 7
d) — ogni insieme aperto di B & in U e risulta % = B, .

DiM. Che a) implichi b) & ovvio. Se & vera la D), con argomentazione
gia adoperata, riconosce che ogni insieme aperto di ¥ & in 9/: dalla prop.
7 [b) implica ¢)] la attuale ¢) & dimostrata. Che ¢) implichi d) & ovvio e che
d) implichi @) consegue dalla prop. 7 [¢) implica a)l. L’equivalenza di b) e

@) costituisce, ovviamente, la prop. V, n. 4 [11] di LETTA.
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