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UNIFORMIZZAZIONE E MODULI (*)

di L. BErRs (New York)

Le equazioni di Beltrami a coefficienti discontinui furono considerate
per la prima volta da Morrey (cfr. [3] anche per i riferimenti bibliografici);
esse si sono dimostrate utili nello studio dell’uniformizzazione e dei moduli
delle superficie di Riemann. Nella teoria dei moduli che se ne deduce, ci
8i & limitati naturalmente al « caso classico » ; tuttavia alcuni teoremi pos-
sono essere dimostrati anche pel caso di superficie di Riemann aperte.

Una presentazione completa dell’argomento e ovviamente impossibile in
poche pagine. Ci limiteremo percio solo ad enunciare il risultato centrale
per le superficie di Riemann chiuse (§ 1), risultato che commenteremo al
§ 2; quindi al § 3 daremo un teorema di uniformizzazione che & essenziale
per la dimostrazione e che & di per sé interessante. Le dimostrazioni saranno
date per sommi capi nei § 6, 7, 8. Una esposizione completa sard pubblicata
in seguito.

§ 1. — Enunciato del teorema fondamentale.

Il teorema che enunceremo assicura in sostanza la possibilita dell’uni-
formizzazione simultanea di tutte le curve algebriche di dato genere g > 1.
Esso & da ravvicinarsi al teorema corrispondente per le funzioni di Weier-
strass p(2,1,17) e p'(2,1,7), |2| << oo, Imz>0 che da luniformizzazione
delle curve di genere 1.

(*) Lavoro eseguito col contratto No. DA — 30 — 069 — ORd — 2153 dell’« Ofiice
of Ordonance Research » dell’Esercito degli Stati Uniti. Questo lavoro uscird in inglese nei
Rendiconti del « Symposium on function theory » del « Tata International Institute ». I1 conte-
nato di questo lavoro ® stato esposto in un ciclo di conferenze tenute presso la Scuola
Normale Superiore di Pisa dal 1 al 10 settembre 1958 in occasione del corso internazionale
organizzato dal CIME e tenuto sotto gli auspici della Scuola Normale Superiore e dell’l-
stituto Matematico dell’Universitd di Pisa.

1. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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TEOREMA : Sia ¢ >1 un intero fissato. Esiste:

1) un dominio limitato T mnello spazio numerico complesso €393 (ove
Ty 5.9 T3g—3 SODO le coordinate) omeomorfo ad una cella

2) un dominio M c €2 (ove Z, 7, , ..., 13,3 S0no0 le coordinate) omeo-
morfo ad una cella e olomorficamente equivalente ad un dominio limitato.

3) una funzione continua o (¢, 7) a valori complessi, — co <t < -+ oo,
€T tale che o (t,7) & olomorfa in v per ogni fissato ¥, o (¢, 7)~ oo per 7
fissato e ||~ oo, o (t,,7)F o(ty,7) se ¢, < t,.

4) un gruppo G di automorfismi analitici complessi di M che opera
su M senza punti fissi e in modo propriamente discontinuo.

5) un gruppo I' di automorfismi analitici complessi di T, propriamente
discontinuo (ma non privo di punti fissi).

6) una applicazione olomorfa t—Z(z) di T nello spazio di Siegel
delle coppie Z = X -+ iY di matrici g ><¢g simmetriche X, ¥ con ¥ > 0.

ed infine

7) un numero finito di fuunzioni meromorfe Fj(z,7) definite su M au-
tomorfe rispetto a @.

tali che le seguenti conclusioni siano verificate :

8) per ogni €T la curva y(r): 2=o0(t2), —oco <t -+ oo & la
curva frontiera di un dominio semplicemente connesso D () nel piano della
variabile z.

9) un punto (2,1, ... 739—3) =1(2,7) € in M se e solo se 1€ 7T e 2€D (x).

10) ogni elemento di G & della forma

T—7

z_’a(t)z—l— b (z)
c(r)z+ d(7)

ove a, b, ¢, d, sono funzioni olomorfe in 7 e ad — bec=1. G & generato
da 2¢g elementi 4,,..,4,, B,,..,B, tali che II[Aj, Bj]=1 ove [4, B]=
= A BA-! B!

11) G (1), la «restrizione» di G per 7 fissato, & un gruppo di tra-
sformazioni di Mobius del dominio D (r) in s&. La superficie di Riemann
8 (r) = D (v)/G (r) & una superficie chiusa di genere g.

12) Ogni superficie di Riemann chiusa di genere g & conformemente
equivalente ad una S(z), §(z') e S(z") sono conformemente equivalenti se e
solo se 7/ e z” sono equivalenti rispetto a I

13) La matrice Z(r) & una matrice di Riemann di periodi per S(z),
corrispondente ad una base del’omologia definita da A;, B;,

e finalmente
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14) Le restrizioni delle funzioni F; per v fissato generano il corpo
delle funzioni automorfe di D (r) rispetto a @ (z) cioe il corpo delle funzioni
meromorfe su 8 ().

Osserviamo il seguente

JOROLLARIO I. Lo spazio T/I" & uno spazio analitico complesso normale.

Questo segue da 5) e da un teorema di H. Cartan [9]. Dimostrazioni
essenzialmente diverse sono dovute a Réhrl [12] e Baily [4]. Baily ha anche
dimostrato che T/I' & un aperto di Zariski di una varietd algebrica. Lo
spazio T/I" ¢, com’® ovvio, lo spazio delle classi di superficie di Riemann
di genere ¢ conformemente equivalenti (cfr. 12)).

CorOLLARIO II. Lo spazio M/G & una varietd complessa, ’applicazione
naturale M/G — T & olomorfa, 'immagine inversa di 7€ T & una sottovarieta
regolarmente immersa in M/G e conformemente equivalente a S (z).

In modo analogo si possono costruire dei fissati complessi su 7 per i
quali la fibra su 7z & S(7)><... > 8(z) ovvero la varietd di Jacobi di S(z).

§ 2. — Osservazioni.

Descriveremo in questo § gli elementi necessarii alla dimostrazione.

A) Notazioni. La lettera S denotera una superficie di Riemann astratta.
Si dira che S & eccezionale se S ammette automorfismi non identici conformi
omotopi all’automorfismo identico. Una 8§ non eccezionale si pud rappresentare
come U/@ ove U @& il semipiano di Poincaré e G & un gruppo Fuchsiano
privo di trasformazioni ellittiche; diremo che S & di prima specie se i punti
fissi di G sono densi sull’asse reale.

In particolare sia S di tipo (g, n), cioé ottenuta da una superficie di
Riemann chiusa di genere g = 0 sopprimendovi n == 0 punti distinti. Allora
S non & eccezionale (e di prima specie) se 39 — 3 4+ n > 0.

Sia m un differenziale di tipo (— 1,1)su §,. Localmente m = u (&) dE/d.f
ove u & una funzione misurabile e £ una uniformizzazione locale, Poi-
ch® |p| & uno scalare possiamo definire ||m || = estremo superiore es-
senziale di |u|. Se ||m]| <1 scriveremo m€ B(S;) e diremo che m & un
differenziale di Beltrami. In tal caso 85" denota la superficie S, munita della
struttura conforme definita dalla condizione: ogni soluzione dell’equazione
di Beltmmi ‘EE:'”EE & una funzione olomorfa su 8% (Si richiede che la so-
luzione sia continua ed abbia derivate generalizzate localmente a quadrato
integrabile). L’applicazione naturale S — S, si notera con I.

f . . s .
Un omeomorfismo 8§ —> §, si dice quasi-conforme se pud essere fattoriz-

h 1
zato nel modo seguente S—» Sg°— S, , h essendo conforme. Supponiamo f
quasiconforme e sia [f] la classe d’omotopia di f. Diremo che (8, [f], S,) &
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una coppia pari. Due tali coppie (S, [f], S,) ed (S,[f], Sy si diranno equi-

valenti se esistono applicazioni conformi S’LS, S(,ﬁ;So’tali che [ho_lfh]=
=[f’]; fortemente equivalenti se S;=8,, mentro h, pud essere assunta
eguale all’identitd. Oggi coppia pari & equivalente ad una del tipo (Sg', [1], So).
Per abuso di linguaggio identificheremo spesso coppie con le corrispondenti
classi di equivalenza.

B) Sia 8, non eccezionale. L’insieme delle classi di equivalenza forte
di coppie pari (S,[f],8,) & lo spazio di Teichmiiller T (S;). La distanza di
Teichmiiller tra (S,[f], S,) ed (8, [g], S, & data da log {(1 4 k)/(1 — k)} ove

k= inf|| m || per m € B (8S),

(8™, [1], S) fortemente equivalente a (8',[f~lg], 8). Questa distanza definisce
una topologia su T'(S).

Una funzione continua P a valori complessi su T'(S;) sara chiamata
analitica-complessa o olomorfa se, per ogni insieme (m,,...,m,) C B (S), ove
(8, [f], Sy) € T (8;), la rappresentazione di un intorno di 0€ €™ in C espressa
dalla

(5 oey &) = p (ST T [ f], 5) @ (p)

& olomorfa. In modo analogo definiremo V'analiticita reale.
. . q .
Una rappresentazione quasi conforme S,— S, induce una « rappresen-
tazione lecita » ¢g* di T'(S,) su T (S,):

g (8,111 8,) = (8, [af, 8o) 5

g* dipende soltanto da [g] e conserva la distanza di Teichmiiller e Panaliticita
reale e complessa. Il gruppo delle rappresentazioni lecite di T'(S;) in seé sa-
ra denotato con I'(S8%).

Ricorrendo all’uniformizzazione mediante gruppi Fuchsiani si dimostra
che - T (S,) & uno spazio metrico completo; se il gruppo fondamentale di 8§,
& generato in modo finito, I"(8,) & propriamente discontinuo ; le funzioni ana-
litiche reali su T (8;) separano i punti. In base al nuovo teorema di unifor-
mizzazione enunciato nel § 3 si dimostra che: se §; & di prima specie, le
funzioni olomorfe su T (§,) separano ¢ punti.

¢) Se 8, & di tipo (g, n) seriveremo T (S))= T,, I'(8;) = I},,. Que-
sta notazione & giustificata dal fatto che due qualunque superficie di tipo
(g, n) sono quasi-conformemente equivalenti. Porremo ¢ = 39 — 3 + n, ed as-
sumeremo o > 0.

La teoria di Teichmiiller [1,5,13,14] delle rappresentazioni quasi con-
formi estremali implica che T, sia una 2o-cella. Inoltre & noto che Ty, &
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una varietd analitica complessa (cid & stato dimostrato per la prima volta da
Ahlfors [2]; efr. anche [6, 10,11, 15]).

Nel nostro teorema fondamentale, T, I" e M tengono il luogo, rispetti-
vamente, di T,,, I'yo e Ty, . Le osservazioni precedenti giustificano alcuni
dei nostri enunciati. L’esistenza della rappresentazione descritta in (6), (13)
segue, ad esempio, dalla formula variazionale di Rauch [11].

d) nell’enunciato del nostro teorema, T'= T; non appare come una
varieta analitica complessa astratta ma come un dominio limitato. Questo
& un caso particolare di nn risultato pit generale: T, & (olomorficamente
equivalente ad) un dominio limitato in Ce. La dimostrazione (indicata som-
mariamente in [7] & piuttosto complicata. Essa & basata sulla possibilita di
uniformizzare ogni superficie di Riemann chiusa mediante gruppi di Schottky,
ed involge una analisi geometrica dettagliata dello spazio di Schottky » di
cui T, & il ricoprimento universale. La dimostrazione procede per induzione
su g e su n; in tale induzione le superficie iperellittiche rivestono un ruolo
particolare.

e) la rappresentazione di T'y; nella forma M, ciod nella forma descritta
negli enunciati 8) e 9) e la costruzione del gruppo G avente le proprieta
4), 10), 11) & basata sul teorema di uniformizazione del § 3.

Supponendo di aver compiuto le tappe precedenti, non é difficile con-
cludere la dimostrazione, cioe¢ costruire le funzioni F; aventi le proprietd
7), 14). Fissiamo un insieme di generatori A;, B; di G (cfr. 10)), e definia-
mo su ogni §(r) una base di omologia, che denotiamo con le stesse lettere.
Sia wj; il differenziale abeliano di prima specie avente periodo J;; su Ay
(sicehe, fra Paltro, il periodo di wi su By & Velemento Zj, di Z (7). Sia Qj il
differenziale abeliano di terza specie su 8§ (z) avente periodi 0 sugli 4; e tale
che in ogni punto di S(z) il residuo di £, eguagli Vordine di wj/wy . L'in-
sieme delle funzioni {w,/wy , Qu/wy , j, k, e = 1,2, ..., g}, considerate come fun-
zioni ) (z) ha le proprietd richieste.

OSSERVAZIONE, Il teorema del § 1 & sfortunatamente di carattere piut-
tosto « esistenziale ». Sarebbe utile avere espressioni esplicite per i domini
e le funzioni descritte. Io esito ad affermare che vi sia molta speranza di
ottenere tali formule.

§ 3. — Un nuovo teorema di uniformizzazione.

Un gruppo G di trasformazioni di Mobius sard chiamato quasi Fuchsiano
se esiste sulla sfera di Riemann una curva di Jordan orientata yg tale che
ye sia invariante rispetto a @, e quest’ultimo sia privo di punti fissi e pro-
priamente discontinuo nei domini I(yg) e H(yg) rispettivamente interno ed
esterno a yg.
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TrorEMA I. Siano 8, e S, due superficie di Riemann. Supponiamo che
S; e 8, abbiano superficie di ricoprimento universale iperboliche, e che S,
sia quast conformemente equivalente allimmagine speculare 8, di 8, . In que-
ste ipotesi, esiste un gruppo quasi-fuchsiano @G tale che I (yg)/G sia confor-
memente equivalente a 8, e K (yg)/G a 8,.

OSSERVAZIONE. § & definita sostituendo ciascuna uniformizzazione locale
£ su S con la sua complessa coniugata & Le ipotesi per il teorema 1 sono
soddisfatte se S, e S, sono chiuse ¢ dello stesso genere > 1.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo 8, = S,. Ne segue che S; = S;" per un op-
portuno m € B (S;). Per ipotesi S, = WU/G,, ove U & il semipiano superiore
e @, & nn gruppo fuchsiano privo di punti uniti. Pertanto L/G0=§0, L
essendo il semipiano inferiore, Poniamo u(2)= 0 per Jm 2 <0, e definiamo
u(z) per Im 2>>0 mediante la condizione : u(z)dz/de=m. Risulta | u(z)| < k<1, e

pAR)=mun (2) A'(2) per A€@q,.

Esiste uno ed uno solo omeomorfismo ®, del piano in s& che lascia 0 e 1
invarianti ed & u-conforme, ossia & una soluzione dell’equazione di Beltrami.

o oW
—_.:,ll(z)_ .
0z 0z

Se A€ @,, "equazione funzionale per x implica che w“ (A4 (2)) & un automor-
fismo u-conforme della sfera di Riemann, di guisa che

Ar = * A (w*)1

& una trasformazione di Mdbius. Si verifica che G = w* Gy (w*)~1 & il grup-
po quasi fuchsiano richiesto.

Indicheremo con ¢ la rappresentazione naturale di §, su S,. Un omeo-
morfismo § —h—>§0 ¢ detto anti-quasiconforme se pud essere fattorizzato nel

modo seguente : S—’;Sﬁ”—&go, I essendo conforme. Un f siffatto definisce
una coppia dispari (8,[f], S;). Ogui coppia dispari & equivalente, nel senso
del § 2, a), ad una coppia della forma (S}, [, 8 ).

Sia G un gruppo quasi-fuchsiano, e poniamo 4 = A4,/4,, ove 4, & il
gruppo degli automorfismi di & e A, & il sottogruppo degli automorfismi
interni. Poich®é G pud essere identificato ai gruppi fondamentali di I(yg)/G

e di E (yg)/@, ogni omeomorfismo

T(ya)/@ > B (y5)/ @
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induce un elemento 1(P) di 4, e 1 (D)= 1 (y) se, e soltanto se, |P] = [y].
Se (D) =1 e se D & anti-quasiconforme, diremo che G rappresenta la coppia
(I (ye) G, | D), E (yg)/ @) ed ogni coppia equivalente a quest’ultima.

Riesaminando la dimostrazione del Teorema 1 si vede che di fatto ab-
biamo dimostrato la prima parte del

TroreEMA I1. Ogni coppia dispari (8, [ f], §0) puo essere rappresentata
da un gruppo quasi fuchsiano @, purche S, abbia nna superficie di ricopri-
mento universale iperbolica. Se S, & di prima specie, ogni grappo quasi-
fuchsiano @, rappresentante questa coppia & della forma G, = QGQ—1, @
essendo una trasformazione di Mobius.

Per dimostrare la seconda parte dell’enunciato possiamo supporre che
sia 8= 8", f=1, e che @ sia il gruppo costruito dianzi. I’ipotesi fatta
su @, implica Pesistenza di omeomorfismi conformi

Ty Ure>T(a)Ure, Bre)Ure—>E(a)Ure

con
PADP1=ypAyp? 8u yg su A€@.

[ultima relazione implica che & = vy in tutti i punti flssi di ¢ e quindi,
per continuitd, in ogni punto di yg . Poniamo @ (2) = P () per z€ I (yg)Uys ,
Q () =1y (2) per z€ H(yg). @ & un automorfismo del piano e G, = QGQ1.

Resta da dimostrare che @ (2) & olomorfo. Questo sarebbe immediato se
yg fosse rettificabile. Nelle attuali circostanze, tuttavia, dobbiamo conside-
rare @) (2) come funzione di § = w* (z) ed utilizzare le proprietd di w* date,
ad esempio, in [3]. Da queste proprietd si trae che mis yo = 0 e che @ (2)

0Q

ha derivate generalizzate in L, in un intorno di yg . Poiché —‘_S = 0 fuori di
d

ya 5 la analicitd di @ ovunque segue da ben note considerazioni.

Siamo ora in grado di costruire il dominio M descritto nel § 1. Nella
dimostrazione del Teorema I, sia §; una superficie prefissata, chiusa e di
genere g > 1. Supponiamo che per ogni

(80" 5 [f), 8o) = 7€ Ty = T (8),

wt, A* e @ abbiano lo stesso significato di prima. Se scegliamo S, in guisa
che 0, 1, @ siano punti figsi, la parte del Teorema II relativa all’unicita
mostra che A e G dipendono soltanto da 7z e non dalla scelta particolare
di m. Possiamo porre G=0(1), yg =y(v), I{yq)=D(z). Vale la 11), e o(t,r)=cw*(t).
Il fatto che A# e o dipendano olomorficamente da 7 segue da un risultato



316 L. Bgrs : Uniformizzazione

provato in [3]: se u dipende olemorficamente da parametri complessi, altret-
tanto accade per w* (z).

Concludiamo enunciando due problemi: Ogni gruppo quasi-funchsiano
rappresenta una coppia? B possibile dimostrare il Teorema I « classicamen-
te », ciod usande soltanto trasformazioni conformi ?
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