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PINCEMENT RIEMANNIEN ET
PINCEMENT HOLOMORPHE

M. BERGER (Strasbourg)

1. Introduction.

Dans cet article on démontre que toute variété kihlérienne compacte V,
de dimension réelle 4 et a courbure strictement positive, est telle que
dim H?(V, R)=1, ce qui avait été6 annoncé dans [1], p. 292, sans démons-
tration. A cet effet, on est amené & améliorer dans le cas kihlérien les
majorations données dans la deuxieéme partie de [2] dans le cas riemannien.
On peut alors préciser le rapport entre pincement riemannien et pincement
holomorphe (proposition 1) et démontrer le résultat annoncé (proposition 3).
Cette méthode donne aussi des résultats en dimensions plus grandes que 4,
mais beaucoup plus faibles (proposition 4).

Depuis la démonstration de la proposition 3, nous avons.appris que
ANDREOTTI et T. FRANKEL ont démontré, dans un article & paraitre, qu’une
variété kihlérienne compacte, de dimension réelle 4 et & courbure stricte-
ment positive, est homéomorphe & l’espace projectif complexe de méme di-
mension ; leur démonstration utilise le théoreme de plongement de KODAIRA
et la classification des surfaces algébriques.

2. Pincements riemannien et holomorphe.

On rappelle d’abord briévement les définitions et notations concernant
une variété riemannienne V qui seront utilisées (voir [2] par exemple). Par
T (V) (resp. Tp) on désigne ’espace des vecteurs de V (resp. vecteurs de V
d’origine p), par || ||, {, > la norme définissant la structure riemannienne
considérée et le produit scalaire correspondant. Pour tout point p de V, on
désigne par R (X, Y) la forme bilinéaire antisymétrique sur T, a valeurs
dans les endomorphismes de 7, , qui est définie par le tenseur de courbure
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de la structure riemannienne considérée. On note P (V) ’ensemble des sous-
espaces vectoriels de dimension 2 des T, (p parcourant V); si u€ P(V) et
si X, Y sont deux vecteurs de T, qni engendrent u, on appelle courbure
de V dans u le nombre réel

e =0e(X, Y)=—(R(X, V)X, TO(|X|P|| Y|P —<X, T

Soit 6 un nombre réel; la variété riemannienne V est dite 8-pincée 8’il existe
un nombre réel positif A tel que Pon ait

dA4=<pg(u=4 quel que soit HEP(V).

On peut toujours normer la structure riemannienne de V de fagon que
4=1,

Supposons maintenant que la structure riemannienne de V soit celle
induite par une structure de variété kihlérienne donnée sur V; par J, ou
désignera Dautomorphisme de carré — 1 de T'(V) qui définit la structure
presque complexe de V. Un élément u de P (V) est dit holomorphe si
J(u) = u; on notera H (V) le sous ensemble de P (V) constitué par les
é1éments holomorphes. Soit 1 un nombre réel; la vaviélé kihlérienne V est
dite A-holomorphiquement pincée s’il existe un nombre réel positif = tel que

A

I

So(uW<E quel que soit u€ H (V).

On peut normer la structnre kihlérienne de V de facon que &= 1. Lors-
que V est de dimension réelle 2, on a P(V)=H(V) et les notions de
pincement riemannien et pincement holomorphe sont les mémes. Pour les
dimensions supérieuses, les rapports entre ces deux mnotions sont fournis
par la:

ProOPOSITION 1. Soit V une variété kihlérienne de dimension 1éelle
supériewre & 2. Si V est §-pincée, il est nécessaire que 6=1/4 et V est
6 (86 -+ 1) (1 — 8)~L-holomorphiquement pincée. Si V est A holomorphiquement
pincée, avec 1=0, alors V est ((34 — 2)/4)-pincée.

(On vérifie facilement que les relations affirmées par la proposition 1 sont
les meilleures possibles. On remarquera que la fonection 6 (86 4 1) (1 — d)—!
vaut 1 pour 6 = 1/4 et pour 6 = 0 est tangente a la fonction d).

Les relations de la proposition 1 proviennent essentiellement de ce que
le tenseur de courbure d’une variété kihlérienne vérifie

(2.1 R(X,Y)=RJX,JY) quel que soient X et Y,



el pincement holomorphe 153

Rappelons quelques notations employées dans [2]: si X;, X;, Xi, X; sont
quatre vecteurs quelconques de T,, on pose ¢(i,j)=p0o(X;, X)) et
R(i,j,k,h=(R(X;, X;) Xi, X»>. Danr le cas kihlérien, nous poserons
X = JX;. Soit maintenant {X,JX,Y,JY} un sous-ensemble orthonormé
de T,; de (2.1) et des identités de BIANCHI (voir, par exemple, la deuxiéme
partie de [2]), on déduit les relations :

(2.2) (X, Y)=e(WX,JY); o(X,JY)=¢(JX,Y)

(2.3) (R(X,JX)Y,dY)=—p(X,Y)—o(JX, Y).

3. La variété V est d-pincée.

Dans ce n% on suppose que la variété V est kihlérienne, de dimension
réelle supérieure a 2, d-pincée, et on veut montrer que d<1/4 et que V
est 6 (80 4+ 1) (1 — d)~'-holomorphiquement pincée. Pour ce faire, on majore
d’abord les o (X, Y¥) pour lesquels (X, ¥)=<(JX,Y)=0 (deux tels X, Y
n’existent que si la dimension est supérieure a 2); sous ces conditions,
Pensemble {X, JX, Y, JY} est orthonormé, done, d’aprés la formule (7) de
[2], on a

KR(X,JX)Y,JdY> <(2/3)(1—9).

Mais comme g (JX,Y)>4d, ou déduit de (2.3) la majoration:
(3.1) o(X,Y)<(2—5d)/3.

De (3.1) et de o(X,Y)=4, on tire bien §<1/4.
La démonstration utilise maintenant 1’inégalité:

(3.2) |B(,4, %k, h)[<(1/3) (PS}2 4 (QR)'?)

ol {X;, Xj, Xy, X} est orthonormé et oir:
P=2¢(i,j)— 20 E=0(,k)+e(,h —20
Q=oG,k)+o(i,h)—20  S=20(k,h) —28.

Cette inégalité n’est, pas celle qui figure dans la deuxidme partie de [2],
mais elle se démontre de fagon analogue. La signification de G étant celle
de [2], si Pon pose:

L=@G(@,t;b,k;¢,j;d,h)+ G(a,i;b,h;¢,j;—d,k),
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on trouve: L = Pa?c®- Qa2d? + Rb?c* 4 Sb?d?>+ 6R (i,j,k, h) abed ,
d’ou (voir [2]), la majoration (3.2).

Appliquons (3.2) avec j = i* et h = k*; compte tenu des relations (2.2)
et (2.3), on obtient :

e(i, )+ e, )=
= =(1/3) (2(e (8, %) — 82 (e (4, J*) — ' + @ (i, ) + o (i, %) — 20)

soit :
(@ (i, — 02 (o (j,5") — 020 (i,))+ o, *+4.

De o(i,i)=6,0(4,j*)= d,0(j.j%) <1, on déduit bien que g (i,i*)=>8 (86 4+ 1) (1 —d)~,
ce quil fallait démontrer.

COROLLAIRE. Soit V une variété, topologiquement compléte, kihlérienne,
J-pincée avec 8 >0 et soit d(V) le diamétre de V. Dans ces conditions, on a :
d(V)<m(l — 8)12(88% 4 8)—02,

Il suffit de montrer que, de V kiihlérienne, compléte, i-holomorphique-
ment pincée avec 1> 0, on déduit d (V)< 7mA—1/2), La méthode est celle du
classique théoreme 2 de [3], dont on emploiera les notations et définitions.
Soit I'= {y (s)} une géodésique de longueur supérieure oun égale a =i—1/2),
On a V9 (8) =0, quel que soit s, parce que I” est une géodésique ; mais,
V etant kédhlérienne, la dérivation covariante commute avec ’automorphisme
J; on a donc aussi Vi (Jy” (8)) = 0 quel que soit s. Soit alors < le champ
de vecteurs le long de I, défini par: Y (8) = sin (ws8/l) (Jy” (8)); la formule
de la variation seconde (formule (1) de [3]), appliquée an champ Y/, donne
un résultat strictement négatif, ce qui montre qu’il existe des courbes voi-
sines de I, de mémes extrémités et de longueur strictement plus petite ;
on a done bien d (V)< al—1/2),

4. La variété V est 1-holomorphiquement pincée.
On suppose maintenant que 1<p (X, JX)<1 quel que soit X, et ’on
doit en déduire que (34 — 2)/4<po(X,Y)<1 quels que soient X, Y.

Ecrivons que:

4.1) A<o(@X+40bY,J(@X}bY)<1, quels que soient a,b réels.

On peut supposer que (X, Y>)=0. On a: J(aX 4 dY)=a (JX)4Dd(JY),
|[|aX 4 bY|]? = (a® 4 b??2. Compte tenu des relations (2.2) et des identités
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de BIANCHI, on trouve:
(a® + R o (aX +bY, J(aX + bY)) = ...
o =040(X,J X )+-b4o(Y,J Y )+2a%%(o(X,Y )—3 R(Y,J X ) Y,J X )+uadb-}-vab3.

En changeant ¢ en — a, on se débarasse des termes en a®b et ab®. Quand
a(R(Y,JX)Y,JX), comme Y et JX ne sont pas nécessairement ortho-
gonaux, on posera (¥ ,JX)=sinw et Von aura: (R(Y,JX)Y,JX)=
= —0(Y,JX)cos? w. La condition (4.1) s’écrit donc:

(@ b2<ato(X,JX)+ 220 (0(X,Y)+3cos?w-po (¥, X))+
4 bto (¥, JY)<(a? + b3

quels que soient a, b réels; ce qui, puisque o (X, JX)<1 et o(¥Y,JY)=1,
entraine :

(4.2) 20—1<9(X,Y)+3cos?m.o(JX,Y)<1.

En procédant de méme avec la condition :
AZo@X+bJY,J(aX+bJY)S1 quels que soient @, b réels,

on trouve:

(4.3) 244 2sin?w —1<30(X,Y)+cos’w.o(JX,Y)<14 2sin°w.

De (4.2) ot (4.3), on déduit:

(4.4) (344 3sin*w —2)/4 <o (X, ¥Y)<(3sin® w4 2 — 2)/4,

et, en particulier: o (X, Y)>(31 — 2)/4, quels que soient X, Y. D’ol,
aussi: o (JX, Y)=(31 — 2)/4, et, en reportant ceci dans (4.3): 3 (X, ¥)=
<14 258in’ w — cos? w (84 — 2)/4, soit: ¢ (X, ¥Y)<1— (1cos®w)/4. Ce qui,
puisque 120, achéve la démonstration.

REMARQUES: 1) — en faisant 1 =1 dans (4.4), c’est & dire lorsque V
est & courbure holomorphe constante, on retrouve la relation classique (voir,
par exemple, [4], p. 130): o (X,Y)=(1 4 3sin®* w)/4.

2) — supposons Y tel que (X, ¥)=<(JX,¥Y)=10; dans ce cas:
sinw = 0. On déduit donc de (4.2) que:

(4.5) 0(X,Y)+oWX,¥)221—1,
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5. Réduction d’une 2-forme réelle de type (1,1).

Soit &: (X, Y)—~£&(X,Y) une 2 forme extérieure réelle sur la variété
kiihlérienne V'; dans tout ce n% on suppose essentiellement que £ est de
type (1, 1), c¢’est a dire que Dextension complexe de & est nulle sur les
couples de vecteurs complexes holomorphes, ainsi que sur les couples de
vecteurs antiholomorphes; on a done, quels que soient X, Y réels :
EX —iJX,Y —iJY)=0 et §E(X4iJX,Y} iJY)=0, conditions équi-
valentes a la condition :

(6.1) EX,Y)=¢JX,JY), quels que soient X et Y.

En un point p de V, on sait que 7, est somme directe de sous-espaces
vectoriels de dimension 2, propres pour & et orthogonaux deux & deux. En
général, ces espaces ne sont pas stables par J; soit Wc T, un tel sous-
espace et soit W= W 4 J (W) son saturé par J . Par construction, W est
stable par J; d’autre part, iV est encore propre pour & en vertu de (5.1).
L’orthogonal de V/[\f dan T, vérifie encore ces deux propriétés, ce qui montre
que T, est somme directe de sous-espaces du type de W, propres pour ¢,

stables par J et orthogonaux deux a deux. Pour un tel V/l}, stable par Pau-
tomorphisme J de carré — 1, deux cas seulement sont possibles:

1) — V/V\ est de dimension 2, engendré par X ,JX, et 'on a alors:
EX,U)=¢&WJX,U)=0, quel que soit U tel que (X, U)=(JX,U)=0.
2) — ﬁ\f est de dimension 4; par construction, ﬁ\f est engendré par
X,JX,Y,JY, ol X,Y sont tels que £§(X, U)=§&(Y, U) =0 quel que
soit U tel que (X, U)=(Y,U)=0. Posons Y=aJX + bZ, od Z est
tel que (X, Z) =<(JX,Z)= 0. Pour la restriction de & a 1/4\7, les seules
composantes qui peuvent étre non nulles sont: &§(X,JX), §(Z,JZ), §(X,Z)=
=¢&(JX,JZ), puisque &§(X,JZ)=—¢(JX,Z)=0. Bt VPona: £ X, U)=
=¢(JX,U)=¢6Z,U)=¢&(JZ,U)=0 lorsque U appartient a orthogonal
de W.
En résumé, pour tout p, il existe une base de 7, de la forme {X;, X,
Xty Xoppr U (X, L} (6 =1,38,...,2p —1;1=2p+1,.., (dim V/2))
telle que les seules composantes de & qui peuvent étre non nulles sout les:

E@,iM,E((-+1),64+ 1,6, i+ 1)=86" G+ 19,E0,0.
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6. Formes harmoniques réelles sur une variété kihlérienne compacte.

LEMME. Soit V une variété kihlérienne qui est, soit O pincée avec 6 >0,
soit A-holomorphiquement pincée avec A>1/2. Alors V est a courbure de
Ri1c0I strictement positive.

Rappelons que la courbure de Rrcor d’une variété riemannienne est la
forme quadratique Ric (X, Y), définie comme étant la trace de la forme
Z—~—(R(X,Z)Y,Z). Si {Z)] est une base orthonormée quelconque
de T,, on aura donc: Ric (X, X)= ;0 (X,Z). Si V est & courbure
strictement positive, le lemme est trivial. Si V est i-holomorphiquement
pincée avec 1> 1/2, prenons une base orthonormée de T, de la forme
(X,JX}UX;,JX)}(i=2,..,(im V)/2). On a:

Ric (X, X) = o (X, JX) 4 Zi (e (X, X) + ¢ (X, JXi) > o X, JX)> 0.

d’apres l’inégalité (4.5). Ce qui démontre le lemme.

Soit & une 2-forme réelle harmonique, sur la variété Lihlérienne compacte
V'; on sait, d’une part que & est somme de trois formes harmoniques de types
respectifs (2, 0), (1, 1), (0, 2), d’auntre part que si V est a courbures de Ricct
strictement positive, il n’existe pas sur V de formes harmoniques de type
(2,0)ou (0, 2).Si donec V est & courbure de Ricor strictement positive, & est
nécessairement de type (1, 1). Désignons par 2 la forme de Kihler de V;
on sait (par exemple: [6], p. 274) que toute 2-forme harmonique & sur V
peut s’écrire £ =k 2 4 7, ol %k est un nombre réel et ; une forme effec-
tive, ce qui se traduit, pour une 2-forme, par la condition X; % (i ,i*) =0
(od {X;, Xix> est une base orthonormée quelconque). En resumé, pour étu-
dier le deuxidme groupe de cohomologie réelle H?(V , R) d’une variété
kdhlérienne compacte, a courbure de Ricocr strictement positive, il suffit
d’étudier les 2-formes harmoniques réelles &, qui sont de type (1, 1) et vé-
rifient 3; £ (1 ,i*) = 0.

Employons la méthode utilisée dans la deuxiéme partie de [2]. Le cas
le plus simple est celui o, dans la réduction du n® 5, en tout point, tous

les sous-espaces du type de W sont de dimension 2, c’est a dire que en
tout point p il existe une base orthonormée de T, : {X;, Xis}, telle que les
seules composantes de & qui peuvent étre non nulles sont les &(i,i*). Sous
ces conditions on a la:

PROPOSITION 2. Soit V une variété kihlérienne compacte, qui est, $oit
d-pincée avec 6 >0, soit A-holomorphiquement pincée avec 1>1/2. Soit &
une forme harmonique réelle sur V, telle que, en tout point p de V, il existe
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une base orthonormée {X;, Xi«] pour laquelle les seules composantes de & qui
peuvent étre mon nulles sont les £ (i ,1*). Alors & est nécessairement proportion-
nelle a la forme de Kchler de V.

On a vu que ’on peut supposer que ;& (i,%*)= 0. Avec les notations
de la deuxiéme partie de [2], on a:

FO=2 2 (@) +el,jNE, "4 2 B i*j,JNE G, &G,
PR E R )

Mais, en ‘utilisant (2.3) :
F (&) = f, (@ (i,0) + 0 (i, J) (6, — &G, JMP

Dans les deux hypothéses de la proposition, on a: o (i,j) + o (i,j* >0
(d’aprés (4.5)). C’est done, puisque F (£) ne peut pas étre strictement positif
([5], p. 218), que Von doit avoir: &(i,*) = &(j, % quels que soient i == j.
Comme 3;&(i,i*) =0, 0n a £=0.

Si les hypothéses faites sur & ne sont plus valables, le calcul de F (&)
en dimension quelconque conduit & un expression assez peu maniable. Par
contre, en dimension 4, on a la:

PROPOSITION 3. Soit V une variété kihlérienne compacte, de dimension
réelle, qui est, soit d-pincée avec 6>0, soit 1 holomorphiquement pincée
avec 1>1/2. Alors, on a dim H?(V , R) = 1. (Ces bornes sont les meilleures
possibles comme le montre ’exemple du produit de deux droites complexes,
qui, muni de sa structure kihlérienne canonique, est & courbure positive
ou nulle et (1/2)-holomorphiquement pincé).

D’apreés le n® 5, on peut trouver, pour tout p, une base {X;, X;,X,,
X,«) de T, pour laquelle les seules composantes non nulles de & sont
E(1.1%, £(2,2%, £(1,2) = £(1*%,2%. On a vu que 'on peut supposer
que, de plus: &(1,1% 4 £(2,2% = 0; posons: a =& (1,1%) = —£(2,2%
et b=4¢&(1,2) = & (1%, 2*%. Pour F (£), on trouve

(1/2) F (&) = 4a® (0 (1,2) + o(1,2%) + 4ab (R (1,1%,1,2) — R (2,2%,1,2)) + ..
woF 01,1 +0(2,2%+20(1,29—20(1,2).

On peut relier F(£) a la quantité suivante G :
G = ¢ (al 4 2% a2 4 B1%) 4 ¢ (x1 4 2%, a2* — f1);

cette quantité est, dans les conditions de la proposition, strictement posi-
tive, d’apres (4.5), dés que a et b ne sont pas nuls tous les deux. D’autre
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part, le caleul de G donne:
(@ 4 2R G = (* — PP (e(1,2) + o(1,2%) + ...
e 208 (0 — 2 (R(1,1%1,2) — R(2,2%1,2) + ...
weh @B (e (1,1%) 4 0(2,2%) +20(1,2%) —20(1,2).

L'on aura done (1/2)F (&)= G- (x®+ p?~2>0, si l'on peut trouver a,f
tels que a® — f2 = 2a et af = b, ce qui est toujours possible car il suffit
de prendre pour « + J— 1 f ane racine carrée de 2 (@ 4 J— 1 b). On a dounc
bien & = 0, ce qu’il fallait démontrer.

En dimension 6, en utilisant la réduction du n® 5 et la majoration
fournie, dans la démonstration de la proposition précédente, pour F (&) a
Paide de le quantité G, on démontre la:

PROPOSITION 4. Soit V une variété kihlérienne compacte, de dimension
réelle 6 et 3-pincée. Si 6> 0,146, alors dim H?(V,R)=1.
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