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ESPRESSIONI CHE DANNO I’AREA DI UNA
SUPERFICIE 2=f(,y IN RELAZIONE
AL PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO

Nota di CALOGERO VINTI (!) (Palermo)

1. INTRODUZIONE. E noto (?) che per una curva rettificabile C: x == (t),
y=y@), a<t<b, la lunghezza d’arco Lp & data da:

b—h
1 B@=Hln[l/[w<t_|_hh)l_“‘”(t)r_l_ [?/(t—l-h)——y(t) Zdt.

0 h

La proposizione tonelliana (3), la quale afferma che .2p & data dall’inte-
grale classico solo e quando le funzioni x(¢) e y(f) sono AC in (a,d), as-
sume allora V’aspetto di passaggio al limite sotto il segno, nella (1), valido
soltanto nella classe delle curve AC, ‘ciod di caratterizzazione di quelle
curve rettificabili per le quali & valido nella (1) il passaggio al limite sotto
il segno. L. Cardamone (%) ha studiato la caratterizzazione di quelle curve

(1) Lavoro eseguito nel Seminario di Analisi Matematica della Universitd di Palermo.

Ringrazio il Prof. E. Ba1apa par i consigli che mi ha dato.

*) E. Ba1apa: La variazione totale, la lunghezza di una curva e Uintegrale del calcolo
delle variazioni in una variabile. Atti. Accad. Naz. Lincei. Rend. Cl. Fis. Mat. Nat. serie
VIII, vol. XXII. pp. 584-588. anno 1957,

E. Batapa e L. CARDAMONE : La variazione totale ¢ la lunghezza di una curva. An-
nali Scuola Norm. Sup. di Pisa, vol. XI, pp. 29-71. anno 1957.

E. Batapa: Sulla convergenza in lunghezza delle medie integrali. Annali di Mat. pura
e applicata, (1V), vol. XLVIIL. pp. 223-228. anno 1959.

(®) L. ToNELLI : Fondamenti *di Calcolo delle Variazioni. vol. I0 pag. 183 Zanichelli
Editore Bologna,

(%) L. CARDAMONE : Sulle espressioni che danno la lunghezza di una curva. Atti, Acoad.
So. Lett. Arti. Palermo. (VI), vol, XVIIL pp. 269-275. anno 1957-58.

L. CARDAMONE : Le formule di rettificazione, il passaggio al limite sotto il segno ¢ le
medie integrali. Istituto Lombardo Accademia di Scienze e Lettere (in corso di stampa).
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rettificabili per le quali nella (1) & possibile il passaggio al limite sotto il
segno relativo soltanto ad uno solo dei rapporti incrementali, ad es. quello
della x (t), mostrando che se x(f) & AC in (a, b), si ha:

b—h
@) Lo = ]im/V yE+N—yOF
R0 S h

e viceversa se & vera la (2), la x (¢) risulta AC in (a, b).

In questo lavoro ci proponiamo di studiare l’analbga questione per le
superficie 2 = f(x,y), @,y € Qa,<x=<Dby; ¢, <y =dy], continue e ad area
finita secondo Lebesgue, questione che porremo in termini precisi dopo aver
fatto alcune considerazioni.

Detta A (f, R) Varea della porzione di sunperficie 2 = f(x, y) corrispon-
dente al rettangolo R[a<x<b; ¢<y=d] completamente immerso in @, la
proposizione analoga alla (1) non & sempre vera perche in generale risulta (%) :

3) i‘l’&f/V +[fw+h,y Y

ed il segno = ha luogo allora e soltanto quando la f(z, y) & ACY in E(9).
Riflettendo perd sulla circostanza che la (1) pud seriversi sotto la forma :

J@y+ O —T@ Y a0 > as ),

T k

L= lim Lep »
h—0

h

h
essendo Gh:ac:wh(t):—}lb—[w(t—l—n)dn; y=yh(t)=%/y(t—|—n)d¢7 la
0 0

curva media integrale, la quale & manifestamente AC, 1’estensione della (1)

() L. C. YOUNG: An expression connected with the area of a surface 2= F(x,y). Duke

Math. Journal. fase. II anno 1944 pp. 43-57.
T. Rapd: Length and Area. American Mathematical Society Colloquium Publica-

tions. vol. XXX. anno 1948. pag. 536-V.3.37. e pag. 542-V.3.41.

() f(x,y) dicesi ACY (assolutamente continua secondo L. C. YOUNG.) in E se sono
verificate le seguenti condizioni.

i) f(x,y) ® CVLT in R

ii) esistono due insiemi di BOREL B,, B, tale che: a) f sia 4C come funzione della
% nell’insieme B,y intersezione di B, con le rette orizzontali di quota y, per quasi tutti
gli y di (¢, @); b) f sia 4C come funzione della y nell’insieme By intersezione di B, con
le rette verticali di piede x, per quasi tutti gli « di (a,bd); ¢) By + By=R.
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alle superficie 2 = f(r, y) & possibile se si ricorre alle superficie medie in-
tegrali.

1
Considerata infatti la superficie 2= F}, x(®,v) =ﬁfff(x—|—n,«y—|—t) dn dt,

detta superficie media integrale, la quale & ACT (assolutamente continua
secondo Tenelli) in R, risulta:

(4) A, R _11mffV1+R2+R2 dxdy,
h—0
k—0

k)— k
essendo Ty— kffw-l-h ) — /@, y+1) dt, e [f (@, y—i—c S(@,y+-k)
0
le derivate parziali della Fy;(x,y) rispetto ad = e y (7).
Sela f(x,y) &8 ACT in R, Varvea & data dall’integrale classico (Tonelli) (3):

Ay B =ffV1 FFEF 7R dndy,
R

e poiche in tal caso &: lim Rh >~ fr, llm Rk Sy, il teorema di Tonelli
h—0
k0 o

agsume D’aspetto di teorema di passaggio al limite sotto il segno nella (4).
Cosa pud dirsi se la f & AC rispetto ad  in (a, b) per quasi tutti gli
y di (¢, d), senza che sia AC rispetto ad y in (¢, d) per quasi tutti gli »
di (a,d)?
Poichd in tal caso & lim B > S+, possiamo dire che nella (4) & possi-

h—0
k—0

bile il passaggio al limite sotto il segno relativo soltanto ad R
Risponderemo (nel N. 6) affermativamente mostrando che:

(") La (4) per h =1k & stata mostrata da T. RaDp0d: testo citato in (5), pp. 515-516;
per k e k qualsivoglia la (4) & un caso particolare in un teorema assiomatico di conver-
genza in area dato da:

C. VINTI: Sopra una classe di funzionali che approssimano Varea di una superficie.
Annali di Mat. pura ed Applicata. (IV), vol. XLVIII pp. 237-254 anno 1959. (Onoranze a
G. SANSONE).

(8) L. ToNeLLI: Sulla quadratura delle superficie (Nota 2°). Atti, Accad. Naz. Lincei,

Rend. Cl. So. Fis. Mat. Nat. (6) 3, 633-638, anno 1926,
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Condizione necessaria e sufficiente affinché risulti :

(5) 1imffV1+ff—|—§idwdy=A(f,R),
i B
¢ che f sia AC rispetto ad x in (a, d) per quasi tutti gli y di (¢, d).
Questa proposizione viene a caratterizzare le superficie per le quali
I’area & data dalla (5).
Riprendiamo in considerazione la espressione a primo membro della (3):

(6) limffl/l_|_[f(‘”'l—h’yh)_f(w,?/)]z+[f(w,y+72—f(m,i)2dwdy
R

h—0
k—0

ed osserviamo che il motivo per il quale la (6) non da l’area, nella classe
CVLT, & dovuto esclusivamente alla presenza nella (6) di entrambi i rap-
porti incrementali, percheé se nella (6) lasciamo inalterato un solo rapporto
incrementale, ad es. quello rispetto ad «, ed il rapporto incrementale ri-
spetto ad y lo mediamo rispetto alla variabile #, allora la (6) cosi trasfor-
mata da l’area. Cid sara dimostrato al N. 5, facendo vedere che :

lim 1im//l/1+[f(w—l-h,y)——f(w,y)
0 k=0 h
R

k
lim “m[/‘/l _|_liff(w+h,y+t)—f(w,y+t)dt]z+ [f(w,y—l—k)-—f(x,y)rdwdy___A(v
k-0 h—0 k / h k
R

Tenendo poi presente la caratterizzazione del Tonelli delle superficie
per le quali area & data dall’integrale classico, possiamo dire che se nella
(6) operiamo il passaggio al limite sotto il segno si ottiene l’area solo e
quando /' & ACOT in R; il teorema di Tonelli caratterizza cio® quelle super-
ficie per le quali operando nella (6) il passaggio al limite sotto il segno si
ottiene 1’area. Cosa pud dirsi se nella (6) si opera il semi-passaggio al limite
sotto il segno?, cio® & possibile caratterizzare quelle superficie per le quali
operando nella (6) il passaggio al limite sotto il segno, relativo ad es. sol-
tanto al rapporto incrementale rispetto ad x, ’espressione che cosl si ottiene
dia Varea ?

Risponderemo (nel N. 3) affermativamente mostrando che:

2
dedy=A(,

h
2L [fletny+k)— ety
+i ; K
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Condizione necessaria e sufficiente affinché risulti:

limff]/l—l—ff—l-[f(w’y+’2_f(w’y)2dwdy=A(f,R),
R

k—0

¢ che f si AC rispetto ad x in (a, b) per quasi tutti gli y di di (c, d).
Faremo poi vedere (nel N. 4) che nella classe CVLT D’area & data an-
che dalle seguenti espressioni :

]- . ~ > —

9) lim lim f f V14 R2 + R dudy = A (f, R),
R

(10) Tim }11113/[1/1 + B2+ Ridady = A (f, B),

R

mostrando che le formule (4), (7), (8), (9), (10) sono formule perfette, nel senso
che se &: A (f, R) = -} oo, le espressioni a primo membro di ciascuna di
dette formule sono pure -} co, e viceversa se una delle espressioni a primo
membro di una di tali formule & 4 oo, & anche A (f, R) = + oo.

Nel n. 6 caratterizzeremo anche quelle superficie per le quali ’area @
data dalla

lim lim f/V] +f;’2 - 'Ri dx dy

=0 h—0
R

facendo vedere che queste superficie sono soltanto quelle per le quali &
S AC rispetto ad « in (a,d) per quasi tutti gli y di (c, d).

Per le dimostrazioni delle proposizioni enunciate ci serviremo, fra I’altro,
del seguente lemma :

Dette A (f, R), g7 (f, R), 95 (f, R) le funzioni singolari di rettangolo dell’a-
rea e degli integrali di Tonelli, risulta :

o~

ostr. sup. = (g1 (£, 7,) + o (/,7,))F = 4°(; )
essendo v;;:1=1,2,3,..,n;j=1,2,3,...,m; una generica suddivisione di
R in rettangoli ry; con i lati paralleli a quelli di R e a due a due senza punti
interi a comune. '

La dimostrazione di tale lemma la daremo al N. 2, e facciamo notare
che nella letteratura non esistono proposizioni che stabiliscono relazioni di
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uguaglianza tra A°(f, R) ed ¢! (f, R), g5 (f; ), salvo nel caso che sia f ACT
od ACY perche allora risulta: A°(f, R)= g} (f, R)+ ¢ (f, R).

Osserviamo infine che assegnata la funzione f in (), e fissato un rettan-
golo R totalmente immerso in @, spesso, per necessitd algoritmiche, altere-
remo la legge di definizione della f fuori di R, definendo f fuori di K me-
diante simmetrie rispetto ai lati di R.

2. Supponiamo f(x,y), d’ora in avanti, CVLT in @, e, per ogni rettan-
golo K immerso in ¢, poniamo :

d b
Uy B) = / Volf @ )5 a,0] dy, g5 (f; B fV,, @ 9); 0 4] da.

Le funzioni di rettangolo g, (f, R), ¢, (f, R), A(f, B) si possono definire per
ogni insieme B di Borel in ¢, in modo che continuino ad essere non nega-
tive, completamente additive e continue (°).

Siano :
(11) 9,(f, B)= f f \f, | dz dy + 43 (f, B)
B
(12) 0B = [[\f, |y + a8
B
(13) A(f,B)= / / S22+ 12 dwdy + A°(f, B),
B

le decomposizioni di Lebesgue delle funzioni ¢, ,g¢,, 4.

Le funzioni singolari d’insieme g¢!(f, B), ¢; (f, B), A°(f, B), sono non ne-
gative e completamente additive.

E noto (1%) che esiste un insieme ¢, di Borel, ¢,c R, m (¢)) = 0 tale che :

a) in B —e¢, le funzioni g, (f, B), 9, (f; )(A (f, B) sono derivabili e
1

le loro derivate sono rispettivamente |f |, | fy’], (f2+ ff +1)2.
b) g} (f, B) = g, ([, e 95 (f, B) = g, ([, ¢)), A° (S, RB) = A (f, ¢,)-

(?) T. Rapd: testo citato in (5), pag. 184. III. 1.43.
(19 T. Rapd: testo citato in (3). pag. 529. V. 3.28.
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Dimostriamo il
LEMMA 2. Qualunque sia il rettangolo R immerso in Q, risulta :

1
(14) estr. sup. 3 [g7° (f, 7,) + 98 (fy7,)]" = 4°(f, )
(25}

essendo vy j,1=1,2,3,..,n;j=1,2,3,..,m, una generica suddivisione di
R in rettangoli r;j con i lati paralleli a quelli di R ¢ a due a due senza
punti internt a comune. . .

Per Puniforme sommabilita(!!) in R della funzione (f?2 - f’; 4+ 1)%,in
corrispondenza ad ¢> 0 arbitrario esiste un d(g) > 0 (0 < ¢) tale che per ogni
ingieme misurabile £ ¢ R, con m (H) <, risulti :

- (16) f/(f;} + 4 1)2ldw dy < e
"B

Essendo ¢, di misura nulla, esiste un insieme X d;;, ¢ =1, 2, ...;j=1, 2,...;

i

costituito da un numero finito o da una infinitda numerabile di rettangoli

chiusi, aventi i lati paralleli a quelli di R, con X|d;;|<d, e tale che :
i,j

¢, €2 dij € R. Poichd & ¢, c 3 d;; si ha(1?):
; >

1,§

1 1
2 2

(68 (Fy e + 3 U5 e))? < I, 2 ) + 6305, 2 4, ) + (2 1, %,

ed essendo g, (f, B), g, (f, B) funzioni d’insieme completamente additive, e
tenuto conto di una nota disuguaglianza di Minkowski (13) risulta:

1
2

2 (f,Za)+ g (f,2a)+ (S a2 =g (f,d )]+
i ij ij ij 4
1

1
+ [2; g2 (f, di,.'i)F + [1’2] I di,j ”2}? 55 {g% (.f’ diyj) + 93 (fy di’j) + l d,',yj |2} 2,

1

(1) La sommabilitd in @ della funzione (j‘a;2 + fy'2 + 1)?, sotto Vipotesi che z = f sia
ad area finita in @, ® stata dimostrata da:

G. LAMPARIELLO : Sulle superficie continue che ammettono area finita. Atti. Ace. Naz.
Lincei (6) 3, 357-362. anno 1926.

(*2) T. Rapo: testo citato in (5), pag. 183. IIL. 1.40. e pag. 184. IIL 1.44.

(!3) Cfr. G. H. HaRDY, J. E. LITTLEWOOD, G. PoLYA : Inequalities, Cambridge. Univer-
sity. Press 1952 pag. 31.
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Ma e:
, 1
(02 (fy d,) + g3 (f ;) + 14 VT < 4 (f,d,)) (19,
e quindi, in virtu delle attivitd della funzione A (f, B), si ha:
1
(02 (fye) + 2 (fre)) T <Z Afd,)=Af, 2 d,).
1,J i,§

Da quest’ultima, tenuto conto della proprieta b) e della decomposizione 13),
segue :

1 S
(9 B + o (7, B)}? s/ / U2+ Ip+ 17 dody + 40 (f, 2 ),

2d;
ij
ed in virta della (15) si ha:
) 1
(00" (f, B) + g3 (f, R)? <e + A°(f, 2 d, ) <e+ A°(f, R).
)
Tenuto poi conto dell’arbitrarieta di ¢ segue:

1
(9% (fs B) + ¢ (f, B))? < A°(f, R).

Detta r;;,i=1,2, ..,n;j = 1,2, ..., m, una suddivisione di R in rettan-
goli »;;, con i lati paralleli a quelli di B, e a due a due senza punti interni
a comune, poiche la precedente & vera per ogni rettangolo »;;, si ha:

1
estr. sup. = g (f, 7, )+ 93 (f; 1, )}2 < S A°(fyr, ) = A°(f, R).
%) W

Se allora dimostriamo che :
) 1
(16) estr. sup. > (00 (fyr) + 93 (fyr, )12 > A°(f, B)

il lemma enunciato & dimostrato.

(14) L. ToNELLI: Sulle quadratura delle superficie (Nota 1°)., Atti Accad. Naz. Lincei
(6) 3, 357-362, anno 1926.
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Varea di una superficie z=f (z,y) ecc.
In virtd delle decomposizioni 11), 12), e delle, note disuguaglianze di
Minkowski (15) & :

1
2

iz‘j {gf (ﬁ lri,j) + g; (f7 ’r,;,:,) + | ym’ |2} ==

1

2 2 2
=5_§[ f lf;ldxdy+gg<f,n,,->]+[ f/ lf;ldwdy+gg<f,n,,.>}+|r,-.,-l2§ <

7§ rij
1
2 ' 2 2
<l [[iraa) +([[ir1aea) + 1 +
Ty rij
?<

+2 (9 (fyr. )+ 9% (fy 7))

1
2 =

1
<3 [[Uzrp 40 w4 2+ o0

s
1
2

%)
1
_ / / 2 A 1T ol S+ o .
R )

Prendiamo ora, al variare della suddivisione r;;, 1’estremo superiore
del primo e dell’ultimo membro della precedente, e ricordiamo che l’estre-
mo superiore del primo membro da P’area A (f, R), e che inoltre vale la

decomposizione 13). Si ha:
1

1 T )
/f(fa;2+fy’2+ 1)2 do dy + A° (ﬁR)s/f (fo +/y + 1) dody+
R R

1
2
?

+ estr. sup. = (g (f, 73,) + 98 (/7))
1’?1
e questa non & altro che la 16).

(15) Cfr. testo citato in 13).



112 CaroGkRO VINTI: Espressioni che danno

3. Supponiamo sempre f(x,y) C VLT in @, supponiamo inoltre
che il rettangolo K sia completamente immerso In ¢, e poniamo
S, y+k—S(@,9) i

k
in questo numero il
TEOREMA 1. Condizione uecessaria e sufficiente affinché risulti :

By = y con 0 <k<min(dy—d,c—c;). Dimostriamo

(17) lim f Vi4s’ + Bidedy = A(/, B),
k—~o0
R

é che f(x,y) sia AC rispetto ad x in (a,d) per quasi tutti gli y di (c,d).
Necessita. Siano £, (1), 2, (A) rispettivamente 'i confini superiori degli

insiemi ff|ﬂ|dwdy,/ | fy | dz dy al variare di E in @ ,con m(E)<1,2
E E

essendo un numero positivo. Per l'uniforme sommabilita delle funzioni

S« fy, in corrispondenza ad &>0 esiste un A(e)>0 (1<e¢), tale che

risulti : 2,(A(g))<e,2,(A(e))<e. Se e, & linsieme di Borel introdotto

al N. 2, in R—e, esiste Jfy, e quindi per ogui successione k, -0 &:
x kn -

]mf( ’y—l_ ) f( fy ’y)ER—eo

n—00 k”
Fissata una successione k, -0, in virti del noto teorema di Severini-

Egorov, esiste un insieme chiuso C contenuto in R —e,, con m (R — ¢))—
f@,y+ k) — f@,y)
kll
verga uniformemente ad f, . Se denotiamo con ¢ linsieme di Borel R — C,

risulta m (¢) <1 (e), e si ha:

ffl/1+f + R, dxdy_/fv + S + Bp, dw dy +

—m(c)< A(e), e tale che in C la successione con-

+ [T R, way
sf/l/1+f,;2+ Rindxdy-g-m(e)-k//]f;]dmdy+/f|1i¢kn'| da dy <
C e e

S//Alll_i_fx?__l_lzindmdy—l—l(e)+Q1(l(8))—|—//|R.k"|dwdy.
C e
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Essendo poi (16):

n—co

ﬁa[ﬁRk,,|dwdysszz<us»+gg<f,m,

8i ha:

11—>00

R

Fnf[1+f;2+RindwdyS//V1+fﬁ+ffdwdy+

4 2 (e) + 2, (4 (2) + 2, (A(e) +
+9;(f, B) Sffl/l +fo'  fy dwdy 4 32+ g3 (f, B),
R

e poich® ¢ & arbitrario e arbitraria & pure la successione k,— 0, segue:

m/ﬁ/l + 1.’ + B do dy s/fVl +fo 1y dwdy 463 (f , R) .
R

k=0
R

Ammessa vera la (17), in virth della decomposizione (13) e della disu-
guaglianza sopra ottenuta, si deduce:

fﬁh L EE S dw dy—}—AO(f,R)Sf/Vl—i-fa? +f) dwdy + g3 (f, R),

R R

da cui:
A°(f, By =gy (f, R).
Tenendo ora presente il lemma 1., si ha:

1

(0 B) + of (f \ B)F<A(S, B)S gl (S, B),
e quindi:
9(1) (f,B)=0.
La f(®,y & dunque AC rispetto ad x in (a,b) per quasi tutti gli y
di (¢,d).

3

(46) T. RADO: testo citato in 5), pag. 531; V. 3.33.

8, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Sufficienza. Per mostrare la sufficienza adopereremo il seguente
LEMMA 2. Se f(x) ¢ continua e a variazione limitata in (a,, by) , preso
comunque un intervallo (a,b) interno ad (ay, by), €:

b
/If(w+h)—f(w) .
h

per ogni 0 <h<b, —b, e dove V[f(®);a -+ n,b- ] é la variazione totale
di f(x) nell’intervallo (a 4+ n,b 4 %) (7).

Definiamo nel rettangolo [a=w Sb +b—a;¢<y<dy)] la funzione
J*(x,y) con la seguente legge: f*(x,y) = f(x,y) nel rettangolo [a <z <b;
6o Sy <dy; nel rettangolo [b<x<b-+b—a;c,<y=<d, definiamo f*(x,y)
mediante simmetria rispetto al lato x = b. Poiche f é AC rispetto ad x in
(@ ,b) per quasi tutti gli y di (¢,d), f* sard AC rispetto ad x in (a,20—a)
per quasi tutti gli y di (¢,d); f* risulta allora ACY in R, e per un noto
risultato di L. C. Young (18) &

lim //V1+ f”"w—l—h,y — (@, y)? + @,y 4 k) —f* @,y dw dy—

B k

h
S%/V[f(w);a-l—n,b—knldm
0

A(f*,R)=A(f,R).

€ER &: f*('”y?/'i'l‘;z_f*(”’y) =f(w7y+ k])c_ f(z,y) ,

Osservando che per (z,y)

a (18) per h =1k si scrive:

lim/ 1+ R+ Ridedy= A (f,R),

k0

ffatk,y)—f*@,y)
7 .
La sufficienza resta provata se mostriamo che:

fﬁ/l + B+ R do dy—f/l/l +fo - REdw dy | =
R R

ove 8’8 posto: Rj =

lim
o0

(17) Per la dimostrazione di tale lemma cfr. C. VINTI nota citata in 7).
(!8) L. C. YouNG nota citata in 5).
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Osserviamo che :

UfVlJrR +dem—ffV1+fm + ke dwdy|<

ffVIR —fa Idwdy,

e per una nota relazione di Schwarz risulta:

(19) /V|R;Z—ffldmdyﬁl//[lR:—i—fHdmdy-Vf | Ry — fa | da dy.
R “E B

//I sz+faé|dwd?15f/|Rr*§dedy+/f|fa§ldmdy,
R R B

lim / | B# | dw dy = g, (f*, R) (*9),

E—0

Ma e:

e poiche:

/

ne segue che il primo fattore a secondo membro della (19) & limitato al
tendere di & a zero.
La sufficienza resta allora dimostrata se proviamo che:

(20) llm//|Rk —foldedy=0.

Poiche }cim Rf = fy, quasi ovunque in R, la (20) & vera se si prova la
—0

uniforme sommalitd in R della funzione RF — f,, e poich® f, & uniforme-
mente sommabile in B, basta mostrare la uniforme sommabilitd in R della
funzione R} .

E noto (*) che la funzione di rettangolo g, (f*, R), essendo f* AC
rigpetto ad « in (a,2b — a) per quasi tutti gli y di (¢,d), & assolutamente
continua nel rettangolo R*= [a <4 <2b — a ;¢ <y=<d], quindi in corrispon-

(49) Cfr. T. RaDO: testo citato in 5), pag. 528, V. 3. 26.
(?0) Cfr. 8. Saks: Theory of the Integral. Monografie Mathematyozne Kamitet Reda-
koyjuy. Tom. VII. Hafner Pubtishing Company New York pag. 174, 6. 1. e pag. 121, 7. 8,
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denza ad e¢>0 esiste un d(¢)>0, tale che per ogni sistema di rettangoli
ercR rj=la;<e<b;¢<y<dj,i=1,2,...,n,j=1,2,..,m,a due

]
a due senza punti interni a comune, con i lati paralleli a quelli di R*,

con 3|7i;|<é(e) si ha:

a

(21) S (fhri)<e.
?'7.’

Consideriamo allora un sistema di rettangoli X r;j, c R,i=1,2,..,n;
i,f
j=1,2,..,m, a due a due senza punti interni a comune, con i lati pa-

ralleli a quelh dl R, con Z|rl,|<6(e e supponiamo 0 <k<b—a.

0j
Si ha, in virtd del Lemma 2.,

fﬁRk'M—ffdyf

1‘,’,]

f* @Ak, 3/) S* (@ y)

k

<2—fdnf * (a0, y); @i + 9, bs +17]dy—— 291(1'*,72’4)«117,
0

avendo denotato con 7; il rettangolo [a; +n<ax <b;+ 7n; ¢;<y<dj].
E poiche i rettangoli 2 ry; mon hanno a due a due punti interni a co-

Y
mune, ed &: 317,c B*, 3|r? [ <4 (e), la precedente in virth della (21) ci da:
= "4, o

zf | R | de dy < e,
i

i
e quindi R} risulta uniformemente sommabile in R.

4. Definiamo nel rettangolo R*=[a <o <b+b—a;c<y<d+d—d]
la funzione f*(x,y) con la seguente legge: f*(x,y)=f(x,y) per (x,y)€R;
nel rettangolo [b<x<b-+b—a;c<y<d] definiamo f* con una simmetria
rispetto ad = b; indi definiamo f* nel rettangolo [a <z <2b—a; c<y < 2d — ]
mediante una simmetria rispetto al lato y = d. D’ora in avanti con R* e f”f
denoteremo il rettangolo e la funzione definiti come sopra, e supporremo
sempre, come gia detto al N. 2, f O'VLT in @. Considerata la superficie media

integrale : @ = Fj 5 (¢, y) = ff‘*(w—l—n,y—}—t)dndt (v, y) <R, 0 < h<
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<b—a, 0<k<d—e¢, la quale & ACT in R, si ha:

(22) lim A (Fy 5, B)= A (f, B)(*)
=
Posto :

k h
_ 1 [Pty =Sy, e L /f*(w—l—n,y+k)—f*(w+n,y) "
k 13 ! T h k ’

Eﬁ, Eﬁ rappresentano rispettivamente le derivate parziali della Fj (2, )
rispetto ad x e y, e la (22) si scrive:

(23) limffl/l—}-R + Ry dvdy=A(f, R
h—0
k—0

Dimostramo il seguente
TEOREMA 2. Con i simboli posti risulta :

h—0 k—0

1
Consideriamo la superficie 2 = f5 (x, y) = T/f* (+ 9,y dy, (2,y)€ER, 0~
0
<h<b—a.

Poiche la funzione f5 &, per ogni h, AC rispetto ad « in (a,d) per tutti
gli y di (¢,d), in virth del Teorema 1. risutta:

h
A (fif, B) = lim f [ ‘/ w+’b,i)—f(w,y)]2 n [ % / (w+n,y+7~¢lz—f*(w+n,y) dy| do dy =
0

(21) Tale risultato @ un caso particolare di un teorema dato da C. Vinti: nota citata
in 7).

(*2) Tale teorema si pud dimostrare per via diretta seguendo un ragionamento che
permette di raggiungere anche il teorema dato dalla (23); qui riportiamo questa dimeo-
strazione.
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=1im/ﬂ/1+Rh + B dw dy,

k—0

f*($+ I"y) _‘f*(xa y)
h
Mostriamo ora che per 0 <h <b— a, esiste il limite :

avendo posto: R} =

k—0

(26) lim//'/l + Rh + Rp®da dy,

ed &

27) nmffl/1+1:,, + Bp?dw dy = lim [fl/1+1zh + R dw dy.

k—0 k—0

Infatti si ha:
'//Vl 4 B —|—szdxdy—/fl/1-l—1f,h + BPaway| <
R

e, per una nota relazione di Schwarz, quest’ultima viene ad essere maggio-
rata coma segue :

(28) ’f/Vl-l—Rh —|—R,c dwdy—ffVl—}—R —I—R,c de dy | <

/ ~e ~
Sl/fﬁRﬁ—l—R}f]dxdy-VfﬁR;‘f-—-R;{[dwdy.
R R

E poiché per ogni 0 <h<b— a, a causa della continuita uniforme in R

S* (@4 hyy) — f* (2, 9)
h

fVth -—Rh Idd’dy,

, 8i ha:

della funzione

k
lim B —1im L (L@ ST @y A+ et hy) — @)
k-0 k—0 h h

uniformemente in R, ne segue che il limite per ¥ —~0 del primo fattore a
secondo membro della (28) & finito, mentre quello del secondo fattore & zero.
La (27) & allora dimostrata.
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Osserviamo ora che la funzione fi tende, per h—0, ad f* uniforme-
mente in R, e quindi in virth della semicontinuitd inferiore dell’area secondo
Lebesgue, risulta :

lim 4 (f¥ RB)> A (f* B)= A(f, B).

h—0

E questa, tenuto conto delle (25), (27), si scrive:

(29) lim lim //Vl—}—R;Tz—l—Rk de dy> A (f, R)

0 k—0

D’altra parte, essendo vera la (23), in corrisponpenza ad &> 0 arbitrario e-
sistono un & >0 e un % >0 tali che per 0 <h<h, 0<k <k, si ha:

//V1—|—R Ri'de dy < A(f, B) + .

E poiche esiste il limite del primo membro di quest’ultima per &k — 0, de-
duciamo :

Tim lim //V1+Rh + RBP< A(f, R)

h—0 k—0

Questa assieme alla (29) ci da la (24).
Analogamente si mostra il seguente
TEOREMA 3. Con i simboli posti risulta:

(30) lim lim ]ﬁ/H-Rh + Byt dw dy = A (F, R).

k=0 h—0

OSSERVAZIONE I. Le formule (23), (24), (30) sono delle formule perfet-
te. Infatti supposto A (f, R) = - oo, e quindi A (f*, R) = 4 oo (f in tal
caso non & VLT in R), poiche Fj; (¢, y) tende uniformemente ad f* (x, y)
in R, e Parea & semicontinua inferiormente, risulta :

lim fV1 4+ B+ Bpldedy = + oo,

0
k—0
e quindi:
(31) lim //V1 + Bp? 4 Ry da dy = + oo,
h—0
i v

k—0
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Viceversa se & vera la (31), non pud risultare A (f, R) finita perche in tal
caso f sarebbe CVLT in R e per la (23) si avrebbe :

lim fﬁﬁ 4+ R+ B dwdy = A (f, R) < + oo.
h—0
ko &

Analogamente si mostra che le formule (24), (30) sono perfette.

5. In questo numero diamo delle espressioni, per il calcolo dell’area,
che sono intermedie tra la espressione a primo membro della (3) e le espres-
gioni a primo membro delle (24), (30), e le formule che otteniamo sono
perfette.

TEOREMA 4. Con i simboli posti al N. 4. risulta:

R) =limlim
h—0 k—0

f* «'v+h,y —f*(x,9)]?

[ ff*w+77’y+7]i_f (+n,y) dn dwdy-—

h—0 k—0

= lim lim //Vl + R+ Ry dw ay.
R

Questa proposizione e conseguenza immediata delle (27), (24). Infatti, essendo
vera la (27), basta prendere in entrambi i membri della (27) il limite per
h— 0 (tale limite esiste in virti della (24)) e tenere presente la (24).
Analogamente si mostra il seguente
TEOREMA 5. Coun i simboli posti al N. 4. risulta:

R)=1im hm/fl/ ff*w+h,y+t) — /@941 dt] +|f*(w,y—l—k @I 4y ay =
k—0 h—0

lim lim //Vl—]—R —|—R,c dx dy .

k—0 h—0

6. Supposto sempre f CVLT in ¢, in questo numero dimostreremo due
teoremi. [1 primo & il seguente.
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TEOREMA 6. Condizione necessaria e sufficiente affinché risulti:

(32) lim lim / / /1 + fF 4 Byl de dy = A (f, R)
k=0 0 V3
é che f sia AC rispetto ad x in (a, b) per quasi tutti gli y di (c, d).

[, y+k)—f* @,y
k

Necessita. Poiche, per ogni 0 <k <d — ¢, essendo

uniformemente continua in R, &:

(33) lim B% = lim jf w+n’J+k f(w+’7’y)dn= ,y—l—k —f*@) ,

h—0 ho N

uniformemente in R, tenuto conto che in R &: f3'™f,, si ha:

lim//V] 4 f2 4 R2dedy =

h—0
R

Allora dalla (32), in virth della (34), segue:

(34)

k=0 h-~0

e el

Questa, tenuto conto del Teorema 1., ci dice che f* & AC rispetto ad « in
(@,b) per quasi tutti gli y di (¢, d), e poiche in R &: f=f* la necessita
¢ dimostrata.

Sufficienza. Sotto ’ipotesi che f sia AC rispetto ad « in (a,d) per quasi
tutti gli y di (¢, d), mostriamo le due disuguaglianze :

lim lim//l/l + 2+ B2 qp ay =

,y—|—lc) —f* (= ,y)] dedy=A(f,R)= A(f* R).

(35) Jim nmf/l/l +f2+ R2avdy>A(f,R)

k=0 h—0
)4
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(36) lim lim //Vl +rrdR2dedy< A(f,R)

k—0 h—0

dalle quali segue manifestamente la (32).
Per mostrare la (35) suddividiamo il rettangolo R in parti rettangolari
r;j a lati paralleli a quelli di R, mediante le suddivisioni :

O =0,<aq <A <.<y=0D; €6=¢0,<¢,<C< <l =4d.

Si ha:

//Vl—l—f’2+R*2dmdy_‘ //1—]—f’2—|—R*2l2 da dy
ij

ri,j

e applicando al secondo membro la disuguaglianza di Minkowski si avra:

/fh Frot B anay>
R

zi?(/ﬁf;ldwdy)ng([}(ﬁa;mxdy)z Jr(//dwdy)zé%

i,j i

Osserviamo, ora che in virth della (33) &

S

73§ i

S ,y—l-k —f* @,y

dx dy ,

e prendendo in entrambi i membri il lim per k- 0, in virti di un risultato
di T. Rado (®®), otteniamo : T

lim limf/lff,f |de dy = g, (f*,7ij) -

k-0 h—0

Poiche® inoltre, essendo f AC rispetto ad x per quasi tutti gli y di (e, d), &:

/ffw'dwd:‘/—f/f ldwd?/=91(f*’7i,j)’

r@’J

(*3) T. RaD0 : testo citato in 3), pag. 528, V. 3. 26.
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dalla (37), prendendo prima il limite per & — 0, che esiste per entrambi j
membri, indi il lim per k¥ - 0, si ha:

1

lim lim ffVl I B AWwdy> 3 (g} (f* 1) + B %) + 17, 1

k—0 h—0

Ma il secondo membro di quest’ultima si pud rendere prossimo quanto si
vuole ad A (f*, R)= A(f, R), e quindi 1la (35) & dimostrata.

Per mostrare la (36) faremo uso del seguente

LeMMA 3. 8e fj (x) (j = 1, 2, 3) sono tre funzioni definite, non negative
ed integrabili sull’intervallo (a ,b), con f; () =1, allora é:

1
f(Zf w)>2 de < lim (/f dx) 2
j=1 n—>co ‘—1

dove (i}, i =1,2,38,..,2" (a, = a, a, = b) é una suddivisione di (a ,Db)
in 2% parti uguali (>4).
In virth di tale lemma si ha:

b %41
1

. 1 ’ ’
/Ef;2_|_§;2+1)7dm<hm2 ( I/ ld“’> ( |R*|dx> (/dw) :

)

Integriamo entrambi i membri di tale disuguaglianza sull’intervallo (¢, d),
e va osservato che c¢id & possibile perché il secondo membro & maggiorato
dalla seguente funzione integrabile :

/f \dx+/|R*|dw-|-b_a

Avremo :
d b .
f dy|(f2+ B +1)? do <
(38) c
d @41 %‘f > “i+12 )
/dy[hm > (/]f |dw) (ﬁR;Idw) —|—(fda:) ‘?,

(24) Di tale lemma se ne conosce un r:mfforzamento ulteriore, cfr. T. RaDpO: testo ci-
tato in 5), pp. 187-188; IIIL. 1. 50.
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e, per un noto lemma di Fatou (*%), se al secondo membro il limite si porta
fuori il segno d’integrale e poi si scambia I’algoritmo di somma con quello
d’integrazione, si ha:

d b
1
/ |2+ E 1T o<
c @
ag

d LA '+12
2”
< lim zfdyg<ﬁf;|d$ (/IR’“Idw> (/dw)
oo =1 a

@

1
2.

Applicando ancora il lemma 3. all’integrale a secondo membro, si avra:

S+ it

/dy f'z+R2-|-1%dx<]nn lim g ?g(/ ﬁf;|d”d!/)2+

= oo =1 j=1
#—00 M—00 5 b

(39)
G+l it G4l %it1

o[ s ] T

ove (¢j,c¢jt;) & la joime parte della suddivisione di (¢, d) in 2m parti uguali.
. Computiamo la differenza :

211 2m _ \ l
;—1 ,_,1 (f/R*ldxd?/> —l—(//]Rﬂdwdy) ‘|‘|Vi,j|2€2—

7:,,] ri7j
on  om 2 _ 2 1
£ 3w [0 1]
7i,j ij
(40)
2n om 1
£ Z | m s = ( ffrra]
N om 1
=3 X //R"|dwdw —f/f |dow dy |2 [// |dwdy+/ﬁf;|dxdy}2,
i1 j=1

"i,§ ri,j i

avendo denotato con r;; il rettangolo [a; <& <ai1y; ¢ <y < ¢jyq].

(*5) Cfr. per es. Saks: testo citato in 20) pag. 29.
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Poiche, per una nota disuguaglianza di Schwarz (*6), &:

//|Rh|dxdy—fﬁfw|dwdy

1‘,,, J

z—l j=1
[//|R;T[dxdy+ff|fm|dwdy] //Rﬂdwdy / fﬂdmdy
7i,§ "i,j

201 om
f/Rhldwdy+//fwldMy
1«—1]=1

i.j "i,j

2” am

(41)

2" 2m

=1 j—l

il secondo membro della (41) maggiora ulteriormente il primo membro della
(40). Osserviamo ora che:

g 2mf/Rh|dxdy—|—f/|f¢|dwdy /[RHdmdy—k//jﬂdmdy

z=1 Jj=1
74§ Ti,j

e poich®, in virti del lemma 2., &:

ffthldM% /dn/dtf 2 /*@y 405 adn; b+ gldy <

h k
Sh—lk—fdnfth (f* R*= A (f*, R¥),
0 0

“essendo O<h<b—a, 0<k<d—c, ed inoltre &:

f |fw'|d“’d?/SA(f7 R)< A(f*, R¥),
'

ne segue :

(42) 5 2m//lih|dxd,/—|—[/fw|dwdy
1_1; 1

i,j

/2 A(f* R*)._

I/\ T el

(®6) Cfr. per es. C. H. HarpY, J. E. LITTLEWOOD, G. PoLYA: testo citato in 13)

pag, 3: 1.3.2,
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Il secondo fattore a secondo membro della (41), qualunque Siano ,k, &
allora limatato superiormente dal numero M.
Valutiamo ora il primo fattore a secondo membro della (41). Si ha:

fﬁR*]dwdy f | fa| dx dy
rz’]
1
2" om ~ 2
f/Rh—fmldwdy =§fﬁﬂt—f,;|dwy

z—lj=l R
(44) ]llll //Rh —fm|dmdy——0
kﬂO

Facilmente si mostra che :
Infatti, poich® f* & AC rispetto ad x in (a, 2b — a) per quasi tutti gli y di
(¢, 2d — ¢), e quindi quasi ovunque in R &: lim R’; = fa = fa', la funzione
h—0
k0
integranda della (44) tende a zero quasi ovunque in R al tendere di & e k
a zero.
Se allora proviamo la uniforme sommabilitd in R della funzione :

1
2n om 2

I*_
(=

z-=1 ;==1

k
<P(w,y;h,k)=~;=_;_ff (w—l—h,y_|_t}1_f*(x,y_|_t)dt

dipendente dai parametri h e k, essendo f; uniformemente sommabile in R,
la (44) & dimostrata. . '

Tale uniforme sommabilitd si prova seguendo P’analogo ragionamento
che §’¢ fatto al N. 3. (sufficienza del Teorema 1.) per mostrare l’uniforme
sommabilitd in R della funzione R .

Basta osservare che essendo f* AC rispetto ad x-in (a, 20 — a) per
quasi tutti gli y di (¢, 2d — o), g, (f*, R) & assolutamente continua in R*, e
quindi in corrispondenza ad ¢>0 esiste un d(¢)>0 tale che per ogni si-
stema di rettangoli Jdi; C R¥, dij=[pi<® <qi; wj<y<vj],i=1, 2, .., m,

L)

j=1,2,..,m, a due a due senza punti interni a comune, con i lati paral-
leli a quelli di R* con 3 |d;;|<d(e), si abbia:
j

(45) 29, (f* dij<e
)
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Considerato allora un sistema di rettangoli X di;CR,i=1, 2,..,n,
i
Jj=1,2,..,m a due a due senza punti interni a comune, con i lati paral-

leli a quelli di R, con 3 |d;;[<d(e), in virta del lemma 2., si ha:
i,j

R kY
1
2 [[loysnwlacars st fanfae[val s+ 05t mat mlay=
L2V 1,j
d; j 0 0 uj

fdnfdtz.fh (f* i)

avendo denotato con d7; il rettangolo [p; + 5 < @< gi+ 7; wj +t<y<v 1]
E poicheé i rettangoli d;’, non hanno a due a due punti interni a comune, ed &
Zd”tCR* 2‘ | @] < 6 (¢), la precedente in virth della (45) ci da:

.Zj/‘/i(p(wyyi h7 7‘7)| dx d:l](s,
)
i

e quindi ¢ (v, y, h, k) risulta uniformemente sommabile in R.
Essendo allora vera la (44), in corrispondenza ad &¢>0 esistono
un k>0 e un k>0 tali che per 0<h<h, 0<k<kFk, risulti:

~ 2
(46) f ﬁ Bt —fi) awdy<(57),
R

e dalla (40), in virth delle (41), (42), (43), (46), per 0<h<h, 0<k<E, si

deduce:
2u am
(/ fm]dwdy) (//R;ﬂ dwdj)—|—|r”|€
z—1;~1

1
2

7i,j Ti,j
1
on 9m ~ 2 ~ 2 2
+ 5 5 i a)+ (|11 )+ 1],
=1 j=1 4
7 r,;J ri,j

e ancora dalla (39), in virth di quest’ultima disuguaglianza, sempre
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per 0 <h<h, 0<k<k, si ha:

1

d b
fdy (fo + B¢ + 1) do <2+
c a

1

2" oM | ~ 2 ~ 2 B

-+ lim lim 2’1 21 (/ IRZ“ldwdy)—I—(/ﬁR;f\dmdy)—i—lm,j|2‘ .
1100 m—oo =1

ri'j ”i,j
Ma dal lemma 2. si deduce:

k k%41

f/Rh|dwdy<—“ d’?/d’i/-v (f* (@, 94 1); ait 5, a1 + 9] dy =

7'4',’]
hk
1 P
= Wk 91 (f%y rij) dndt,
00

k %41

fflﬁ*|dwdy<—/dn/dlfV [f*@+n9;c¢+tcp +t]de =

hk
1 ¢
=Wf 92 (f*, rij) dn dt,
00

avendo denotato con r{’§ il rettangolo [a;+ <@ <aip -+ n; ¢+t <y <ejp +1,
e allora dalla (47), tenuto conto di tali disuguaglianze, per 0<h <k,
0<k<T, si ha:

1
2

/dy fw'2+Rk+1) dev<e+

2" o
+ lim lim X 2 (hk/ gy (S5l dndt) (hlf 9, (f*, r” dndt) (”//u”dndt)

71— 00 M—00 =1 ]=1
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Applichiamo ora alla esplessione in parentesi graffa la disuguaglianza di
Minkowski ; per 0<h<h 0<k<k otteniamo :

d b
1
fdy (fo+ B+ 1) dw<e+

1
2

Nn-»00 maoo i=1 J=1

k
on om
+ lim lim X Z Ic/dnfdt{g?(-/'* mt )+ 92 () ’r:'; +|1’l¢|2}
0 0

on om l
= ¢+ lim E_n———/dn/dtz Z(g (S i)+ g (f* roh) + |72
N—00 Mm—>00

Denotando con R7 il rettangolo: [a +n<ax<bty;ct+t<y<d-+#,
poicheé DYintegrando all’ultimo membro della precedente mnon supera
A (f* R7) (37, ed & poi A (f* R")<A (f*, R;3), essendo R;; il rettangolo
[@a<a<b-+hc<y<d-+ k], dalla (48), per 0<h<h, 0 <k <k, segue:

1
(49) / S+ RE+1)2drdy<e+ A (f*, R; ).
R

Osserviamo ora che in corrispondenza ad >0 esistono un A'>0 ed un
E'>0, tali che per 0<h<h',0<k<k, &:

(50) A(f* Bap) < A(f, R) + & (*).
Si puo allora supporre che Tz(s), —IE(s) siano stati scelti in modo tale da ri-

sultare: ﬁ(s)<h’,7.c-(s)<k’; dalla (49), in virth della (50), per 0<h <i,
0<k<k segue:

fVl + S 4 B dw dy <2 + A (f, R)
R

(37) Cfr. L. TONELLI: nota citata in (14).
(%8) Tale proposizione d stata dimostrata nel lavoro di C. ViNrI: nota ocitata
in ().

9. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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e poiche esiste il limite del primo membro di quest’ultima per h — 0 (& stato
dimostrato in questo numero, formula (34)), si deduce :

Tim lim //V1 + £+ Blaw dy <2 + A (f, R).

k-0 h—0
R

Tenuto conto della arbitrarietd di g, la (36) & dimostrata.
Dimostriamo infine il seguente
TEOREMA 7. Oondizione necessaria e sufficiente affinché risulti :

(61) 1imffl’1+f,?+§;2dxdy=,4(f,3)

h—0
k—0 "R
¢ che f sia AC rispetto ad x in (a, b) per quasi tutti gli y di (c, d).
Necessita. Dalla (51) segue che in gorrisponcleuza ad &£>0 esistono
un >0 ed un k>0, tali che per 0 <h<h, 0 <k <k, risulti:

(52) A(f,R>—s<ffV1 72+ B dedy < A(f, B)+ e,
) R

e poiche esiste: lim /f l/l + f£2 4+ R# dx dy (& stato dimostrato in questo
h—0
B

numero, formula (34)), dalla (52) passando al limite per h— 0 otteniamo :

A<f,R>—es;im//V1 Frr R dvay < A(f, B) + e,
—0

R

ed ancora:

A(f, R) — & < lim limf/V1+fa;2+R,*§2dmdy5

k—0 h—0 R

<1im ]imffh +f2 4B dudy < A(f,R) + e

k=0 h—0 Yo

Data D’arbitrarieta di e risulta allora:

lim lim f]Vl + f2 4 Ep dody = A (f, R).

k=0 h—0 R
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ed in virti del Teorema 6, ne segue che f & AC rispetto ad « in (a, b) per

quasi tutti gli y di (¢, d
Sufficienza. La sufficienza & provata se mostriamo che:

ffVl—l—R —I-R'dedy—//l/l—l—fa;2—|-ﬁ?§2dwdy\=
R

lim

h—0
k—0

Analogamente a come si & proceduto al N. 4 (dimostrazione del Teorema 2)
si ottiene la disuguaglianza :

(54) ’/ Vl Ry +R22dxdy—ff‘/1+f'2—|—R*2dwdy

ffl/ue ’2|dxdy<fo|Rh—|—f|dwdy ]/f/uah_ £l de dy.

E poiche dalla (42) si ha: V / / | B + f,|dwdy < M, ed inoltre, essendo
R

f AQC rispetto ad x in (@, b) per quasi tutti gli y di (¢, d), & vera la (44),

ciod &: hm f/| K} — f,| dx dy = 0, 1a (53) & provata.

k—»o
OSSERVAZIONE 2. La sufficienza del Teorema 6, si pud dimostrare di-
rettamente come segue.
Dalla (54), tenendo presente la (42), si deduce :

(55) ' / fV1+Ez2+R—’z_2dxdy—f fV1-|- f2+RE2 dwdy SMVf f | Bi—r | dway .
R ¢ R R

Essendo f AC rispetto ad x in (a, b) per quasi tutti gli y di (¢, d), & vera
a (44), quindi in corrispondenza ad & > 0 esistono un >0 eun k > 0 tali
che per 0 <h <h, 0 <k <k, risulti:

(56) U V1+R’z2+ﬁ,t2dxdy—ffl/1+fw'2+fazwxdy
R R

Osservando ora che esiste il limite del primo membro della (56) per h — 0
(® stato dimostrato al N. 3, formula (27), e in questo numero, formula (34)),
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dalla (56) si deduce :

ffl/1+R +R*2dwdy—//V1+j’2+R 2dp dy | <

lim lim
—0 —0 h—0
<lim lim ff 1+E:2+Ez2dxdy—//V1 +f24 Bfrdwdy | <e,
k-0 h—o0
R R
cioe

lim lim //V1 + By 4 R dwdy =1lim nm/ Vi + £2 + Bg2 du ay.

k—0 h—0 k=0 h—0

E poiche, in virti del Teorema 3. il primo membro di quest’ultima da V’area
A (f, B), la sufficienza resta provata,-



