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GLI ENDOMORFISMI DELLE VARIETÀ ABELTANE
SU CORPI DI CARATTERISTICA POSITIVA 

di IACOPO BARSOTTI (Los Augeles)

INTRODUZIONE

Presento qui alcuni risultati che discendono direttamente da quelli di
[6] (v. bibliogrnba alla fine di questo lavoro), e dai metodi usati iu [6].

L’idea ceiitiale del preseii te . lavoro è la seguente : se = x1, ... ~ x?z ~ è

ui) insieme regolare di parametri dell’aiiello quoziente dell’identità di una

varietà abeliana A di dimensione n sopra un corpo algebricamente chiuso

k, la legge di composizione su A definisce, nell’avello k ,r delle serie for-
mali di potenze, una legge di gruppo, che a sua volta definisce un gruppo
analitico G (gruppo formale di Lie) ; se k ha caratteristica p # 0 , tali gruppi
G sono stati studiati (indipendentemente dalle varietà aueliane) in [10],
[11]~ (12], ed in altri lavori dello stesso autore. Se pf è 1’ordine del kernel

di p ~,~ ~ G è prodotto diretto di due gruppi analitici Gl, Gr ~ ove Gi è

prodotto diretto di ,f gruppi di dimensione 1 del tipo lo (o W*) di [12],
mentre 6~~ è un grulyo radicale, ossia tale che ogni sua iperderivtizione in-
variante è pseudonulla. Un omomorfismo, ed inf particolare un endomorfismo,
di A Mi spezza in un omomorfismo di Gi ed uuo di Gr; poichè tali omo-

morfismi possono venire studiati per mezzo di matrici ad elementi 

si ottiene cos  la (fino ad ora mancalte) rappresentazione p-adica dell’avello

degli ~ endomorfismi di A ; è noto elle le rappresentazioni q-adiche, per i

primi q ~ p ; sono state studiate in [14].
In questo lavoro presento soltanto quegli sviluppi che si riferiscono

a y dato che la parte riferentesi a Gr è complicata dal fatto che, a priori
almeno, Gr può essere isogeno ad un gruppo analitico avente fattori diretti
semplici di dimensione &#x3E; 1 y nel qual caso tale gruppo analitico ha probabil-
mente anche fattori diretti del tipo Im di [12], con m &#x3E; 1 (nel caso con-

trario, ha solo fattori diretti di tipo i dato che lo studio di Gr è. note-
volmente semhlificato quando fattori diretti di tale tipo sono assenti (in
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tal caso gli omomorfismi di Gr sono completamente descritti da matrici ad

elementi p-adici con 4 (n - f) riglie), vorrei, prima di considerarlo esaurito,
o assicurarmi che tali fattori possono effettivamente comparire nei gruppi
analitici che sorgono nello studio delle varietà abeliane, ovvero dimostrare

che non vi compaiono mai ; la seconda alternativa si avvera, ad esempio,
quando n-f2..

La sezione 1 contiene una definizione dei gruppi analitici che considero
più adatta ai nostri scopi di quella data in [10], in quanto esibisce specifi-
camente tali gruppi come gruppi di punti di uno spazio affine ; il resto

della sezione 1 è dedicato a ridimostrare formule generali, e proprietà di

già dimostrate in [10] e [12]; in tal modo questo articolo può essere

letto indipendentemente dai [10], [11], e [12]; il lettore che già conosca
tali lavori può limitarsi a leggere le definizioni.

La sezione 2 contiene il teorema sulla rappresentazione p-adica degli
omomorfismi di A ; la sezione 3 è dedicata’ ad una applicazione di quunto
precede alla costruzione di una matrice p-adica emisimmetrica connessa ai

cicli di A «;fr. § XI di [14]); tale matrice, che corrisponde, grosso modo,
ai periodi secondari di funzioni intermediarie su A [8], è evidentemente

collegata all’omomorfismo di A snlla propria varietà di Picard [4], ma non
contiene ancora tuttè le informazioni su tale omomorfismo che sarebbe de-

siderabile avere.

La sezione 4 contiene un risultato generale (4.2) sulla struttura dell’a-
, nello degli endomorfismi di A , valido per il caso in cui =f (ovvero in

cui k abbia caratteristica zero) ; le A per cui ciò non accade sono quelle
su cui si danno differenziali esatti non nulli di prima specie (cfr. 4.4 di

[6J), e sono quindi di tipo molto speciale.

1. I gruppi analitici. , 
’

Sia k un corpo, e indeterminate, in numero finito o

no ; indicheremo con k 1 xz , ...] 1’anello delle serie forinali di potenze
nelle con esponenti interi vou negativi e coefficienti in k, intendendosi
che ogni strie contenga solo un numero finito di indeterminate; X2 7 * * *) }
denoterà il corpo quoziente di k i xi 9 X2 2 ... ]. È noto che lc (x] è dotato, in
modo naturale, di una metrica. In generale, sono elementi

di un campo d’integrità A contenente k e dotato di una metrica, e se ogni
serie di potenze nelle xi, a coefficienti in k, converge ad un elemento di

A , indicheremo con k i Xl 9, x2 ~ ...] 1’anello dei limiti di tali serie, e con

k xc x , : .. il corpo quoziente di k (x, , X21 - - ’I- In questa sezione fis-

seremo, una volta per tutte, k ed un insieme v2 ... numerabile di

,
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indeterminate, e denoteremo con il 1’ insieme degli elementi di k ( v~ privi
di termine di grado O nelle v ; l’anello Q lra la proprietà che ogni serie di

potenze di un numero finito di elementi di 9 a coefficienti in ~ ~priva di

termine di grado U ~ converge ad un elemento di D. Se ~1 , . ... ~ S~ ~ 1
diremo che le sono analiticamente indipendenti (su k) se non esiste nessuna
serie di potenze nelle $, con coen cienti in k non tutti nulli, che converge a
0. Il corpo quoziente di Q, che coincide con k (v) , sarà indicato con 

Siano x, , ..., y Xn indeterminate, e si consideri lo spazio proiettivo 8
sn Q*, il cui punto generale non omogeneo @Ix, ... , sia G l’insieme

dei punti di ~’ ~ 1 a distanza finita per le x ~ , in cui le coordi ate xi hanno
valori in Q. Yn e Zi 9 ... zn altre indeterminate) e sia

{7i(~ y), ... , g1i (x , y)} un insieme di serie di potenze nelle x ed y, a
coefficienti in Ic , e tali che gi (x, 0) = Xi 9 gi (o 9 y) (g (x ~ y), z) ~ ,

(y, z)) ; allora, se P, Q sono elementi di G, di coordinate rispetti-
vamente ~1’.".’ y ~u ed ’~Jt , · .. ~ 9 y il pullto R di coordinate gi (~ ~ ap-

partiene a G ; se si pone si è definita una legge di composizione
su G, ed è provato nella sezione 2 di [10] .che in tal modo G diviene un

gruppo, la cui identità .EG ha coordinate 0 ... , 0. Ogni gruppo G cos

definito sarà da nbi chiamato ùn gruppo analitico di dimensione n su k (ed
S); l’iusieine {... dicesi il punto generole di G (i). Se G lra il si-

gnificato precedente, e P E G , e se y è elemento di k ~ x~ , privo di termini
di grado 0 ~ 9 la sostituzione di xi col valore che Xi ha in P tiasforma y in .

un elemento di D 9 che sarà indicato con y (P). Si noti che un gruppo ana-

litico è un gruppo topologico nel senso solito della parola.
Se G’ è un altro gruppo analitico con punto generale 

un su G’ è un’applicazione 1’£ di G su G’~ che è un omo-
morfisrno nel senso della teoria dei gruppi, e tale inoltre che esistano m

elementi z1 ~ ... ~ y di k ~ 1 x ] , privi di termine di grado 0 ~ , ed aventi la

proprietà espressa dalla P) per ogni P E G. L’omo-

morfismo rc è un isomorfismo fra G e G’, se esiste un omomorfismo 1’£’ di

G’ su G, tale che n’n P=’P per ogni PE G. Se G’ è iminerso nello spàzio
proiettivo 8’, il _prodotto diretto G X G’ è l’insieme dei punti P X 1)’ di

quando P, P’ variano in G, G’ rispettivameutei e la legge di com-
posizione in ~G X G’ è ottenuta nel modo solitamente usato nella definizione

dei prodotti diretti di -gruppi.

’ 

(1) Per una teoria generale dei gruppi analitici, l’anello Q dovrebbe essere più ge-
nerale di quello scelto qni; ed inoltre, si dovrebbero ammettere come punti generali anche

degli insiemi ~ x~ , ... , ~ ove le xi non sono tutte analiticamente indipendenti. Per gli
scopi del presente lavoro, le definizioni date sono però snffioienti,
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Se n è un omomorfismo di G su tutto C,, il gruppo analitico con

punto generale I z I è una copia di G’, e sarà spesso indicato con lo stesso

simbolo G’ ; pertanto, si può asserire che un omomorfismo n su tutto G’

prescrive un’immersione di in Ìc ( x. Nel seg.iiito, l’auello sarà

indicato con k {]y ed il corpo k {.r} con k G }. Si consideri ora un iso-

morfismo n fra G e G’ ; mediante l’identificazione precedente, si avrà in

tal caso 18 ( G] = k ( G’], e quiiidi il gruppo G può essere considerato come

gruppo analitico in due modi distinta che differiscono soltanto per il loro

punto generale ; la trasformazione dell’ uno nell’altro modo di rappresenta-
zione di G sarà consideruta come, un cambiamento di coordinate ; i è chiaro

che ogni insieme y t,, di k ( G~~ privi di termini di grado
o 2 e tali che k (t] = k 1 G] , può essere scelto come punto generale di un

gruppo analitico isomorfo a G. Il gruppo G è commutativo se 1) Q = Q P

per ogni coppia ( 1’ , ~) di punti di G.

Un logaritmico di dimensione n è un gruppo analitico isomorfo

nl prodotto diretto di n gruppi analitici di dimensione 1, in ciascuno dei

quali si abbia g(x, ovvero 1 + g(x, 
ciascuno di questi gruppi clle è perciò un gruppo logaritmico di dimen-

sione 1, si dirà g1’UppO canonico; i e se G è un gruppo log’al’it-
inico, ogni elemento x di {G], tale clle 

per Q E G, si dirà un elemento canonico di G, ovvero di k 1 G]; un
insieme di elementi canonici che sia anche un punto generale di (un
grnppo isomorfo a,) G dicesi uu insieme di coordinate il polinomio
g (X, Y) _ ’ -[- Y + X Y, ove X, Y sono indeterminate, si dirà la legge

D’owr- i2c poi, ed in tutta sezio e, si che k sia 

chiuso, ed abbia 1) &#x3E; 0 .
Sia G UI1 g uppo analitico di dimensione n su k , e sia 

un punto generale di G (o di un gruppo analitico isomorfo ;t G1? la defini-
zione di e (1i o destro, Slt

G, o in le i G], è identica a quella data nella sezione 1 di [6], od anche

nelle sezioni 4, I 5 ~ 1 6 di [10]. In particolare, vi è un insieme 1 -Dh) , con

h - ~~ 1’1 ~ ... ~ h" ~ ~ h~, intero 1 0 , di iperderivazioni iuvarianti

sinistre su G, defiiiite, per ogni dalle relazioni

per ogni P, Q E G ; qui, xh sta per x11~... Le Dh cos  definite si di-

ranno legate ad x e saranno talvolta indicate con -D,,, h; indicheremo con
ei l’iusieme {h} tale che (simbolo di Se G è commutativo,
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i simboli D (G), Dr(’), lo stesso significuto che hanno nel

caso iii cui G è una varietà gruppale commutativa (sezione 2 di [6]).
Per ogni P E G , esiste un autoisomorfisno aP di. k 1 G] su k tale che

per ogni e per og’ni Q E G, si abbia 
formula (1.1) mostra allora che si può scrivere, simbolicaruente,

ove è commutativo~ si può anche

scrivere :

Da (1.1) si deduce facilmente la

Formula di l.eibnitz :

Da (1.3) segne anche, se G è commutativo,
cui il 2.5 di [6] discenderebbe agevolmente; comunque, da (x y) =

- (OP P x) GP py e dalla formula precedel te si detluce se G è com-

mutativo,

Sia A una varietà gruppale nonsingolare (ossia senza singolarità fuori

del suo luogo di degenerazione) di dimensione su Ic (e qui lc potrebbe anche
avere caratteristica 0) ~ e sia (x1....,,  yn insieme regolare di parametri
di siano A1 , A2, A3 delle copie di .4 , e siano 1Y) , (z) , lt
le copie di (r) in k (A1), k (A21, k (A3) rispettivaimente; si supponga

come prescritto dulla legge di composizione sn A ;
poicliè il completamento (topologico) è contenuto nel comple-
taimeuto di Q X A,), esistono delle serie di potenze g, , ... , Un
nelle x, y, con coeffieienti in le, tali che y) ; e le gi necessa-
riamente soddisfano 

Pertauto A definisce un gruppo analitico G di dimensione n su k , con

punto generale 1 x ~ , ed è chiaro è, unico, e non dipende dalla scelta
delle a meno di isoinorfisini. Il gruppo analitico G si dirà il 

m,ento di A. È ora facile vedere che G può essere definito anche scegliendo
le xi nel cnmpletanento (EA/ A); G è commutativo se, e solo se tale è

A ; ogni omomorfismo di A può essere esteso ad un omomorfismo di G in
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modo unico, ed ogni iperderivazione invariante sinistra su A a~ una, uni-

camente determinata, su G. Ma si ha di più : scelte le Xi in Q (EA/ A),
. ogni iperderivazione invariante sinistra su G è combinazione lineare, a

coefficienti in 7(/, di un numero finito di Pro, h, e pertanto induce una iper-
derivazione invariante sinistra su A ; si può cos  concludere che gli 
delle. iperderivazioll i invarianti sinistre su A e G sono isomorfi, e possono

quindi essere ideittificati. Si noti che G è un sottogruppo della estensione

di A su S . Cogliamo quest’occasione per dimostrare esplicitamente un
facile risultato, di cui si è fatto uso nella dimostrazione del 4.3 ,di [6] :

’ 

(1.6) LEMMA. Sia G un gruppo analitico commutativo di dimensione n su

k e per j 0 1 ... 9 s 9 sia (-Dlj , ... , D,,j i un insieme di zperderviva-
zioiti invarianti su G, che inducono - in k una k-base di Do (Gpi).
Allora lli tsíen e dei monomi di grado positivo nelle (i= ~ , ,. , n ; j = 0, ... , s)~
con coefficiente 1, e grado  p in ogni D;; , è una lc-base indipendente
di S.+, (G). 

’

ed analogamente, si può scrivere

Ora,
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se h1 == h~1 ~ ... , 9 se K ~ 0 è il determinante di questi elementi e se
indica « prodotto diretto &#x3E;&#x3E; di determinante si può pertanto scrivere

nella forma. I ove 8 è la matrice delle xho) 
I j2013t) 1 .

qnando b è tale, che b1  0 ; e questo determinante è certo non nullo,
perchè I~ ~ g~ ~ 0 ~ H. c. v. d.

Il (1.6) permette di fissare una base di D (G), distinta da,lla 1 -D.,h
non appena il punto generale 1 x) 3 di C sia dato; tale base è l’insieme delle

J),h , ove D: h è definito a partire dalle nello stesso modo
’" , Sj , Si’

in cui il, Ah della dimostrazione precedente è definito a partire dalle Dij di (1.6).
Siano x , y elementi canonici di un gruppo logaritmico G, e sia g la

legge canonico; allora elemento

canonico di. G, poichè si per -"

, per 19associatività e la commutatività. In particolare,
si porrà (r volte), se r è intero positivo, e x(0) ~ 0. È
allora fae le vedere che (x. y). z - x . (y . z) se z è un altro elemento ca-

nonico di G. Sia , un intero p-adico, con 

i consideri la successione

essendo un elemeto canonico di G. Poichè

~ il esiste, e sarà indicato con Si h~ facilmente, per

onde è elemento canonico di G ; inoltre,

~ ciò prova che P insieme V degli
elementi canonici di G è un Ip-modulo, se I~ è l’anello degli interi p-adici.
Dico che V è un Ip-modulo libero, di ordine eguale alla diiiieiisione n di

G , avente per Ip base indipendente un insieme x~ ~ ... , xn ~ 1 di coordinate

canoniche su G.

Si indichi infatti con Gi il gruppo logaritmico di dimensione 1 il cui punto

la somm-«1 complementare dei Y; . Se allora si indica con V uno qual-
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siasi dei e con x il corrispondente xi , resta da dimostrare che V è

nn Ip-modulo libero di base x.
Ora, se 0 # z E V, sia s il minimo intero tale che # 0 ; se

assurdo. Pertanto deve essere

induce una derivazione invariante non

Si considerino ora due gruppi logaritmici G, G’, di dimensioni it ed m

,rispettivamente; sia fX,..., Xn} un punto generale di G, e sia (Y,,..., y,,, uno
di G’; suppongasi che ciascun x2 e ciascuu yz sia elemento canonico; 
un omomorfismo di G su G’. Allora esistono degli elementi ... , E k ( G],
tali che per ogni P E G si abbia zi (P) yi (n’ P) ; pertanto, zi (P Q) ==
= yi ((n’ P) (n’ Q)) = 9 (yi (~’ P), yi Q)) (zi (P), zi (Q)) , se g è la

legge canonica logaritmica. Ciò mostra che ogni zi che non è nullo’ può
essere considerato come punto generale di un gruppo logaritiiiico Ai di di

1!lensione 1 ~ e che inoltre zi è coordinata canonica~ di 
Detti V , 1 V’ gli Ip-moduli degli elementi canonici di G, G’ rispettiva-

mente. è chiaro che per ogni y E P’ esiste uno z E V tale che P)=z(P)
per ogni P E G, e che, in particolare, z - zi se l’applicazione
y - z è evidentemente un omomorfismo -z dell’Ip-modulo V’ sul1’ Ip-modulo
v, ed è determinata non appena le Zi siano state assegnate. Ora,, V~ e V’
hanno ordini rispettivamente n pertanto, ~c è completamente determi-

nato da una matrice, 9 con elementi in Ip, ad m righe ed n colonne ; un
cambiamento di base per Y o V’ sostituisce tale matrice con una equivalente.
La matrice in questione, quando una scelta di base sia stata effettuata,
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si indicherà con (n’). P altres  chiaro che se G" è un terzo gruppo

logaritmico, dopo una scelta di base si ha Mpl (o’ n’) = il1pl (n’), se

e’ è un omomornsmo di G’ su G" ; ed è pure palese che se e

solo se n’ = 0 . Dico che è anche vero che, se n’ e o’ sono omomorfismi
di (~ su (~’, si intende che n’ -~- o’
è definito da per ogni P E G. Ed infatti, si

- - _ .. I I

indichino con n, 9 e, 5 À gli omomorfismi i di V’ su V legati a c’, Q’ e -1 -- Q,
rispettivamente, o se si vuole, alle rispettive matrici. è

definito, nella notazione esponenziale, dalla relazione (1’) -y (c’ P) per

A == n -- , come richiesto. Resta cos  provato che, se G’ = G, le corri-

spondenze n’- Mpl(n’) e 7’- n sono isomorfismi di anel1i; questo fatto ci

permette di affermare (come è già stato dimostrato in [12~) che 1’anello degli
endomorfismi (= omomorfismi su se stesso) di G è isomorfo all’anello di tutte
le matrici di ordine n ad elementi in Ip; si noti che tale anello è una

schiera massima, su Ip, nell’algebra regolare (ossia di tutte le matrici) di

grado sul corpo Rp dei numeri p-adici (efr. [1] o [9]).
Se n’ è un omonorfismo di G su G’, diremo che n’ ha 0 se n’ G

ha dimensione  n -- dim G, ossia se k G] è un anello locale cornpleto
di dimensione  n. Se n’ non ha grado 0 ~ ciò significa che k (,- ’ G] ha
dimensione n ; ed allora, se xl ? ... ~ ,{ Yi, ... y.1 sono i punti ge-
nerali di G, G’ rispettivamente, k ( x] e k (y(-)] sono anelli locali della stessa
dimensione ; i in tal caso, le formano la base di un ideale di 15 ( x~ che è
un primario appartenente al primo massimo p di k ~ la lunghezza di tale

primario, che coincide col grado [k ( x : 15 1 y(-’c»] (cfr. Teoremi 8 e 23 di [7]),
è un intero positivo, che dicesi il grado di n’.

(1.7) TEOREMA. Siano G, G’ gi-itppi di dimensioni n, m

rispettivamente, su k , 1 e sia omomorfismo di G su G’ ; allora, la caI1’at-

teristica di 111 pl (,-z’) la dimensione di n’ G . Se tu le dimensione è

n , valutazione _p-adica di Rp ; i a llo1’a il grario di n’ è p’V, ove v è

il fra i v (A) A va,ria fra i minori di ordine n di (n’) .
DIM. Nelle notazioni precedenti, la caratteristica di Mpl(jr’) eguag1ia il

numero di elementi yi che sono indipendenti su Ip;’ e poichè k è

analiticanente isomorfo a G], la caratteristica di è anche la

dimensione di n’ G.

Se ~c’ G ha dimensione n, il precedente risultato mostra che qualche J
è non nullo, onde il minimo v dei v (d) è un intero non negativo. Poichè
in Ip ogni ideale è principale, inediaiite una trasformazione delle basi

possibile fare iu modo che divenga una matrice 
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tale che se certo per ogni i, dato elle Mpi (n’) ha

. 

caratteristica n (e quindi ~ra ~ ~c). Portale scelta di base, si ha v 

+ v (a22) + ... + ,, ed inoltre si sa clre v è indipendente dalla scelta
della base. Basta quindi provare il risultato nel caso in cui (,n’) La la

forma accennata. Ma in tal caso si ha = 0 se i &#x3E; n, e y~~~ = 
se ora, 1’nltima relazione definisce un omomorfismo ~c2 del gruppo
Gi di dimensione 1 e punto generale xi sul gruppo G.! di dimensione 1 e

punto generale yi , ed è chiaro che il grado di ossia ~k ~ xi ? : k 

~ 

è precisamente pertanto il grado di n’ è c. v. 1..

2. I completamenti delle varietà abeliane.

In. questa sezione, k è un corpo chiuso di caratteristica

~~&#x3E;0. È dimostrato in [12] che ogni gruppo analitico cornmutativo è pro-
dotto diretto di un gruppo logaritmico, e di un gruppo analitico iadicale,
tale cioè che ogni sua iperderivazione invariante è pseudonulla, necessaria-

utente di ordine potenza di p ; la dinensione del fattore diretto logaritmico
eguaglia ’ il massimo numero di derivazioni invarianti D, linearmente indi-

pemlenti, clre soddisfano la, relazione Se pertanto A è varietà
abeliana non singolare di dimensione n su k, e se pf è l’ordine del kernel
di p il 4.3 di [6] mostra che il completamento di A è prodotto diretto

di un gruppo logaritmico di dimensione f, e di un gruppo radicale. In

questo articolo ci limitiamo alla considerazione della parte logaritmica, ed

allora ne possiamo stabilire l’esistenza (se non come fattore diretto, almeno
come immagine omomorfa massima) in modo diretto :

(2.1) LEMMA. Sia A una varietà abeliana non singola1’e s2c k; posto
o = p = P (EA/A), sia y u~z di o, tale che y ~- 1

(mod p), e che ~"~ d y sia un diffei-enziale non nullo su A. Sia o

il completamento di o, e pongasi p = p o ; siano Al , A2 copie di A, e

suppongasi come prescritto legge di composizione su
A. Allora esiste un x E o tale che: 1) r w i 1 (inod p); 2) y-1 x E 0
(= anello delle potenze p-esi1ne degli elel1lenti di o); 3) X2 = se xi è la

copia di x legata ad Ai. -
DIM. Voglio dimostrare cle esiste una successione yl = y , y2 , 2/3?’*’ ·

di elementi di o tali che: a) Y (A, ()i,A) (v. sezioni 1 e ’3 di [6] per le

definizioni di Bi,A e di Y (A, a) rispetti vamente) ; b) 1 (mod p);
c) 1 y E se i &#x3E; 1. Per i = 1 , queste tre condizioni. sono soddi-

sfatte, la condizione a) essendo equivalente al fatto che y è un diffe-

reuziale invariante su A. Supposto dunque che le Y~,..., y soddisfa
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centi alle condizioni a), b), c), siano state trovate, procederemo a dimostrare
la possibilità di trovare yr. Sia pf l’ordiiie del kernel di i l’esistenza

del differenziale invariante non nullo y-1 d y inostia,, per il 4.3 di [6], che
f &#x3E; o ; lo stesso ragionamento usato nella dimostrazione di 4.1 di [6] prova

il gruppo degli elemeenti nou

per il secondo teorema di omomorfismo sui gruppi ; l’ultimo gruppo, a’ sua
_ , - - - - _ - -- - . - - 

’

Si può quindi supporre che la z originale soddisfacesse già la condizione

dell’enunciato ; inoltre, per ricorrenza sulla condizione c),
che è la condizione 2) dell’enunciato. Infine,

pertanto appartiene al corpo quoziente di essendo ciò valido

per ogni r ~ si conclude clre x2 con a E k ; e poichè x = 1 , 9

Xl ~ 1, 9 x2 =1 (mod P)~ ove P = P0 , è certo a =1. Questa è la condi~

zione 3) dell’enunciato, c. v. d..

Sia ora A varietà àbeliana non singolare di dimensione n su

k ~ 2 e sia pf l’ordine del kernel di p a norma del 4.3 di [6], sia

d yi , ... , una k-base indipendente - del k-modulo [ definito

in quel teorema,, e si scelgano le yi in modo che yi E o, yi ~ 1 (mod p) ;
qui, p ed o hanno lo stesso significato che hanno in (2.1) ~ ciò è sempre



12

possibile, eventua~lmente mediante una sostituzione del tipo yi - ai api yi,

con l’i E A e 0 # ai E k. Per og’n i i -.f, sia 1 -E- xi E o legata ad yi come

x è, legata ad y in (2.1). Se G è il completamento di A , 1 il (2.1) che

Xl Xf è un insieme di coordinate canoniche di un gruppo logaritmico
di dimesione 10, che è immagine omormorfa di G Il un oinomorfismo

y ; inoltre, ogni oi o orfisino a di G sii un gruppo logaritmico è del tipo
’ 

a y , ove fl è nn omormorfismo di Gi . Gli elementi canonici di Gi si

diranno gli elementi canonici loga1’it1nici di A :

(2.2) TEOREMA. A itíia va1;ietà abeliana di dimensione n su k , 7 e sia

pf lloi-di e del ke1’nel di p A; allora degli elementi canonici loga-
ritmici di A è un lzbero di 01’dine f. ,

’ 

L’Ip-modulo degli elementi canonici logaritmici di A sarà indicato con

-VI (A); i e per ogni primo q, gq (A) indicherà il grnpho dei P E A tali che

P’2i = .EA per qualche intero non negativo i ; se f = 0 , gp (A) si riduce

ad EA, mentre se ,f ] 0 ~ 1 la teoria svolta ai nn. 28, 29, 30, 31 di [14] è

applicabile a gp (A). Nel seguito, avremo occasione di parlai-e di matrici ad
m righe ed n colonne, senza esserci assicurati preventivamente che m &#x3E; 0
ed it &#x3E; 0 ; una volta per tutte, faremo lar convenzione che in ogni forrnula
in cui una tale ma,trice, od un ente legato au essa, appare, la matrice

stessa, o quell’ente, debba considerarsi non scritta se m = 0 o n - 0 ;
e che parimenti, ogni asserzione concernente una tale matrice, od un tale

ente, con m = 0 o it .- 0, debba considerarsi non fatta.

(2.3) TEOREMA. Siano A , B varietà abeliane non singolari su k, di di-

n ed m siano pf, ph gli ordini dei kC1°nels di p 

P ~B dopo ave1° scelto delle basi in gp (A), Vl (A), gp (B),
Vi (B) (sitpposte coincidenti se A = B), ogni omomorfismo di A su

B esistono due Mp (n), (n), unicamente determinate, ad elementi

in Ip ; ed h righe tali 

se ~o è un di A su B;
2) se C è una, terza varietà abeliana non singolai-e su k, e 9 è’ un

di B Slt C, si ha (Q n) (e) (n), ed Mpi (o n) ==
(o) Mpl (~) ~
3) (n) ed hanno llt stessa se f = ~c , tale

caratteristica è la dimensione di n A ;
4) se G = n, ossia se n ha grado positivo, siano pb le

potenze di p che dividono, rispettivamente, tutti i di 

estratti da (n), e tutti i di~ f estra.tti da M.Pl (n) ; lfllora è

anche la potenza di p che divide l’o1’dine del kernel di n2 ossia il
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grado di una sepaiabile e pb divide l’inseparabilità di

c , ed uguaglia tale in separabilità se f = i ;
5) se in particolare B = A ed f = n, e se (n, X), (n, X) .

sono i polinomi caratteristici di Mp (n), rispettivamente, il prodotto
(n, X) gpi (n, X) è il caratteristico di ed ha perciò coef-

inte10i razionali.

DiM. L’omomorfismo n può essere esteso ad lln omomorfismo del

completamento G di A sul completamento G’ di B ; 1’esistenza ed unicità di
ed Mpl (n) sono allora conseguenza del Teorema 14 di [14], e delle .

considerazioni che precedono il (1.7); l’asserzione 2) è conseguenza di (1.7),
e delle considerazioni che seguono il Teorema 14 di [14] ; 1’asserzioue 1)
è conseguenza di (1.7) e del Teorema 14 di [14]. Occorre ora provare che

(n) ed lklpi hanno la stessa caratteristica. Sia c la caratteristica di

Alp (n), e si consideri il gruppo g dei P E gp (A) il cui corrispondente
vettore p-adieo vp soddisfa la condizione (7r2od 1); allora g
ha la proprietà che il sottogruppo di g i cui elementi hanno per periodo
un divisore di con i- iutero positivo, è prodotto diretto di f - c gruppi
ciclici di ordine pri inoltre, e pertanto 1’ordille del

kernel di p pC; quindi, per (2.2), c è 1’orciine di onde pC è

la caratteristica di (n), per (1.7). Questo dimostra l’asserzione 3).
L’asserzione di 4) che si riferisce ad (n) è consegueaza immediata

della, Proposizione 13 di [14] ; la parte rimanente è conseguenza di (1.7), e
del fatto che il grado di n, come omomorfismo di G , eguaglia 1’ insepara-
bilità di n, come omomorfismo di A ; quest’ ultima asserzione si dimostra
nel morlo segueiite : se (y) è un insieme regolare di parametri di 

per definizione il grado di nel primo senso è la molteplicità e (Q (EA/A);
y) ; invece il grado nel secondo senso è [k (A): k (n A)]; ora,, per il

Lemma 2.2 di [2], se r è del kernel di si ha re (Q (MA/A); y) ==

_ k (A) : k (n A)], come riehiesto.
L’asserzione 5) si dimostra nello stesso modo usato per il Teorema 36

di [14] : si indichi con v la va,lutazione p-ndica di Rp (normalizzata in modo
che ’Il (p) == 1 ), che si iiiteiiderà estesa ad ogni prolungamento finito di i

per ogni endomorfismo di 1 1’asserzione 4) dell’evunciato implica che
v di ~) = v (det ¡Up (~)) + v (det (~)) .Ma se col , ... , co2n sono le ,

radici caratteristiche in un conveniente prolungamento finito di Rp , 9
si ha v (grado di ~,) = v (w~ W2 ... w2n). D’altra parte, se ~ r¡~, ... , 9 ~"~ ~ 5
 +1 .. · 9 112,,) sono gli zeri di qqp (, y X) , ppi (Â , X) rispettivamente, si ba
anclle v (det (~)) = v (y/i ... 9y,) ~ e v (det (~)) == ’Il í~,~+1... ~2,~), cosic-

chè y (w ... W2n) = P ... r12) . Sia 1’ (Y) un polinomio a coefficienti .

interi razionali, e pongasi ~, _-_ F (~) i per il Teorena 35 di [14], le radici

caratteristiche di 1 sono le F se le y sono ora legate a n
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per il teorema di Sylvester sulle inatrici, gli zeri di i (À , X)a (~, ~ X)
sono rispettivamente gli F (ni) (i =1 ~ . , . , ii) e gli F (ni) (i = a~ + 1 , ... , 2 n).

Pertanto, ed allora,, a norma. del Lemma 12 di
. 

1

[1.4], il polinomio caratteristico di c è proprio X) (n, X) ; esso ha

coefficieuti razionali per il Corollario 2 del Teoremna 37 di [14], c. v. d.

3. La matrice jp-ad ca legata ad un ciclo. 
i

In questa sezione, fermo restando il sigitificato di k come nella sezione

precedeute, daremo una applicazione dei risultati precedenti alla gene-
ralizzazione del contenuto del § XI di [14]. Prima di tutto, una defini-

zione : siano A, B varietà abelimue non singolari di dimensioni n , 9 m ri-

spettivameute sopra un corpo algebricamente chiuso, e sia n un omomor-

fismo di B su 4 ; suppongasi dapprima clie n operi su tutt,a A , 9 e sia X

un ciclo irriducibile di dimensione n -1 su A ; allora 

ove gli ai sono interi positivi, e gli zi sono sottovarietà irriducibili distinte di
ogni zi opera sii una sottovarietà irriducibile Z~, di dimensione #n - 1

di B , e ~ si porrà Se X non è irridiicibile N-1 X ~ verrà
definita pér linearità; si noti che se n lia grado positivo, questa definizione
coincide con quella data nella dinostrazioue del (12) di [4], come si vede

dai risultati di [2]. Se ora ~c non opera su tutta A, si porrà X =

_-_ 1Vn 1 (X n n B, A) se (X n n B , A) è definita ; negli altri casi, , 
non è definita. Si noti che se per uno t9 E k (A), e se e

denota riduzione di Q (n BIA) (mod P (n B/A)), è X = divB 
. 

’ 

B 
.

(3.1) TEOREMA. Sia A varietà abeliona non singolare di dimensione n sii,

k, e sia pf l’ordine del di p óA ; fissate delle’ bíysi di gp (A) e _FI (A),
ad ogni ciclo X intero) di ii - 1 su A si può far cor10i-

spondere una matrice quadrata Ep (X), ad elementi in Ip, di ordine f, in

modo che : . 
’

- 3) se P E gp (A), e v (P) è il corrispondente vettore p-adico, mod 1, si

hr~ Ep (X) v (P) « 0 (mod 1) se e s.olo se X- .X ;
4) se 3l è un omomorfismo szc A di un’altra varietà abeliana non singo-

lare B su k , e se 
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DIM. Posto q = pr, con 1~ intero non negativo, e C=ixA, ove

a = q un ciclo di dimensione n - 1 su A, tale che q 0 , e

siano yzq elementi (A) tali che si abbia divA = qZ, e =

se è la copia di in k ( C) ; tali ed yzq esistono per la

Proposizione 32 di [14], e sono determinati a meno di costanti moltiplicative
~n k. Si noti subito che se Z’ è la copia di Z su C, è = q Z’ ;
pertanto, q N-l Z’ = d. onde V = yzq ; si osservi che se

P appartiene al kernel di a ~ si ha °p Z’=N~ 1 Z’, onde u~ 
ma la relazione P’~ = EA dà immediatamente 1 y onde hp == 1, e

perciò yZq E lc (fl A), se fi è una componente separrabile di a (v. sezione 1

di [6] per la de6nizione). Se invece P è un punto qualsiasi di A, y il divi-

sore, su A, di è 2013. Z’) ; ora, Z’ 1 O pochè qZ ~ 0, ,

e pertanto Z’ N °aP Z’, onde 6P yzq o in altre parole, YZqE 
Come nella dimostrazione di (2.~), esistono E k, ed 1111 P6 A, tali

che 1 = h aP yzq appartenga a Q sia == 1 P (h’A~A)).
Si consideri zzq come un elemento G~, ove G è il completamento di

A, e sia un insieme regolare di parametri di Q (L’A~A) ; allora,
per P, Q E G , e come conseguenza del 3.1 di [6], si ha che 

= zzq ( P) + zzq ( ~ ) + zzq (P) zzq (Q) + ( 1 (1))) ( 1 + xzq ( Q)) w , o v e w

è una serie di potenze, senza tern1ini di grado 0 , nelle ~g (P) e ~(Q). Ed
allora, con ragionamento analogo a quello usato nella dimostrazione di (2.1),
si può dimostrare che esiste un elemento canonico logaritmico XZq di A
tale che zzq - xzq E pq, P essendo il primo massimo di Evidentemente,
1 + detertninuto, a meno di un fattore moltiplicativo in 7c [ GQ] , uni-
camente da Z e q. Se m è un’altra potenza di p, si ha naturalmente

O, cosicché esiste, e può essere scelto = in tal caso,

pongasi.r = dA, Z" = copia di Z su y A , rl = m dç, cosicché y = rl a.
Allora divA - "A7-1 Z~~ - - ~ à 1 Z’) ; ma
per la Proposizione 31 di i [14], è N~ ’ e pertanto 
ciò comporta che Gq~ ; se vq (Z) è il vettore a coordinate

in determinato 1nod q, che corrisponde ad aeZq, è cos  provato che

(Z) q). Si noti inoltre che se 7’ è un altro ciclo di di-

mensione n - 1 su A , tale clre q O , è certo vq (Z + T) ==== vq (Z) +
Vq (T ) (mod q) ; inoltre, è O se, e solo se yzq E k (C), ossia se e solo se

Vq (Z) « O q). ,
Dato X, applichiamo qaanto precede a Z=~~2013~", ove 

tale applicazione è certo possibile, perchè q Z ~ O per ogni q tale che

Pq = ~ . Dato un vettore t, con componenti (in numero di f ) in I~ ~
per ogni intero non negativo i sia Pi un punto di gp (A) il cui corrispon-
dente vettore p-adico è = p-i t (1nod 1), e pongasi X - X; poichè -
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P~i = EA, lo zi = vpi esiste, ed è determinato mod pi . Si ha Pip+, - Pi,
onde per il Corollario 2 al Teorema 30 di [14], e perciò

(Zz) (mod ma onde 

pi-1), e pertanto lo z = esiste, dipende solo da X e t, ed ha com-
. i -. oo ,

ponenti’ in Ip . o Se t’ è un altro vettore a componenti in Ip, pongasi
t" _-__ t -~- t’, e siano zi , z’ e legati ad X e, rispettivamente, t’ e t" come

lo sono e t ; si vede allora + zi (mod pi), onde

z" .= z --- z’. Quindi l’applicazione t - z = F (t) soddisfa la F (t -- t’) _
= h’ (t) -+- F (t’), ed inf particolare F (pj t) pi F(t), onde F (t) = 0 (mod pi)
se t - O (mod p!); questa significa che la F (t) è funzione continua, se-

condo la topologia indotta da quella di Rp ; ma allora, F (a t)B= a F (t) per

a E Ip ; questa relazione, fra l’altro, permette di defiuire F (t) quando t ha

~ componenti in Rp, e mostra, insieme alla F (t + t’) = F (t) + F (t’), 
è lineare, ossia che esiste una matrice Ep (X), ad elementi in Ip, tale che
,F (t) = Ep (X) t, se t viene interpretato come matrice ad f righe ed una
colonna. La relazione vq (Z + I) « vq (Z) + vq (1’) (mod q) dà subito .E~ (X +

Nelle notazioni i precedenti, sia P E gp (A), e suppongasi ppJ = 

posto è vettore ad elementi in Ip, e si ha 

se e solo se , per (Zv) == 0 pj), ossia zi = 0 (mod i questa,
a sua volta, è equivalente a z = 0 pi), od anche F (o (P~) = 0 1).
Le asserzioni 2) e 3) dell’enunciato sono pertanto dimostrate. L’asserzioiie 1)
segue , dati fatto che se Z=0, è per ogni P E gp (A), onde

(X) t = 0 1) per ogni vettore p-adico t i l’ultima relazione implica
appunto Ep (X) = ·

Sia ora B una varietà ubeliana non singolare su k , 7 e sia n un omo-

morfismo di B su A ; sia X ciclo di dimensione n - 1 su A tale che 
sia definito; sia Q 1’omomorfismo di Q (n B/A) su k (n B) il c;ui

kernel è P (n B/A). Sia t’ un vettore ad elemen ti in Ip, e pongasi i

a partire da t’, e da t, 9 si costruiscano i punti Pi , y Pi come nella costru-

zione precedente; essi sono punti di gp (B),, gp (A) rispettivamente, e si ha

Pi = yT B. Posto Zi = o = op,, ~ A’Y’ - X’, si vede facil-

mentre che Z~ == ~T;-1 Zi j se allora si ripete la costruzione precedente, co-

L- -- t-. - - - -.. - , , 1 , " , 1

Ci si può chiedere se l’asserzione 1) di (3.1) sia invertibile, e cioè se

sia vero che la relazione ~X) = 0 implica X « 0 i che cos  non sia si
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vede subito nel caso in cui A sia prodotto diretto di varietà abeliane, una
delle quali (ma non tutte), sia essa B, ha la proprietà che il kernel di p ~B
è En . La questione però rimane significativa nel caso in cui A sia sem-
plice, e tale che il kernel di p ~A abbia ordine ~ 1 ; in tal caso, la risposta
è affermativa, ossia la .E~ (X) = 0 implica X =- 0, come si vede subito

osservando che, per l’asserzione 3) di (3.1), la L~ (~’) = 0 implica X

per ogni P E &#x26;p (A), e questo, a sua volta, mostra che gp (A) è contenuto

nel kernel dell’omomorfismo Ax introdotto alla sezione 2 di [4] ; pertanto,
essendo A semplice, tale kernel coincide con A, 2 e quindi ~X ~ 0 ~ onde,
per (9) di [4], X - 0.

Nelle notazioni dell’asserzione 4) di (3.1), si scelga B =J= jacobiana
di urca curva C; allora, 2 se è definito, I e se ha il significato sta-
bilito al n° 45 di [14J pongasi, per P E A per
il Corollario 1 al Teorema 32 di [14], ed in quelle notazioni, si può scegliere

ove quindi, come nell’ altima parte della
dimostrazione di (3.1), si ottiene

Questa resta valida anche se .~ non è definita, dato che Y
è certo definita per qualche Y = ~X.

Ora, per il Corollario 3 al Teorema 30 di [14], è crp 0 - 0 se e solo se

P - Ej, cosicchè, per (3.1), .E~ (0) è modulare (ossia il suo determinante è

una unità di Ip), ed in particolare [Ep (0)]-1 esiste ; pertanto,

Posto qui A = J, X = 0 9 e ricordando che, per il Teorema 25 di

[ 14], ’ --. corrispondente 
di n di Rosati su J, si ottiene;

(3.4) TEOREMA. Sia J la jacobiana, supposta non singolare, di una 
su k ; sia n zcn endomorfismo di J, e sia n’ il corrispondente di n nell’ in-

voluzione di Rosati ; allora

ove 9 è il ciclo su J definito al nO 41 di [14].
Se ora A è varietà abeliana non singolare semplice su k ~ 9 e se per

ogni endomorfismo a di A , a’ denota l’endomorfismo reciproco definito al

n° 71 di [14], si ha da (3.3) (scrivendo n invece di Â): .

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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ove

se invece si considera la a~ ottenuta mediante la reciprocità definita al

ll. 72 di [14], si ha ~

Sia la matrice emisimmetrica ( e pongasi

; ; allora la 4) di (3.1), e le (3.4), (3.5), (3.6) possono

essere espresse per mezzo di queste matrici ; in particolare, la (3.4) diviene

Un esame della dimostrazione del teorema di dualità ((14) di [4]) pel
caso di caratteristica zero mostra che tale dimostrazione’ è basata sul fatto

che per un prii o q, ove U è matrice modulare ad

elementi in Iq ; ora, che siaaio in possesso della matrice Ep (X), y è facile

convincersi che (Âx) - U Ep (X); questo però non dà nessuna informa-

zione su Mr,i (x), e pertanto, anche nel caso più favorevole in cui f = 1t ,
non permette di migliorare in alcun modo qnauto è noto sul teorema

di dualità per il caso di varietà abeliane su corpi di caratteristica po-

sitiva ; ed a tal proposito, voglio cogliere l’occasione per sottolineare che

l’osservazione che conchiude la sezione 3 di [4] resta,, al morneuto in cui

scrivo, l’approssimazione migliore ad un teorema di dualità, inquantochè
ogni maggiore precisazione che è dato di trovare qua e là nella letteratura

è o illusoria~ o non dimostrata. Ad esempio, un’a.nalisi della dimostrazione
del Teorema 3 di [13] mostra che tale teorema (a prescindere dal suo e.

nunciato) non dice nulla di più, per quanto riguarda ia varietà di Picard

di A , 7 di quanto espresso in [4] ; inoltre, il risultato generosamente attri-
buitomi dal receusore del mio lavoro [4] (cfr. Rev., 16, 1955, p. 616),
secondo cui la varietà di Picard della varietà di Picard di A è legata ad

A da un « isomorfismo purameiite inseparabile », non è stato da me dimo-

stato, od enunciato, nè allora, nè ora; e 1’ulteriore informazione, meno ge-
nerosamente fornita dal recensore~ secondo cni il teorema di dualità è ormai

parte del teorema generale sulla dualità fra la varietà di Picard e la va-

rietà di Albanese di una qualsiasi varietà normale, sembra peccare di ec- 
°

cessivo ottimismo~ in quanto ’sfortunatamente nessuna dimostrazione di tale
teorema generale è reperibile, fino al momento in cui scrivo~ nella letteratura.
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4. L’anello degli endomorfismi.

Iu questa sezione, k denota un corpo algebricamente chiuso di caratteri-

&#x3E; 0. Il corpo razionale sarà indicato con R, e l’anello degli interi
razionali con I; Rq ed Iq denoteranno, al solito, il corpo q-adico, e l’anello
degli interi q-adici, q essendo un primo razionale.

Se A ~ 9 B sono varietà abeliane su k, 7 c6 (A , B) denoterà l’I-modalo

degli omomorfismi di A su B ; esso è un I-modulo finito, certo libero, per
il Teorema 37 di [14]; in particolare, A) ; come è

indicato nel ll° 54 di [14], c6 (A, B) è immerso in un .R-modulo, che indi-

cherò con H (A. , 9 B) ; porrò analogamente A (A) = H (A, A), cosicchè A (A)
è un’algebra su R, ed è nna schiera di A (A) su I, ossia formata

da elementi interi rispetto ad I. È facile vedere che b (A, B) è anche un
Ct (A)-modulo destro ed un a (B)-modulo sinistro, e che H (A, B) è un
A (A)-modulo destro ed un A (B)-modulo sinistro. I.J’elemento óA è l’unità

(A), e verrà talvolta indicato con 1 ; A (A) è sempre un’algebra semi-

semplice, che è semplice se, e soltanto se, A è isogena al prodotto diretto

. di varietà abeliane semplici isogene l’una all’altra, ed è divisoria se, e

soltanto se, A è varietà abeliana semplice (cfr. Teorema 29 di [14]); se A

e B sono isogene, H (A, 9 B) è un A (A)-modulo destro di ordine 1, ossia
del tipo 2 A (A) , con A E H (A , 13); ed analogamente, esso è un A (B)-
modulo sinistro di ordine 1 : infatti, se A e B sono isogene, è mostrato al
n° 54 di [14] che esistono un A E H (A , B) ed un E H (B, A) ,
tali che’ 2Â-1 = ~B; se quindi e E H (A, B), è certo 2-1 e E A (A), e

~ =~~-i~)~~A(A).
Sia A una varietà abeliana su le ; al n° 53 di [14], la categoria di A

è definita come l’insieme di tutte le varietà abelialle isogene ad A ; in

quanto segue, daremo alla parola « categoria » un significato meno esteso,
vale a dire : la categoria di A è un insieme S di varietà abeliane su k, tale
che 1) A E S, 2) se B è isogena ad A, B è isomorfa ad un elemento di

S, 7 3) se B E S, B è isogena ad A , e 4) elementi distinti di S non sono

isomorfi. Si vede facilmente che tale definizione evita difficoltà di ordine

logico; la categoria di A non è unicamente determinata, ma fra due di

esse esiste una corrispondenza biunivoca in cui elementi corrispondenti sono
isomorfi. Gli elementi della categoria di A saranno indicati in generale con

Ai, ove i percorre un certo insieme, per esempio di numeri ordinali ; in

particolare, A ; si porrà anche = Ai), _ e6 (Aj, Ai),
Ai = = c6;; . Le Ai sono tutte isomorfe fra loro, cosicchè si può
considerare un’algebra A su R, certo semisemplice, isomorfa ad ogni Ai.
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L’ insieme degli elementi delle Hij, che verrà indicato con H (cat A),
lra una struttura algebrica, che porta ad un anello una del tipo 

,

di quella che un gruphoide di Brandt porta ad un gruppo; perciò chiamerò
tale insieme, con tale struttura algebrica, un un altro esempio di
anelloide è dato dall’unione b (cat A) delle I concetti di isomorfisino

e omomorfismo fra anelloidi si definiscono nel solito iiiodo ; fra gli omomor-
fismi di un anelloide B sii un anelloide B’ vi sono certi omomorfismi n,
che non sono necessariamente isomorfismi, e che hanno la proprietà seguente:
se b ~ 9 c E B, r~ b == r¡ c, e b - e esiste, allora b = c ; tali omomorfismi si

diranno quasi-isomorfismi.

(4.1) LEMMA. Sia A una varietà abeliana su k, e sia B = H (cat A) ;
nelle sia A un’algebra su R, ad ogni Ai, e

un quasi-isomorfismo sia R di B su tutta A; allora, per ogni i, j , 
induce un isomoifismo di R-moduli fra Hij che è al1tclte itn 

di alg’ebre su R se i = j. uai is01norjismo su R

di Ao s~c A ? i ed assegnato, i7a ogni Bio con i =~= 0 ~ Aio tale che Âiõ1 esista,
vi è un solo su R di B su A induce ~o fra Ao ed A,
e tale Aio =1 per ogni i ; è un qu(isi-isomorfismo su R di B su
tutta A.

D’1M. La prima parte è palese. Per dimostrare la seconda, per ogni
a E B pongasi  a = Cû (Âiõ1 ot Ajo) se a E avendo supposto, per unifor-

.... A -- C’B I 1,B" w^ ¿ . l’BB. ,

pertanto è un omormorfismo di B
su tutta A ; inoltre, C 1;o ---. ~o Aio Aoo) _ ~o =1; ed anche, se

E e ~ oc == ~ ~y è necessariamente (a - fl) AjO = 0 ~ Ao , onde

a = il che prova clie 1 è un quasi-isomorfisino. Finalmente, se ’ è un
omomorfismo su R di B su A che induce Co fra Ao ed A , e tale che

Nel seguito, una varietà abeliana’ su k sarà detta speciale se possiede
differenziali esatti non i ulli di prima specie.

(4.~) TEOREMA. Notazioni coine in (4.1), e suppongasi che A sia non

specia’le; un dato quasi-isomor fcsmo (su R) di B ~ su tutta A; se o è

«fJchiera massiina di A su .I, esistono un A~ E cat A, ed un b E A , tali che
o = b-1 (C eli) b; in particolare, Cti è schiera massima di Ai su I.

DIM. Daremo la dimostrazione per il caso p &#x3E; 0 ; le semplificazioni da

apporta-re alla dimostrazione nel caso p = 0 sono ovvie. Sia Ao fissato, e

sia o l’isomorfismo di Ao su tutta A indotto da C; si scelga in ogni Aj una
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base di gq (Aj), per ogni primo razionale q, ed anche una base di Vi 

Per ogni a E c6ij si indichi con la matrice (a) 
u i a · allora le matrici

B 
M (a) ed Mq (ex), per q sono definite, per linearità, per ogni a E B, e le
applicazioni a - Mq (oc), a - M (a) sono quasi-isomorfismi, su R, di B su algebre

Mp rispettivamente, ove l~~ è regolare su Iq, ed Mp è somma diretta di al
massimo due algebre regolari su Ip ; i se Oq, Op sono le schiere massime (Teo-
rema 11 ~ § 1, Cap. VI di [9]) formate dalle matrici di Mq ~ con eleineiiti in

Iq, Ip rispettivamente, si ha Mq 9 Sia b’ l’insieme

degli a E Hij tali che M (a) E Op e 1Jlq (aj E Oq per ogni q # p; è certo 9 ~’ i
dico che - ~’. Se cos  non fosse, si "potrebbe trovare un a E c6’ che non

apparterrebbe ad sia r il minimo intero positivo tale che 10 a E allora

l’ &#x3E; 1, ed r è divisibile per un primo q. Se q ~ y ~ si ha che è

divisibile per q in Oq, e quindi il kernel di è contenuto nel kernel

di r a ; ma allora è (divisibile, nel senso indicato nella, sezione 1 di

[6], per q ossia r a = q ove fl E c6ij , e quindi r q-1 a E il che

contraddice la scelta di ~~ . Se iuvece q = y , si ha che è divisibile

per p in Op, e questo implica, nello stesso modo, che anzitutto r a è divi-
sibile per una componente separabile di p ~A~, ed i~~ secondo luogo anche che
i a è divisibile per una componente inseparabile ,di i ma allora, per
1’1.2 di [6], roc è divisibile per ed il resto della dimostrazione pro-

&#x3E;
cede nello stesso modo.

Ciò premesso, sia o una schiera massima di A su I, e sia r E I tale che
i se jx ... è una I-base di ’°10, sia 03B2 un mas-

simo comuu divisore, nel senso dell’1.1 di [6], delle Allora 

(o Jf (B)) è un comun divisore destro, in Oq (o in Op) delle M. (r ai) (o delle
M (1° ui»; nel modo seguito. in precedenza è facile dimostrare che se ~11 è

elemento di Oq che divide a destra le Mq (r a;), esso necessariamente divide
a destra (¡3): ed infatti, se 1J1 ha tale proprietà, sia P E gq (A), e sia x

il corrispondente vettore q-adico ; se 0 l_), P appartiene al ker-
nel di ogni e quindi al kernel di fl, e pertanto 0 (mod 1 ) ; ciò

prova che Mq M-’ y = 0 (rnod 1) se y = 0 (mod 1), onde M è divi-

sore destro di Nel caso di si scriva M= 1 · allora lo stessoq () Ì 2/
ragionamento prova che M, divide a destra è poi palese che divi-

de a destra (,8) come ri»h esto. Si consideri ora 1’0q-ideale sinistro

per il Teorema 13, § 11, Cap. VI di [9],
esso è principale, e per quanto precede esso coincide con 1’-1 Oq Mq 
analogamenté, Op M = 7.-1 OP M La schiera (massima) destra di

questo ideale è quindi [Mq Oq Mq (,8), o rispettivamente [M 
ed essa contiene evidentemente o rispettivamente M(Co1o). Pertanto
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9 ~1’~T q (N)]-1 ~q Mq (Nl ~ pongasi ora Ai = ~ A o; cosicchè i
allora la relazione precedente, e l’analoga M ( 10) [M (,8)]-1 Op M (), dice
che se a E ~ò ’ o, è Mq (,8 a fl-1) E Oq , ed M (~ a fl-1) E Op ; ciò mostra per il

risultato trovato più sopra, che P (X ,8-1 E y onde ,8 ,8-1 od

anche ~ó 1 o gi fl-1 ò 9 b-1 (~ b, y se b =1 ~ /? ; di qui segue subito che

eli è schiera massima, c. v. d.

Ci si può chiedere se non sia vero che ogni eli è schiera massima di

che cos  in generale non sia si vede dal seguente

(4.3) TEOREMA. Notazioni come in (4.1) ; se A, non è normale su R,
esiste qualche eli che non è schiera massima di Ai su I.

Dm. Suppongasi che si possa scegliere A o in modo tale che Cto sia schiera
massima di Ao ; detti Ci i centri di eli ed Ai rispettivamente, per ipo-
tesi è R c e quindi I c in particolare (PO è la chiusura aritmetica

(integral closure) di I in Co . Sia ao un elemento di eo, ma non di I ;
allora, esistono un intero positivo r ed un P E Ao tali che Pr = EAo; e

che ao P non sia una potenza di P. Supporremo che r sia precisamente il

periodo di P, cosicchè - il gruppo g delle potenze di P ha ordine r. Sia

fl un omomorfismo separabile di Ao il cui kernel è K ; posto A1 
e per il Teorema 27 di [14] esiste un y E c60i tale ==)0 Ô A~,

cosicché = r-1 y . Si consideri l’elemento ai ao di Ai ; esso ap-

partiene a C~ ; se dimostro che ciò proverà che ej, e che

quindi 01 non è aritmeticamente chiuso in Cí ; onde eli non è schiera mas-
sima di Al su I. Se fosse a1 E l’elemento B ao y = y ao fl-1 = r a1
sarebbe divisibile per r nel senso della sezione 1 di [6], e quindi il

suo kernel conterrebbe il kernel di r in particolare, esso conterrebbe
un punto Q E A1 tale che r Q==P; infatti, per ogni tale Q si ha 

= fl y Si deve perciò avere B ao y Q = d’altra parte,
oto Y Q P 4= poichè ao P ~ K, c. v. d.

In conclusione, si può affermare che se A è non speciale, cat A è l’u-
nione di due insiemi disgiunti ,M ; y N, tali che eli è schiera massima di Ai
se e solo se Ai E M; .N é; in generale, non vuoto ; infine, se due elementi

Ai; Aj di si dicono dello stesso tipo quando Elu su I, il contenuto

del § 8 , Cap. VI di [9] ci permette di affermare che il numero dei tipi di--

stinti in cui 31 è suddiviso è finito, ed eguale al numero dei tipi delle schiere
massime di A. 

,

(4.4) TEOREMA. Sia A varietà abeliana non speciale su k , e sia p &#x3E; 0 ;
suppongasi che A sia su k di una varietà abeliana sopra un corpo
assolutamente algebrico. Allora A (A) ha 1 su R, e se o è una sua
schiera massima su o è ideale primo,
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Dim. Se A è estensione sn k di una varietà abeliana su un corpo as-

solutamente algebrico, essa è anche estensione su k di una varietà abeliana
su un corpo finito C ~ contenente pq elementi. Ì) noto che l’essere o no

p o ideale primo è indipendente dalla scelta di o; si può quindi supporre,
per (4.2), sia schiera massima, e che Il fatto che

A - Bk, per una varietà abeliaua B su C ~ mostra che A ~ , ossia
che poichè il kernel ha ordine ) 1, ogni elemento .

(per r intero &#x3E; 1) ha un kernel di ordine &#x3E; 1, e quindi bq,A non
è uno di essi. Ciò prova che A (A) ha ordine &#x3E; 1 su R, come richiesto.
Inoltre, se r è una potenza conveniente di p, óq,A divide r 3A , per esempio
r 6A - a ; suppongasi che r sia il minimo per cui ciò è vero ; è certo

r ) 1. Allora, per p óA divide a = óq,A il che

prova che l’ ideale bilatero intero di a (A) divide il prodotto degli
ideali bilateri interi però, non di-

vide nessuno dei fattori, poichè nè Bq,A, nè a sono contenuti in p 
pertanto (A) non è un ideale primo c. v. d.

Il risultato (4.2), qui provato per varietà abeliane non speciali, resta

valido per varietà abeliane speciali ; la sua dimostrazione, però, richiede
allora l’uso di matrici p-adiche connesse agli omomorfismi del gruppo radi-

cale Gr. Osserverò in ultimo che il (4.2), e varie sue conseguenze, fu di-

mostrato, per il caso delle curve ellittiche speciali o no, da M. Deuring nel
1941 ; per una esposizione elementare dei risultati di questo autore, vedasi
ad esempio il suo articolo La teoria aritmeticca delle funzioni algebriche di

una (Rend. di Mat. e Appl., 2, 1941, p. 361).
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