
ANNALI DELLA

SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISA
Classe di Scienze

ENRICO MAGENES
Sul teorema dell’alternativa nei problemi misti per le equazioni
lineari ellittiche del secondo ordine
Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3e série, tome 9,
no 3-4 (1955), p. 161-200
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1955_3_9_3-4_161_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1955, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1955_3_9_3-4_161_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUL TEOREMA DELL’ALTERNATIVA
NEI PROBLEMI MISTI PER LE EQUAZIONI

LINEARI ELLITTICHE DEL SECONDO ORDINE

di ENRICO MAGENES (Modena) (1)

Il presente lavoro fa seguito ad una memoria [25] (2) pubblicata recen-
temente su questi stessi Annali e riguardaute lo studio dei cosiddetti pro-

blemi i misti per l’equazione lineare alle derivate parziali del secondo ordine
’ di tipo ellittico, assegnata in un dominio 3)

In quella memoria avevo considerato il problema misto, consistente nel
ricercare una soluzione u della (I), per la quale sia data su una parte 
della frontiera la u stessa e sulla rimanente parte la sua derivata conor-

in ipotesi sulla (I) di unicità per il problema stesso.
d w

In questo nuovo lavoro riprendo il problema in condizioni più generali,
pervenendo ad uu teorema dell’alternativa nella forma più completa.

L’interesse e l’attualità dei problemi misti presso i cultori di equazioni
alle derivate parziali, appare più che mai evidente in questi ultimi anni.

Non è il caso che richiami qui ancora i risultati precedenti alla memoria

[25], per i quali riilvio alla iutroduzione e alla bibliografia della [25] stessa(3).

(~.) I,a maggior parte dei risultati del presente lavoro (sostanzialmente i § 1, 2, 3, 4),
insieme ad una esposizione e ad un esame critico dei principali risultati sui problemi mi-

sti, fino a quel tempo noti, furono oggetto di una conferenza che ebbi l’onore di tenere

all’Istituto Matematico dell’Università di Genova il 10 dicembre 1954.

(2) I numeri tra ( } si riferiscono alla bibliografia finale.
(3) Nella bibliografia finale del presente lavoro mi limiterò dunque a richiamare quelli

dei lavori già citati in [25] che dovrò adoperare esplicitamente. Desidero però aggiungere
la citazione di lavori, precedenti a [25], di cui ero involontariamente all’oscuro al momen-

1. Annali della Scuola Sup. - Fisa.
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Nel frattempo sono stati però pubblicat~i o annunciati altri numerosi e note-

voli lavori in proposito, soprattutto da G. CIMMINO, G. FICHErtA, J. L.

LIONS, C. MIRANDA, L. NiRENBERG 0 L. BERS, G. STAMPACCHIA.
Al problema inteso in senso ordinario, precisamente alla ricerca di solu-

zioni continue in tntto i9 e di classe 1 in (~ - -[- fz £9 si sono rivolti

con procedimenti diversi C. MIRàNDà [29] e G. FICHKRA [13] (4). Il 

DA è pervenuto al teorema dell’alternativa in ipotesi assai generali sui coef-
ficienti dell~equazione, ma imponendo alcune limitazioni sulla frontiera del

dominio 9 (5), se nt è &#x3E; 2 . Il FICHERA è invece riuscito a~d ottenere ~J~

ipotesi classiche sui coefficienti l’esistenza della soluzione senza più alcuna
restrizione sul dominio e sul numero git delle variabili. Nel caso m = 2

anche L. NIRENBERG e L. BERS hanno annunciato [2] notevoli risultati per
il problema ordinario, validi anche per equazioni non lineari.

Problemi misti generalizzati (relativamente al modo di assumere i dati

al contorno e alla classe in cui ricercare le soluzioni) sono stati studiati da
J. L. LIONS ([23] e [24]) (6)~ attraverso la teoria delle distribuzione e. da

G. STAMPACCHIA [34], attraverso procedimenti di calcolo delle variazioni ’

notevoli soprattutto perclè permettono di considerare anche equazioni non.
di tipo ellittico. Sempre relativamente a problemi « geiieralizzati »

G. FiCHERA mi ha recentemente comunicato di aver potuto trattare il pro-

blema, secondo l’impostazione da Lui precedentemente data in [11], anche

to della pubb icazione di [25] ; precisamente si tratta di lavori di I1. DINI [7], G. C. EVANS
e it. N. HASKE!.L [9], H. HIIRNICH [20] e [21], I,. LICHTKNSTEIN [22], H. VILLAT [36] e

1B1. J. VISIK [37]. Di essi lv pi i parte trntta equazioni di tipo particolare (equazioni di

LAPLACK) oppure si limita al teorema di unicità in ipotesi classiche (v. [7]). il risnltato

più importante per la sna generalità e completezza è quello annunciato senza dimostraziu-
ne dal VISIK in una nota preventiva dei DOKLADY [37], di oni ho potuto finora. avere.

notizia solo attraverso la recensione del Ma,t&#x3E;h. Reviews e del Zentralblat; si tratta comun-

que di una impostazione del problema misto diversa da quella di [25] e del presente lavoro.
(4) Il problema ordinario presenta indubbiamente le difficoltà, maggiori ; già è assai

delicata la determinazione della classe di funzioni più opportuna in cui il problema può
essere risolto. La classe « optimum sembra essere proprio quella delle funzioni continue
iii # e di classe 1 in (D - ff 9) + F2 0, una. ulteriore restrizione (p’er es. imponendo
alle derivate prime di essere continue in tutto 0) comportando delle condizioni di compa-
tibilità di carattere q nnntitati vo sui dati (si vedano in proposito i lavori di G. FiCHERA

A. LIENARDI N. M USCII FI..1 SVI I,1 e A. SIGNORINI citati in [25]). ,

(5) Si tratta di imporre la condizione che nei piiiiti di separazione su Sf q) delle due

parti e ~2 # esse facciano tra di loro Ull angolo; una condizione analoga era stata

posta anche dal GutAUn [16] il quale aveva però addirittura imposto che 091 .9 fosse tra-
sversale, rispetto a E (u), ad fF2 D ,

(s) I risultati del LIONS sono stati annunciati in alcune recentissime note dei Comptes
Rendues de 1’Acacl, des Sciences.
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nel caso non autoaggiunto, mediante un nuovo procedimento, non più le-

gato al1’autoaggi unzione della (I) (v. [14]). Una impostazione generalizzata
del problema è infine quella proposta già da tempo [4] e recentemente

ripresa [5] da G. CIMMINO, sulla quale avremo occasione di ritornare.

Questo notevole complesso di lavori sta indubbiamente a dimostrare

l’attualità del problema. Spero quindi che possano interessare anche i risul-
tati che qui 

Essi si inquadrano nell’ordine di idee già introdotto in [25] e che qui
viene ulteriormente approfondito. Si tratta di una nuova impostazione del
problema misto generalizzato

su su

( f holderiana e di quadrato sommabile e ó di qua-
drato sommabile rispettivamente su e ~) in cui i dati al contorno

sono assunti « puntualmente » su y mentre vengono assunti

« in media », in un senso analogo a quello che G. CIMMINO ha posto alla

base della Sua trattazione del problema di DIRICHLET generalizzato (v. ad
es. [3] e [4 ~)..

Per precisare questi concetti riferiamoci al caso piano (r~z ~ 2) , come
faremo sempre nel corso del presente lavoro per motivi di semplicità, e a
un doininio £9 semplicemente connesso supponendo ,F1 £9 (e quindi 92 D)
costituito da un solo arco di curva anche se non si avrebbe din coltà ad

estendere il metodo e i risultati al caso di più variabili e a condizioni più
generali sia sul dominio che su ffi i9 e F2 gf. (1).

- La convergenza in media di u ai valori su F1 va allora precisata nel
modo seguente: si consideri un sistema di curve yr sufficientemente rego-

lari, dipendenti dal parametro convergenti a ffi 0 per r - o , aventi gli
estremi su ~~2 -9, « trasversali » ad ff2 9 in detti punti rispetto ad E (u) , e

per il resto interne a 0; riferiti sia ff, -9 che y,. allo stesso parametro
t (ti  t C t2) si ha ,

(7) ~ potrebbe essere anche pi i volte connesso e e c~2 9 costituiti da nn numero

finito di varietà sufficientemente regolari. Si osservi anohe che la condizione su

pnò, senza alcuna complicazione di sorta, sostituirsi con una condizione del tipo
con h funzione opportunamente regolare sa 
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condizione al contorno sarà intesa invece nel senso che per

quasi - tutti i punti M di ff2 0 sia

normale interna a éF19 in M).

. Imporremo alla soluzione 2c le ulteriori condizioni di essere di quadrato
sommabile in # e di soddisfare ad una opportuna relazione, sostanzialmente
clie la u sia rappresentabile nell’intorno di ogni punt-o M di mediante

la funzione di NEUMANN in detto intorno dell’operatore _E (u) - 1 u (con
À &#x3E; 0 e sufficientemente grande) (v. con precisione la 1I1°) del n. 13).

Precisate cos  le condizioni al contorno e la classe nella quale va ricer-
cata la soluzione, riusciremo a dimostrare (§ 29 39 5) il teorema dell’alterna-

tiva per il problema (II) nella sua forma più completa : uguaglianza del

numero delle autosoluzioni linearmente indipendenti del problema omogeneo
associato a (II) e del relativo problema omogeno aggiunto

in su su

generalizzato anch’esso nello stesso senso; condizioni necessarie e sufficienti

per l’esistenza della soluzione espressa come ortogonalità dei termini noti

e 6 alle autosoluzioni v del problema a,ggiuiito omogeneo, precisamente

Il teorema di unicità verrà poi dimostrato (§ 4) in ipotesi sulla (I), che
sono sostanzialmente quelle nelle quali esso viene couseguito d’abitudine,
se la soluzione è di classe 1 in 0, attraverso la fornula di 

Nel n. 18 verranno iufine messe in evidenza le ulteriori condizioni di

regolarità, di cui la soluzione da noi trovata gode nelle ipotesi che i dati

p ~ b e f siano maggiormente regolari (ad es. se /~ è continua su 

è hölderiana su ff-2 è continua in -9 , risulta continua in

edic nssel m

Questa l’imposta,zione che noi daremo al problema misto e i risultati

che otteremo. Vale la pena di fare alcune considerazioni su di essi anche

in relazione alle impostazioni date al problema dagli altri Autori.
’ 

Si osserverà subito una eterogeneità nel modo di assumere i dati sn

e su ff2 5D. La (III) infatti porta come conseguenza (v. n. 18) che per
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quasi-tutti i pnuti 11 di ffi fi) risulta

la (VI) è una condizione dello stesso tipo della (IV), circa il modo di assu-
mere i dati. Ma dalla (VI) non consegue la (III) i la convergenza « in media »

dice dunque di più della convergenza quasi-dappertutto la normale.

questa diversità nel modo di assumere i dati su ff1 e su cT2 è
assai importante. È infatti in virtù del la (III) e della (IV), opportunamente
completata dall’ultnriore condizione 111°) del n. 13 già citata, che è possibile
utilizzare procedi in eii ti analoghi a quelli i che il 1 CIMMINO ha sviluppato,
sfruttando anche tial idea introdotta da R. (-’)ACCIOPPOLi nello studio del-

1’equazione di PoISSON su una superficie chiusa (v. questi stessi Annali
s. II, VOI. VII,1938, pp. l77-187), per il problema generalizzato di DIRICHLE’1’
(v. ad es. [3] e [4]) e costruire cos  in modo completo la teoria del pro-
blema 1(11).

La nostra impostazione differisce dunque, proprio per la presenza della
(III) e della (IV), da Quella proposta dallo stesso CIMMINO [5], nella quale
viene imposta non solo alla ftnzione ma anche nlla derivata conormale di

convergere in media su un opportuno sistema di i curve approssimante la fron-
tiora ff 0 dall’interno.

Una seconda osservazione interessante consiste nel rilevare che la classe

di funzioni in cui noi ricercheremo la soluzione contiene senz’altro la classe

« optmuin » (v. la nota (4)) delle funzioni continue in -gí e di classe 1 iu

( - + 0; ciò non avviene invece per altre impostazioni generaliz-
zate del problema, quali ad esempio quelle date dal (IMMmNO, dal FICHERA,
dal LIONS e dallo STAMPAOCHIA.

Ritengo anche essere rilevabile il fatto che nel presente lavoro l’opera-
tore E (u) è di tipo ellittico generale anche non antoaggiunto e che viene

stabilito, il teorema dell’alternativa, nella forma più completa, dando

esplicitamente le condizioni di compatibilità mediante le (V).
Infine vale la pena di svolgere alcune considerazioni sulla impostazione

della condizione al ln [25] si era considerata questadv
condizione nella sua accezione più ristretta, imponendo alla (IV) di essere
verificata per di ff2 e alla it (P) di essere di classe 1 in (3)2013~~)-)-~3).
Nel presente lavoro si è voluto generalizzare tale condizione, imponendo
che la (IV) fosse verificata solo quasi-dappertutto su F2 cioè a meno di

un insieme I di misura nulla su È stato però necessario introdurre

accanto alla (IV) una ulteriore cond zione sulla soluzione (la 111°) del n. 13).
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L’introduzione di tale condizioDe non stupisce, poichè l’essere la (IV)
verificata quasi-dappertutto su non. è una condizione « tipica » lrer il

nostro problema, nel senso che, comunque si particolarizzi l’equazione (I),
può mancare il teorema di unicità anche in classi di soluzioni abbastanza

ristrette; ciò è stato di recente dimostrato riferendosi addirittura all’equa-
zione A2 u = 0 da L. MYRBERG [30] e E. DE GIORGI [6] J (8). Ed invero anche
nelle trattazioni del problema generalizzato date ad es. dal FICHERA e dallo

STAMPACCHIA, accanto al verificarsi della (IV) quasi-dappertutto sn ~2 ~ ~ 1
compare una ulteriore condizione sulla u (I’) , quale il fatto che (I’)
renda minimo un certo integrale [34] o che soddisfi a due opportune rela-’

zioni integrali di GREEN [11] (9). IJa nostra condizione 111°) del n. 13 fa in
un certo senso le veci di tali condizioni. Tutte queste condizioni però non
sono tanto limitazioni sui dati assegnati su ff2 Qí o sul modo di assumere

tali dati, quanto condizioni restrittive per la soluzione, che si esprimono
attraverso anche ai valori della u in i9 .

Quando si voglia dar rilievo soprattutto al primo punto di vista, poneu-
dosi cioè iu sostanza il problema di caratterizzare l’insieme I. sul quale può
non essere verificata la (IV) (si noti che nella impostazione data in [25] l’in-
sieme I era vuoto), il suggerimento che mi sembra essenziale viene dal

notevole risultato che il MYRBERG ha ottennto nel caso dell’equazione
d2 u = 0 in due variabili [30]. Esso suggerisce di imporre all’iusieme I di

essere di « capacità » nulla (e quindi di misura nulla,) ; ritengo dunque che,
nelle ipotesi fatte su f , ~C , ~ , la teoria del problema generalizzato. (II) sia

da svolgere nella classe delle funzioni u (P) soluzioni di E (u) = f 
di quadrato sommabile in i9 e soddisfacenti alla (III) e alla (IV), questliil-
tima a meno di un insieme I di capacità nulla su F2 D senza alcuna ulte-

riore condizione restrittiva; ed il problema è tuttora aperto.
Prima di concludere questa introduzione, desidero porre anche in rilievo

che nel § 6 del presente lavoro vengono estesi i risultati ottenuti per il

problema (II) al problema misto del tipo di D1RICHLE’1’ - derivata obliqua
regolare, in cui cioè alla derivazione secondo la conormale v su T-29f viene
sostituita la derivazione lungo un asse obliquo regolare qualunque, proble-
ma di cui (II) è un caso particolare. L’estensione è possibile in virtù dei

risultati sui problemi di derivata obliqua regolare da me recentemente otte-

(g) Il MYRBERG considera soluzioni limitate in 9 e verificanti la (VI) qnasi-dapper-
tutto su e~1 ~ i il DE GIORGI addirittura soluzioni continue con derivate prime di quadrato
sommabile in 

(9) Sulle relazioni tra la condizione di STAMPACCHIA e quella di FICHERA in ordine

al teorema di unicità si veda la recente nota di STAMPACCHIA [35].
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nati e attualmente in corso di stampa [26]. Tale estensione mi sembra note-
volé, puichè iii detto problema si presentano oltre alle difficoltà proprie
dei problemi misti anche quelle dei problemi di derivata obliqua (1°).

§ 1. - PRELIMINARI.

I. - Si consideri l’equazione

i coeffieienti ahk, bh, c, f essendo funzioni del punto Pdefinite in un campo
A del pinne euclideo x2), risultundo in tutto A a12 = cr21. Supponiamo
che i coen cie tti bh, c siano rispettiva nente i n A di classe 1 H,
0 H, (11) e che l’equazione sia di tipo ellittico positivo in A , essendo

inoltre uguale ad 1 il determinante della matrice IL ahk il - ·
L’operatore E (u) ammette allora l’operatore aggiunto -

Sia # un dominio regolare limitato, contenuto in A 9 la cui frontiera

_ 

sia costituita da ’una curva semplice chiusa di classe 2 in ogni suo

(:1’°) Per il problema inteso in senso ordinario, ia qnanto esso può farsi rientrare nel

problema più generale della derivata obliqna, si vedano le indicazioni bibliografiohe date
in [28] e nel volume di MUBKHNLISVILI citato in [25]; e per il problema generalizzato si

veda J. L. LiONS [23], [24] e M. I. VisiK [37]. Anche i recenti risultati di G. FICHERA

sul problema di DlIUCHLET-NEUMANN [v. 13], [14] si lasciano estendere, in virtù anche

di [26], ai problemi di D11tICHLVT derivata obliqua regolare.
. (i1) Secondo una nvmeiicl;vtarià abituale, diremo che una funzione è di classe r in

un insieme se essa è ivi continua insieme alle sue derivate parziali d’ordiue  r; diremo
che è di classe r H, se, inoltre, le derivate d’ordine soddisfano ad una condizione di

HÖLDEU; diremo analogamente che curva continua è di classe r o ; H in un suo

punto M, se risalta definita in un intorno di M da una rappresentazione parametrioa Con
funzioni i di elaese r o r H ,
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punto ; e sia

una rappresentazione parametrica regolare di ff 0. Mediante i punti
e dividiamo

. in due sottoarchi aperti e privi di estremi sia il sotto-

arco che si ottiene dalla (2) per gli stessi archi

cui si siano aggiunti gli estremi Q1 e Q2.
Si ponga -1

dove n è la normale a ff 9) orientata verso l’interno di D ; si indichi poi
con v la direzione conormale a ff 9), orientata pure verso l’interno.

2. - Sia

una trasformazione biunivoca e bicontinua del rettangolo
del piano (t, r) nel dominio 9) del piano (x 1 9 tale che- - 

I) per ogni r le (3) diano una rappresentazione parametrica regolare di
una curva regolare Yr, la quale coincide con l’arco per

II) r sufficientemente piccolo gli estremi di

(e solo essi) siano punti di ff2 0 e

precisainente dati da

III) esistano e siano generalmente continue e limitate le delfivate par-
ziali della rispetto a t é r, tali

che inoltre siano verz, ficate 1Jer le relazioni

Si introducano ora le funzioni a definite per ogni (t, r) di R me-
diante le

1
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cioè

gli ahk intendendosi calcolati per
Sia infine P (t r) una funziòne « peso » soddisfacente alle condizioni

a) P (t, r) é limitata e maggiore di costante positiva in R e tale
che il prodotto Pa , coitsiderato attraverso t’inversa della (3) conr2e funzione
di 1 X2)1 sia di classe 2 in 0 - fft q) e limitata in -91 ; i

b) per ogni r tale che 0  1~ esista quasi.ovunque in i t2) e sia

ivi limitata IY, derivata (P pe1’ gli stessi r e per quasi-tutti i t di 1 t2)
esista la derivata Pr e sicr, limitata nell’intor1’o di ogni tale 7~ al variare di t

in (t, 9 t2) ; ,

c) esista un numero L tale che per 0  r .:L--- ro , 9 ti  t  t2 siano

soddisfatte le

d) nei punti di ff2 0 sia

e) esista un numero 1 &#x3E; 0 tale che in risulti

3. - Se è una funzione di quadrato so y mabile in (t~ ~ t2) e u (Xi’ X2)
è una funzione definita in 0 e di quadrato sommabile su ogni Î’r, diremo che

u (xl x2) converge « in » delle curve yr (rappi-esentate dalle
(3)) alla funzione p se risulta
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dove P (t, r) è la funzione «peso» di cui nel n. 2. Si osservi subito che

poichè P (t, r) è e maggiuue di costante positiva in R la (6)
equivale alla ,

4. - Le considerazioni del n. 2 sono in sostanza rivolte a stabilire

nella sua geiieralità il concetto di convergenza « in media» su nn sistema

di curve di cui dicevamo nell’introduzione. Se l’enunciazione di esse risulta

formnalmente complessa, ciò è dovuto al fatto che si è voluto appunto sta-

biliie detto concetto uella maggior generalità, sia per quanto riguarda il

sistema delle Clll’Ve rr elie per la funzione « peso » 1’ (t, i). E si osservi che,
volendo, le condizioni I), II) , III) , a), b), c) ~ d), e) si potrebbero ulterior-
mente generalizzare, come appa irà chiaro dal seguito, senza alterare la va-
lidità del procedimento che esporremo ; in particolare le (5) che geometrica-
mente esprimono la « trasversalità, » di yr a g:2 q) (cioè il fatto clie yr abbia

in Ql,r e Q2,r tangente avente la stessa direzione della conormale a ff2 i9
negli stessi punti), potrebbero essere sostituite dalle

e cos  pure la d) e la e) potrebbero essere soppresse per la dimostrazione

del teoreina di convergenza e di qnello di esistenza dei successivi § 2 e 3,
iutervenenåo solo la (1) a proposito del teorena di unicità (§ 4) e la e) a

proposito del teorema deirai ternati va (§ 5).
Ma ciò ha in sostanza poco inteiesse; l’importante è invece osservare

che la costruzione ali un vistenia di cuive yr e di una funzione 1Jeso P (t, r)
clae permettano del procedimehto che esporremo (in particolare
soddisfino alle I), II) ? III) , a)’, b), c) ~ d), e)) è possibile i er ogni
operatore E (zc) di tipo ellittico e con crrbitrarietà. Praticamente si può
dare ad arbitrio .il sistema yr di citi-ve, purchè siano sufficientemente 
e (5) o le (5’) e costruire poi la funziolle P (t , r) che risulti

opportuna, perchè, in virtù dell’equivalenza della (6) con la (7), la con-

vergenza «in media» di una funzione x2) non dipende dalla P (t, r).
Per esempio se E (1£) è autoaggiunto e c è S 0 in 0 basta

prendere Si vedano in proposito anche le considerazioni del n. 4p 
a 

. 

p p

di [25].
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5. - Sia ora zc (xl i x2) una funzione di classe 2 in # ; si consideri

per la funzione di ~’

e la si derivi rispetto ad r .

,Indicati con i9r il dominio regolare delimitato e ciall’arco di ff2 9’
avente per estremi e Qz,r, 9 con g¡ 0r la frontiera di i #r , la parte
di 9 91 r’eostituita da yr stessa, con g!29)r l’arco 9 9)r - 0r e infine con

rr la conormale a g¡: 0r orientata verso 1’interno di 0r, y si può ottenere, in
mocio del tutto analogo a quanto si è visto nel n. 3, fl) di [25], applicando
la formula di GREEN, la seguente identità

Dalla (8) iniegrundo tra r1 1 e r2 con si ottiene la
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Ricordiamo ancora che, come conseguenza della formula di , GREENy se

u è una funzione di classe 2 9 in condizioni opportune di regolarità
per la funzione v e nel? ipotesi

su

vale la seguente relazione

In particolare per quanto diremo ci basterà osservare che la (11) vale

se v alla classe V delle lititzioni v tali v sia contiititit e no?z

positiva iia 0, con derivate pri1ne continue in 0 - e in 0, 9 con
derivate seconde continue in 0 - ff 9) e tali che E* (v) + c v risulti li?ilittl10 in

e inoltre v soddisfi alla (10) e alla condizione

811

Dalla (11) si ottiene facilmente ragionando come nel n. 5, a) di [25], la

dove g è una qualunque funzione defiuita su Òz£9 annullantesi in Q1 e Q2
non negativa, continua e con derivata (rispetto alla lunghezza d’arco s)
generalmente continua e limitata, e ~~ è un numero opportuno dipendente
solo da cp e non dalla funzione u. Basta infatti prendere nella (11) la fun-

zione v appartenente a V e inoltre tale che

su su (k costante).
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Sempre dalla (11) si possono ancora ottenere nuove formule di maggio-
razione ; se u è di classe 2 e v E Y si ha

con Hv dipendente solo da, v e non da u ; di qui, applietindo anche la (12)
con 99 si ottiene pure

con Kv dipendente solo da v e non da u.

§ 2. - IL TEOREMA DI CONVERGENZA.

6. - Premettiamo che d’ora innanzi indicheremo con £2 lo spazio delle
funzioni u (P) di quadrato sommabile oormalizzato ponendo al solito

Dimostriamo ppi il seguente :
TEOREMA Dt CONVERGENZA : Siauo u~ (P) ~ successione di funzioni

d i classe di quad1’ato sommabile rispettivamente
su gi 9 e F2 D , f (P) funziorce hölderiana iit 2) - g: 9) e apparterlente a

.C2 . Se risulta



174

e se esiste 1tna costante H per cui

allora la. successione 2cn(P) }, o una successione da essa converge in
e uitiformemente in ogni iitsienie chiuso interno a 0 verso una fun-

zione u (P) appaitenente a of2, la qua-le in 9) - ‘F D all’equazione
E (u) = f, coiiveige « in media » sul sistema delle cui-ve yr alla funzione ft e

i punti M di ff2 9) verifica condizione al contorno

Incominciamo con l’osservare che, se nella ( 12) poniamo 
um e Un essendo dare qualunque delle funzioni della successione data,
otteniamo, in virtù delle (15) e (16), la limitazione

con i) numero dipendente solo dalla funzione qJ.

Inoltre, applicando la (14) ad ogni 11n, se v* è una qualunque funzione
della classe V clie sia minore di zero in - 1 otteniamo in virtù

delle (15) e (16) 

con H* dipendente solo da v* .
Si ottiene allora, dalle (18) e (16) e dal fatto che un operatore

ellittico-positivo in 0, per un noto teorema di F. RELLICH [33], le -conver-
vergenze in media in D rispetto alla funzione peso V* di una sottosucces-

sione della ~21~a~ ~ che indicheremo aincora per semplicità con ad una

funzione it(P) definita in 0; precisamente sarà
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E si osservi che per essere in la successione (t1,1) con-

vergerà in media alla in ogni dominio s9r con r &#x3E; 0 .

Applichiamo ora Puguag ianza (9) alla, differenza facendo in

essa tendere r1 1 a zero e tenendo presente l’ipotesi che E (u) è ellittico-posi-
tivo in i9 e le proprietà a), c), d) di cui gode la funzione «peso » I’(t ~ r)
(v. n. 2), si ottiene, posto r2 - ~~ e

con c costante indipendente da 1’, m, n e i- qualunque tra 0 e ro (12).
Si fissi ora un valore r* tale che 0  r* C r" e che

dove L è la costate di cui alla c) del n. 2 ; e si consideri la (20) per ogni
r tale che O  l’ C r*.

L’integrale , 

o

(1~) Si osservi olle, se non fosse verificata. la condizione d) del n. 2, nel secondo

membro della (20) dovrebbe aggiungersi un termine del tipo ciò non

infirmerebbe però il ragionamento che faremo, il quale, mediante alcune semplici aggiunte
e modifiche porterebbe ancora alla disuguaglianza fondamentale (24).
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si può, come si è visto nel n. 5, ~8) di [25] maggiorare mediante

dove fp è la funzione introdotta nel n, 5, P) di [25] (13).
In virtù della (17) si ha allora

Si ha pure per

(13) Richiamiamo per aomodità la- definizione di detta fanzivne ; riferita la curva FD
alla lunghezza d’arco 8, i punti Qi e Q2 corrispondano ai vR[ori 8i e 82 rispettivamente,
con 82 ~ 81; cos  pure i punti Ql,r e Q2,r oorsispondano ai valori 8i (r) e 82 (r) (0  r:5 ro);
8, (r) è decrescente e 82 (r) crNscente. Dette ri (8) e r2 (8) le rispettive funzioni inverse si ha

per

«

«
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Infine sempre per 0 C r  r~ si ha~~ in virtù anche delle condizioni a)
e c) del n. 27 ,

con K* costante dipendente solo da P a e da Y"*.

In defininitiva, ricordando la (19) e l’osservazione immediatamente

sticcessiva, in virtù anche delle (21), (22), (23), (15), (16), si ottiene dalla

(20) per 0  l’ C r*

dove è indipendentemente da r.

2. A7inali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Detto Mm,n l’estremo superiore della funzione di r

nell~intervallo (0 ~ 1’*) si ha allora per

e quindi, poichè si ha per

Questa è la disuguaglianza fondamentale cui volevamo arrivare.

7. Da essa segue subito, ragionando come si è fatto sulla formula (21)
di [25], la convergenza in media, della nel q)r*. Si ottiene

cos  per quanto si è già visto, la coitvei-genzít in inedia della, ~u?z~ in tutto il

doininio 9 la funzione u (P) .
Possiamo dunque scrivere, a perfezionvmento della (19), la

8. - Sempre dalla 24) si ha che la successione (P)) converge in media
alla funzione u (P) su ogni curva yr per 0  i- C r*, uniformemente rispetto
ad r, e di qui, in modo del tutto analogo a quanto si è fatto nel n. 59 ó)
di i [25], si dimostra che converge «in di curve Yr
alla funzione ,u assegnata3 8U fft -fg.

9. - Per studiare poi le proprietà cui la funzione u (P) soddisfa nel-

l’interno di D , non abbiamo che da ripetere i procedimenti ormai ben noti
sui quali si basa la trattazione del problema di DIRICHLET generalizzato
del CIMMINO, e per la quale mi riferirò alla rapida esposizione data,ne da

C. MIRANDA [28 ; i n. 29j~ in parte suggerita dai lavori di B. Pmr.
Le funzioni Un (P) soddisfano alla proprietà di media (v. [28, pag. 90])
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per ogni punto P interno a # e per Q minore della distanza d (P) di P da

g: 0, dove con H, (Q, P) intendesi quella particolare funzione di LEVÌ de-

finita ponendo 

per

per

essendo (x, , x2) e Y2) le coordinate rispettivamente di Q e P e ahk il

complemento algebrico di ahk nella matrice Il .

Segue d..i qui (v. [28, pag. 91]) che la ~u,z~ o una sua sottosuccessione
che indicheremo ancora con (t1,,), converge uuiformemente in ogni insieme

chiuso interno verso la fuazione u (P) e che la u (P) è hóláeríana in

-9 - ff gf e soddisfa alla stessa proprietà di media ; cioè

per e

Si osservi esplicitamente a questo punto che finora si è solo adoperata
l’ipotesi che f (P) appartenga a .L2 . Se per di più hòlderiana in

~ - ~~~ ~ come noi abbiamo supposto, allora (v. [28, teor. 29, II]) dalla
(26) segue di classe 2 e verifica l’equazione L (u) = f .

10. - Prima ancora di studiare il comportamento della derivata

conormale della u (1’) sulla parte Y2 0 della frontiera, vogliamo mettere in

evidenza altre proprietà di cui gode la funzioue u (P) .
Se applichiamo alla differenza la (14) e teniamo presenti la

(15) e la (25) otteniamo la convergenza in media in E9 rispetto a ogni fun.
1

zione v di V delle successioni, 1 e rispettivamente alle derivate .

e e quindi l’esistenza degli integrali

Ne segue per un teorema di G. FiCHERA (v. [11, teor. XXX.II]) che
esiste per quasi-tutti i punti di ~2 ~ il limite
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e è di quadrato somniabile su 9 rispetto a ogn  funzione v di V,
cioè esiste Pictegrale

11. - Passiamo finalmente allo studio della condizione al contorno

su

Si osservi per questo anzitutto che, da quanto si è or ora detto nel

precedente n. 10, si deduce la convergenza in media delle successioni

e in ogni dominio regolare il quale sia contenuto in 0 e

abbia in comune con -19 una parte della frontiera e precisamente un sotto

arco di avente entrambi gli estremi contenuti in ff2 0 mentre la

rimanente parte di frontiera sia interna a 3).

Questa proprietà, unitamente alle (15) e (25), permétte di dimostrare

che per quasi-tutti gli M di if2 0 vale la relazione

precisandola anzi maggiormente ad es. nel modo seguente, cosa c1e ci

tornerà utile in seguito. 
__

Per ogni punto M di sia r (M) la distanza di M da e si

considerino i cerchi I’(M , e) di centro M é raggio o  d (M). Fissato e si

consideri sul sottoarco di if2 9) di estremi M e Q1 (Q2) nel verso da M a
Q1 (Q2) 1’altimo punto di intersezioiie con r(M, e) e lo si indichi con

(M2,,). · Dei due aperti di e) ueterrnioati da e .LH2,(! uno
è tutto interno a é) : sia eqso e). Allora la curva formata

dal sottoarco di ff2 9) di estiremi M e M2,e e da F1 e) costituisce
una curva semplice chiusa delimitante un dominio regolare del tipo
menzionato or ora.

Orbene, dalle proprietà prima richiamate delle successioni
’

mediante facili ragionamenti analoghi a qnelli dei ih "5, ) di [25],
si può dimostrare l’esistenza di una sottosuccessione della ’- ~z~~,~ , che per

semplicità continueremo a chiamare con tale che per ogui M di .

e per quasi-tutti i O di (0,  (M)) le successioni delle derivate

convergano in media sulla frontiera di
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Sia ora. Â un numero positivo, maggiore del max c; per le ipotesi fatte
- ùy

sui coefficienti bh e c esiste allora per ogni dominio ~M,~ la funzione

di NEUMANN ~~(Py Q) ~ relativa all’operatore E (u) - À t1 e alle condizioni

al contorno su

Per ogni n e qualunque sia q)!r,e, la funzione (P) soddisfa dunque
alla relazione

per ogni P iuterno a Ei~%,~ ’, avendo indicato con ’)1* la conormale interna a
ff 0t,e. Di qui, per quanto si è ora visto e per le (15) e (25), passando al
limite co y si ottiene per ogni M di if2 0, per quasi-tutti i e di

(o, r (M)) e per ogni P interno a ~J~,~ ,

dove con si intende la parte contenuta in ff2 0 e con

ff, la rimanente parte. 
M’e

E di qui per le proprietà della funzione di NEUMANN si ottiene per

quasi-tutti i punti S di ~2 

(14) Per tutto quanto ci interesserà relativamente ~, detta funzione rinvio senz’altro

al volume [28] : in particolare si vedano il Cap. II e il n. 22. Il fatto che la curva ---9 m- , ,
possa presentare in MI e M2 dei punti angolosi non offre, come è noto (v. ad es. ~15))~
Hiúicoltà. Del resto, volendo evitare detti l)uuti aiigolosi, basterebbe sostituire ai domini

~~1~~ don ini del tipo di quelli i introdotti nel n. 5, ~’) di [25]. E questa osservazione iute-
ressa partieolarmente quando si vogliono estendere i risultati del presente lavoro ad uno
spazio a più dimensioni.
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Essendo M qualunque su si è cos  dimostrato che assume

s u. i valori b nel senso voluto e precisamente per quasi-tutti i punti
M di si ha

Ma si ha anche di più, in virtù delle proprietà della funzione di NEU-
MANN e di noti teoremi sul potenziale generalizzato di semplice strato, che
per quasi-tutti i punti ~II di ff2 0 esiste il limite.

e u (M) è di quadrato sommabile in ogni sottoarco completamente interno

a 92 gi . Il teorema è cos  dimostrato

12. - Abbiamo finora supposto che le funzioni Un (P) fossero di classe
" 2 in 3) ; ma i ragionamenti usati sono validi anche se le funzioni 2Ln (P)
appartengono ad una classe più vasta di funzioni. È infatti immediato ve-

rificare che in sostanza per dimostrare il teorema di convergenza basta che

le funzioni (P) soddisfino a queste proprietà :
1°) ogni un (P) è di classe 2 in q) - Sf 0 e appartiene a ~’2 ; anche

il suo appartiene a .~2 ;
, 2°) ogni (P) converge in « media » sul sistema delle curve yr ad

una funzione di quadrato sommabile su ff1 0 ;
3°) per quasi-tutti i punti M di ff2 0 esistono finiti i limiti

e . 1 è di quadrato sommabile su

4°) ogni u,, (P) soddisfa per tutti gli M di 92 gi e quasi-tutti i e di

(o, r (M)) alla (27) ;
50) ogni funzione differenza diduequa-

luuque delle soddisfano alla relazione (11), per ogni v di V ;
6°) la differenza di due qualunque delle soddi-

sfa alla relazione (9) per ogni r1 e r2 tali che

(i5) Si osservi che ~’* non dipende dalla successione ~u~~~ che si é considerata nei

n. precedenti,
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7°) la successione ~u~~~ verifica le ipotesi (15) e (16). ,

I ragionameutj  dei u. precedenti si ripetono perfettamente con questa
sola avvertenza: nel ricavare la (20) dalla, (9) si osservi che l’esisteliza

degli integrali

’ è assicurata da ragionaitienti che sono sostanzialmente quelli usati per
arrivare alla successiva formula (21).

, Cos  ad es. il teorema di convei’geiiza è ancora valido se le Un (P)
sono di classe 1 in 0 ed .E (it,,) appartiene a .~2 . &#x3E;

13. - Ci sarà utile, prima di concludere le considerazioni sul teore-

ma di convergenza, mettere meglio in evidenza le l)rincipali proprietà cui

soddisfa la funzione limite u (P) :
I°) essa converge « in media» sul sistema delle 1, ad una fun-

zione ,u di quadrato sommabile su 
11°) è di classe 2 in 0 - ff 0 e appartcene a .£2; il suo E (u) è una

funzione f di £?- hbldei-iana in gi - ff 0 ; 
’

111°) per ogni punto M di ff2 0 e per quasi-tutti i e di (0, r (M)) sod-

disfa alla relazione (28) ~ funzione di quadrato sommabile su ff2 0 .
Si osservi che dalla 111°) segue, come si è visto l’esistenza dei limiti :

per quasi-tutti gli M di e~2 q) e clie u è di quadrato sommabile in ogni
sottoarco completamente iuterlio a 

.Ebbene, noi indicfieieino d’ora innanzi con Qk la classe delle funzioni
definite in 0, ognuna delle quali soddisfi alle condizioni I°), 11°), 111°)
sopraddette.

Una tale classe costituisce ovviamente una varietà lineare dello

spazio .~2.

14. - Nella varietà Qz ci sarà utile anche individuare una nuova

sottoclasse: quella delle funzioni u (P) di QZ per le quali risulta

su e su

Indichiamo con questa nuova varietà anclilessa lineare di L2 . Per

ogni u (P) di Q).,o consideriamo di nuovo la formula (28). I
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Detta w (P) la funzione data dall’integrale doppio nella (28), w (P) è
un potenziale generalizzato di dominio e quindi, essendo f (Q) e zi (Q) di
quadrato sommabile in -fg, per una generalizzazione di un noto teorema di
L. L1CH’l’ENSTEIN e K. O. FIZIFDRICIEIS (v. [28, teor. 13, IV]) ha derivate
prime e seconde di quadrato sommabile in tutto ~~,~ . Ne segue per un

teorema di G. FICHERA [11, teor. XXXII] che esistono per quasi-tutti i

punti 8 i limiti

e per di più le funzioni risultano uniformemente

sommabili al variare del parametro 7: in un intorno destro opportuno dello

zero sul sistema di curve «parallele» alla ottenute prendendo per
ogni punto S di sulla normale interna ~as un punto 87: a distanza

7: da S stesso (16).
Quanto al primo integrale di (28) esso. rappresenta una funzione con-

tinua con le derivate prime i~~ ogni punto dell’arco diverso dagli
estremi.

Da queste osservazioni segue allora immediatamente che ogni funzione
u ( P) di gode anche di questa proprietà :

IV°) non solo esistono i limiti

per quasi-tutti gli M di ff2 q), con u (M) di quadrato sominabile su ogni sot-

toarco completamente intervo a ff2 q), ma anche, preso un qualuuque sottoarco
G~ di ff2 fi), avente cioè entrambi gli estremi interni a ff2 q), e consi-

derato il sistema di curve ad esso «_píti-allele » ~G~z~ , costruito prendendo per
ogni punto M di G~ sulla normale interna nM un punto lVl z a distanza z da
M stesso, variabile in un intorno destro opportuno dello zero le funzioni

risultano uniforinemente sommabili su 

(i°) Data la presenza di eventuali punti angolosi in MI,,9 e la costruzione di

,dette curve andrebbe meglio precisata, cosa che si fare in mudo abbastanza ovvio

del resto ciò che interessa a noi è la convergenza di i W (P) I 2 e di 111 un in-

torno di M e perciò è succiente quanto si è detto,
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15. - Concluderemo questo paragrafo con alcune considerazioni sulle

relazioni esistenti tra le proprietà I°), 11°), III°), e sn ulteriori

proprietà della classe ..
Anzitutto sarebbe assai facile dimostrare che la 111°) è una conseguenza

delle I°)~ 11°), IVO).
Per noi è assai più interessante osservare che dalle I°), II°), se-

gue anche la formula (9) nel senso che, se u (P) è uua funzione clce soddisfa
alle I°), II°), IVO), allora essa vei-ifica cr,rcche la foi-mùla (9), dove i valori

’ du o 0di u e di Si][ 91 -9 e ff2 9 vanno presi nel senso stabilito dalle I°) e IVO).
d

Si può infatti arrivare alla (9) considerando per ogni r tale 
un sottoarco 8 di e~2 0 avente i punti e Q2,r come puuti interni’ i al-

lora, almeno per r sun cientemente piccolo, l’arco 8- interseca ogni yr con

sia nelle vicimnze di Ql,,. che di possiamo quindi costruire
mediante un sottoarco opportuno di C e un sottoarco pure opportuno

di yr una curva semplice e chiusa interna delin1itante un dominio

regolare e tutto interno a 0. Fissato r, con calcoli analoghi a quelli
con i quali si giunge alla, (9), si può ottenere per 0  r  r2 

dove t, ( , r) e t2 (- , r) sono due opportune funzioni che tendono a zero con
z uniformemente rispetto ad r e il cui sigiiificaho è ovvio, cos  come è

ormai ovvio il significato degli altri simboli di (29). Dalla (29) facendo
tendere ~- a zero, in virtù delle ipotesi ammesse su u (P) e delle (5), si

ottiene appunto la (9).
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Ne segue per il n. 14 el e la (9) va,le anche per le fu?izioni
u (P) di 5~~,~ ,

Dimostriamo ora di più che in DA,o vale (11), dove i valori di

u e di .2013 su e if29.J vanno presi nel senso stabilito dalle I° III° IV°).d w 2 p .. ‘ )

Infatti alla (11) si può arrivare con un opportuno passaggio al limite « dal-

l’interno precisameute fissata la Ìt1llZ10118 v di V 

si costrnisca come è possibile una fmnione vr definita e opportunamente
regolare in 0r, nulla su Î’r, e tale che vr, le sue derivate pi-iine e E* (v,.)+
-- c v,, convergano risp’ettivaineiite alla funzione alle sue derivate
prime e a .E ~ (v) -~- c v ~ rimanelldo ’ sempre equilimitate al variare di r .

Si applichi poi a Vr e ad u 1’analoga della (11) nel dominio r. sopra
costruito ; si ottiene cos

Di qui passando al limite prima per 1 - 0 e poi per r - 0 ~ tenendo

presente che è su in su siot-

tiene la (11).
Ne segne per le considerazioni del D. 12 che il di convergenza
anche se le funzioni apartengono a 

, § 3 - II, TEOREMA DI FISISTFNZA.

16. Proponiamoci ora direttamente lo studio del problema misto gene-
ralizzato

Ì! sn sii

Sup posti ,u e di quadrato sommabile rispettivamente su ff1 q) e ff2 q) ,
f appartenente a _£2 e hulderiana in -19 - -,J9, , noi riceicheremo la soluzione

di (30) nella classe QA, precisando cos  in che senso il problema
generalizzato (30).
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Ci sarà utile premettere alcuni richiami sui fondamentali risultati di

L. AMERIO e G. FICHERA a proposito dei problemi al contorno per le

equazioni lineari del secondo ordine di tipo ellittico, onde confroutare la

classe di funzioni introdotta dalPAMERio con la classe Q;L da noi iotrodotta.
Nelle ipotesi fatte sui coefficienti ahk, bh e c, fissato un dominio 0’

di classe 2 contenuto in A e contenente nel suo interno gi , esiste almeno
una soluzione fondamentale F (P, Q) per l’equazione E (u) - 0 in ~’.

Indichiamo con r la classe delle funzioni u (P) definite ivi q) - g: 0 e
soddisfacenti alle condizioni : 

, 

,

i) u è di classe 2 ic e E (u) lifzitato e FD

ii) per quasi-tutti í M esistono i Iimiti

e ’ Le funzioni ~C (~Yl ) e b (M) sono di quadrato sommabile 
iii) si ha

con

In questa classe l’AMERIO ha considerato i problemi al contórno per

l’equazione E (u) = f, in particolare il problema misto (30), in cui dunque
p è assegnata su F’1 # su F2 ,

Ebbene, si può clze la classe r è contenuta nella classe DZ.
Infatti ogni funzione 2~ (P) di 1-’ si può porre, come ha sostanzialmente

, 
dimostrato G. FIOHERA (v. [4]), nella forma

dove è la cosiddetta soluzione fondamentale principale dell’equa-
zione E (u) - , u = 0 e 1 (Q) e z (Q) sono due opportube funzioni, la prima
di quadrato sommabile su la seconda holderiana in ~ - ~~ e di
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quadrato sonmabile in 0 (si veda anche per una chiara esposizione in

proposito il Il. 31 di [28]). Approssimiamo allora in media ( su g: 9) e z su

#, rispettivamente mediante due successioni e 1 z,, ) di funzioni

holderiane rispettivamente su g: 0 e su 0. Per note proprietà della teoria

del potenziale generalizzato (v, ad es. [28, cap. II)] le funzioni

sono di classe due i 
di classe uno in 91 e il loro .E (un) risulta

iimita,to 

Per la successione (P)) si verificano allora subito tutte le condizioni

1 °), 2°i~ 3°), 4°), 5°), 6°), 7°) del 11. 12.

Il teorema di convergenza é dunque vpplicabile e ci assicura cne u (P)
appartiene ad S~~ .

In particolare dunque ogni auto-solitzio te nella classe F del problema
o1nogeueo associato al problema (30) e cioè

in su su

è anche autosolltzione nella DA e appartiene addirittura ad 
A proposito del problema (32) stvià, beiie osservare anche che il nuinero

delle autosoluxioni di (32), appa1’tenenti a lineariiiente indipendenti sono
in nuntero fcnito : u(1), U(2)..., uq; basta pensare che l’insieme di tali antoso-

luzioni è una varietà lineare di £29 la quale per il teorema di convergenza

del § 2 (valido, come è già visto, anche se le appartengono ad è

compatta in £2.
Considerazioni a,naloglie possono farsi per il cosidetto probleina aggiunto

del problema (30) e cioè per il problema
a 

in sa su

il quale può intendersi in senso generalizzato sia nell’im postazione del-
l’AMERio che in quella del presente lavoro ; i si otterranno cos  una classe

r* analoga alla r e una classe il! analoga alla DA .
È ovvio come devono essere precisate per Qjt tutte le condizioni ana-

loghe a quelle introdotte per DA nei § 1 e § 2 ; si osservi solo che il sistema

di e la funzione peso 1’ (t ~ r) ad essa relativi potrebbero anche

differire da quelli relativi ad Inoltre nell’aualoga della condizione è) del
n. 2, interverrà ora un numero positi vo 1.. Ebbene, noi converremo che
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in tutto quanto si è .finora, detto e si dirà 11el seguito il numero 1 introdotto

nel n. 11 sia, maggiore dei quattro numeri : max e mag 0* f, f*; un tale
#

numero A considereremo fissato una volta per tutte e con esso costruiremo

le classi D;, e Dr.
I risultati dei n. precedenti si dimostrano in modo del tutto analogo

anche per il problema aggiunto. -

La classe quindi contenutlt nella in particolare ogni autosolu-
zione del « proble1na omogeneo aggiunto » di (30), cioè di

~Il S 11 su

appcrtenertie a 1 appa1,tiene tinche t(1 QÂ*’ anzi crlla sottoclasse analoga
alla 

Anche per (34) sarà bene osservare che le autosoluzioni linearmente in-

dipendenti appcrrtenentz drL sono in numero finito : ve!), V(2)@ (in
seguito dimostreremo clie p = q) ; e ciò si vede in modo analogo a quanto
si è fatto per il problema (32)..

Ciò premesso, ricordiamo ancora che dai lavori dellrAMEmo si ha il

seguente risultato fondamentale: assegnate t1°e funzioni f, u , di quadrato
somiitabile riqi)ettivai eiite su  ff1 q), ff2 q) esisterà successione di po-
linomi (Un) lc~ (15), cioè la

allora e solo allora clae 8i«, ln condizioite

per ogni autosoluzione v del problema (34) appartenente alla classe I’ .

In particolare se il problema (34) ha in f’~ solo solnzione = o , ogni
terna (f,,u,5) è approssimabile medini te polillomi secoudo la (15); i ed è

noto che si deve a G. FICHERA Faver stabilito il detto teorema di unicità

per il problema (34) in F* proprio nelle stesse condizioni in cui esso vale

nella classe delle soluzioni di classe 1 in tutto 9 (v. con precisione il n. 2

di [25]). ,
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17. - Possiamo ora dimostrare, seguendo un J’Hgionamento del tipo di
quello usato dal OIMMINO nella Slla trattazione del problema generalizzato
di DIRICHLET (v. [4]), il seguente

TEOREMA DI Condizione sufficiente perchè il problema (30)
sia risolicbile nella classe ’DA , essendo f hölderiana in 0 - g: 0 e di quadrato
soinmabile in 0 , "u e b di quadrato sommabile rispettivameiite su g!t 9) e ff20
è che f p e b le condizioni (35) per ogni autosolitzione v del pro-
blema aggiunto (34) appartenente alla, classe 

Infatti, poichè ogni antosolnzione di (34) appartenente a T* appartiene
anche a Qto, si lia, dall’ipotesi fatta e da quanto si è ora richiamato dei

risultati dell’A&#x3E;IERIO, l’esistenza di uua successione di polinomi ( c1 veri-

ficante la (15).

Se ora gli i n tegral i sono equilimitati, non resta che a~-

plicare il teorema di convergenza del § 2 .
In caso contrario esisterà una sottosuccessione che indicheremo ancora

con u~, ~ per la quale è 
’

Posto allora

potremo, in virtù sempre del teorema di convergenza del § 2, estrarre dalla
sticcessiolle uz una nuova sottosuccessione convergente verso una autoso-
luzione c’ (soluzione non identicamente nulla) del problema (32) appartenente
alla varietà 

Se in tale varietà il problema (32) ha solo la soluzione identicamente

nulla, allora siamo arrivati ad un assurdo e gli integrali de-

vono dunque essere limitati.
In caso contrario, ricordando che le autosoluzioni di (32) in linear-

mente indipendenti sono ‘zcl ; u2 , ... possibile, con un semplice
ragionamento (si veda [4, pag. 219]) determinare le costaiiti Cn,i in modo che
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gli integrali i

siano equilimitatL È allora immediato verificare, tenendo presente che le 2~n
sono polinomi e le appartengono ad Q;.,o e ricordando i ragionamenti del

n. 15, che per la successione sono verificate le proprietà 1°)

2~ 30)~ 40), 5°) 6°) 70) del n. 12 ; i si può quindi applicare il teorema di con-

vergenza del § 2 1 ottenendo ancora l’esistenza di una soluzione del pro-
blemna (30) nella classe Qi.

18. - La soluzione trovata gode di ulteriori proprietà di maggior
regolarità se sui dati c, ó ,f si fanno ipotesi più restrittive di quelle finora
supposte. Cos  per esempio, se f è ff 0 e continua in o e

c5 è su Sf2 0, dalla (28) per note proprietà della teoria dei poten-
ziali di dominio e di semplice strato generalizzati (v. ad es. [28, u. 12,
139 14]) segue che u (P) è di classe 1 in tutto e assurne quindi

« picntualmente » in senso classico la condizione su

la p è continua su ff! 0 si può dimostrare che la u (P) è con-
in ragionando in modo analogo a quello del n. 6 di

[25] ; basterà tener presente di adoperare ora la funzione di GREEN per

l’operatore E (u) 2013 ~ u oppure ricordare che nelle ipotesi fatte sui coefficienti

ah,k, bh e c esistè in virtù di noti risultati di G. GI-RAUD (v. ad es. [28,
teor. 21, III]) la funzione di GREEN anche per 1’operatore E (u) in ogni do-
minio di diametro sufficientenente piccolo (basterà dunque prendere il do-

minio i9M , di cui al n. 6 di [25], di diametro sumcientemente piccolo).
Queste stesse considerazioni in virtù della recente Nota [27], permettono

di dimostrare che anche nella sola ipotesi sulla p che sia di som-

su ff1 0, dalla coitvei-genza in media della, soluzione 1t (P) trovata sul
sisterta delle cui-ve y. alla fiti zioite # segue clce per quasi tutti i M

§ 4 - IL TEOREMA DI UN1CITÀ.

19. - Proponiamoci ora di studiare in quali ipotesi il problema (30)
ammette nella classe f2A una sola soluzione. Sarà bene considerare dapprima 

.-

il problema generalizzato iu un’altra classe di funzioni, precisamente nella
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classe QÉ delle funzioni u (P) soddisfacenti alle condizioni I°), 11°), 1VO) in-

trodotte 2, classe ~ della quale ci siamo già i~~ sostanza occupati nel
n. 15. Vale in essa il seguente

TEOREMA. DI UNICI1’À: Se si possono prende/re il sistema di rr e

la funzione peso P (t, r) (introdotte nel n. 2) in che sia verificata la

condizione

in

allora tella classe ’2t esiste solo la funzione identicamente nulla che i1801va il
problema (32). 

"

Infatti ogni soluzione di (32) appartenente alla classe qe soddisfa alla

relazione (9) come si è visto nel n. 15 ; si ha allora, in virtù delle ipotesi
fatte 

"

Supposto per assurdo che non sia identicamente nulla, facciamo

tendere r1 a zero ; o l’ultimo integrale nella (37) tende a - oo e si ha al-

lora subito 1’assurdo ; oppure si ha

Nel secondo membro il primo integrale è infinitesimo con r2 d’ordine

superiore a r2’ il secondo è al più infinitesimo come r2 e si ha dunque di
nuovo l’assui-do.

Dal teorema ora dimostrato segue subito, nell’ipotesi che valga la (36),
il teorema di uiticitèt anche nelllt classe, 9;1 per il problema (30) ; i infatti se

esistessero due soluzioni ul e 1(2 in il). del problema (30) la loro differénza
sarebbe soluzione di (32) e apparterrebbe a ’2t, per quanto si è dimostrato

nel n. 14 ; ne verrebbe 1t2 -
Sarà bene osservare che le ipotesi in cui vale il teorema di unicità in 9f

e in S sono sostanzicclmercte quelle iu cui notoriamente esso può dalla

di Green nella delle fititoio i di classe 1 in 0, e cioè esi-

stenza di una funzione w opportunamente regolare tale che :

111 in su Se per es. è
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in su la costruzione del sistema yr e della P

volute è sempre possibile ; in particolare se E ~u) è autoaggiunto e

dato il sistema yr, basterà prendere (si riveda quanto si è detto

nel n. 4).
Un teorema di unicità analogo vale anche per il problema aggiunto.
I risultati di questo § sono una geueralizzazione del teorema di unicità

del n. 4 di [25].

§ 5 - IL TEOREMA DELL’AL’1’ERNATIvA.

20. - Il teorema di esistenza del § 3 dà le condizioni sufficienti per

resistenza della soluzione di (30) in DA espresse attraverso le (35), cioè come
ortogonalità dei termini noti (f,,u, ó) alle autosoluzioni del problema omo-

geneo aggiunto (34) in Poichè (34) ha in Qfo un numero fiuito di au-

tosoluzioni linearmente indipendenti v(), v2 . , . ; v(p), le (35) sono equiva-
. lenti alle

Per poter concludere che per il problema (30) nel modo da noi impo-
stato, vale il teorema dell’alternativa nella forma consueta dalla teoria di

FREDHOLM occorre dunque dimostrare ancora che le (38) sono anche con-

dizioni necessarie e inoltre che p - q, cioè che il problema omogeneo (32)
e quello omogeneo aggiunto (34), intesi nel senso generalizzato da noi in-

trodotto col presente lavoro, ammettono lo stesso numero di autosoluzioni

linearmente indipendenti.
Sarà sufficiente per questo prendere in considerazione un caso partico-

lare del problema (30), precisamente il caso semiomogeneo

in su su

Noi studieremo in QA,o tale problema, interpretandolo come una trasfor-
mazione lineare e continua del tipo di RIESZ in .,£2, in analogia a quanto
C. MIQANDA ha sviluppato a proposito del problema di DIRICHLE1.’ genera-
lizzato nel modo del CIMMINO (v. [28, teor. 29 

Si consideri per questo per ogni funzione f appartenente a 2 e hòl-
deriana il problema generalizzato

in su su

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa,



194

essendo À il numero che si, è fissato nel n. 16 nella determinazione di il).
e DT. Si studi il problema (40) nella varietà lineare di .£2 costituita dalle

funzioni u(P) soddisfacenti alle condizioni ~°) (dove sia ,u -- 0), IVO) e inoltre alle
II’) u (P) è di classe 2 appartiene a .£ 2 e la funzione

E (u) - À u è una funzione f di 2 hulderiana in 0 - ff 0 .
III’) per ogni punto M di 92 gf e per quasi tutti i Q di (0 , r (M» u (P)

soàdisfa alla relazione , 

.

per ogni P interno a 
In tale varietà il problema (40) si può studiare, come si è fatto

per il problema (30) in QA media,nte gli stessi ragionamenti e pervenendo
agli stessi risultati dei § precedenti, dove si sostituisca naturalmente all’ope-
ratore E (u) l’operatore E (u) - À u e alla classe QA la 

Ne viene, per le ipotesi fatte a suo tempo su ~ (v. n. 16), che varrà in
per il problema (40) e per il relativo problema aggiunto il teorema di

unicità e varrà anche il teorema di esistenza.., sicchè possiamo affermare che

, 
per ogni funzione f di X2 e hblderiana in 0 - esiste una ed una sola

soluzione di (40) in 5~~,° .
Possiamo dunque interpretare tale soluzione come la trasformata di f,

secondo una opportuna trasformazione lineare u = é (f), definita nella va-

rietà lineare W delle funzioni f di .£2 hòlderiane e avente co-

dominio contenuto nella varietà 5~~,° .
Ora gli stessi ragionamenti adoperati nel teorema di convergenza di-

mostrano che la trasformazione può proluugarsi in tutto .~2~ ot-

tenendo cos  una trasformazione lineare continua di dominio £2 e codominio
contenuto in una varietà lineare di £2 più ampia della nel senso che

per ogni funzione di essa valgono le I°) (con p = 0) 1I1’), IV°) mentre
la II’) va sostituita con la

II") u (P) è hòlderiana e appartiene a £2 
.

(cosicché non si può in generale dedurre che- la u soddisfi all’equazione
F(u)°~u=f)~ ,

’ 

Osserviamo di più che it (Ì) è addirittura una trasformazione com-
pletamente continua, vale a dire : se la successione ( fn) è di funzioni a

norme equilimitate in £2, dalla successione Un == ~í si può estrarre una
sottosuccessione convergente in media in 0.

Si può infatti anzitutto osservare che essendo W ovunque densa in

~2 e S(/) continua si può sempre supporre che fn appartenga a W, ba-
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stando altrimenti sostituire a ogni In una f9à di W tale che

e ragionare poi su

Allora le funzioni apparterranno ad esse inoltre avran-

no norme equilimitate, cosicché si potrà estrarre dalla successione una

sottosuccessione convergente in rnedia in 9 mediante i ra,gionmnenti del

n. 6, tenendo present,i anche le considerazioni del n. 12; e infatti in sostan-
za in essi l’ipotesi della convergenza in media della successione E (uu) può
benissimo essere sostituita con lievi modifiche dalla equilimitatezza degli

integrali

(17) Infatti le (17), (18), (19) valgono a,ncora e si può anche arrivare alla (20), la

quale, uelle ipotesi attna i i (tenendo presente natnra mente clie l’operatore E (u) andrebbe
sostituito con si riduce alla

Di qni se si ha facilmente

Preso E &#x3E; 0 si può rendere il secondo membro minore di (1 - L r) e per ogni m e n e

per ogni r minore di un certo 1’£, 9 in virtù della eqnilimitatezza degli integrali di u; e di
[E (u,,)]2 in g. Ne segue subito per ogni m ed n

con G costante indipendente da s, m, n. E poichè dalla (191 si ha la convergenza in media

di 1 in ~’.E, ne segne la convergenza in media di 1 u,, 1 in 0.
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Uiò premesso si osservi che il problema generalizzato (39) nella classe

DA,o si riduce immediatamente alla risoluzione in £2 dell’equazione funzionale

Per quanto si è ora visto, essa risulta dunque una trasforinazione del

tipo di Rmsz e un noto teorema di RiESZ ci assicura che essa è risolubile

allora e allora solo che sono soddisfatte dal termine noto S(/)y cioè da f ,
certe condizioni integrali di compatibilità, il cui numero è esattamente

uguale al numero delle autosoluzioni linearmente indipendenti dell’equa,zione
omogenea u + A ZI: (u) - 0 , cioè al nttmero q delle autosoluzioni linearmente

indipendenti del problema omogeneo (32) in D).,o.
Dunque per la risolubilità di (39) e quindi anche del problema (30)

sono necessarie q condizioni integrali. 
,

D’altra parte le (38) (scritte per A - 0 0) sono condizioni suffi-

cienti per la risolubilità in di (39) e quindi risulta p ~ q .
Ragionando in modo analogo sul problema aggiunto del problema dato,

si ottiene q é p e dunque p = q; le condizioni (38) sono dunque le condi-
zioni di compatibilità e possiamo concludere col seguente

TEOREMA DIELL’ALTFRNATIVA: Considerato nella classe DA il problema
misto generalizzato

in su su

dove f è hulderiaita in q) - ff0 e appartiene a .L2 , p e a sono di quadrato
sommabile rispettivamente su ff1 q) e è possibile la seguente altet’nativa:
o il problema omogeneo associato (32) amniette solo lcc soluzione identicamente

nulla. bn e allora il (30) è risolubile, e in modo unico, 
que siano f, ,u , ó ; oppure il problema omogeneo associato (32) ammette in

, q soluzioni Iiitearnieitte indipendenti ul , ... , e allora anche il problema
omogeneo aggiunto (34) aiiimette in S q soluzioni linearmente indípendenti
vl v(2 , .. , , v(q) e il problema (30) è risolubile allora e allora solo che sono

soddisfatte le condizioni

Se tali condizioni sono soddisfatte, il problema (30) ammette infinite solu-

zioni" che si p0880h,0 tutte mettere nella forma dove uo è una par-
ticolare di esse e le Ci sono costanti,
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§ 6 - PROBLEMI MISTI DI DiRICHLET-DERIVATÀ OBLIQUA REGOLARE.

21. - I problemi misti fin qui considerati ,si possono chiamare del tipo
di Dirichlet-Neumaiin in quanto su viene assegnata la soluzione e su

gf2 0 la derivata conormale. Accanto ad essi esistono anche problemi misti
del tipo di Dirichlet-derivata obliqua, nei quali è assegnata la soluzione su

e la derivata secondo una direzione obliqua qualunque su ff2 0. Il

caso più noto è quello in cui la direzione obliqua sia di tipo «regolare »:
più precisamente supponiamo che pér ogni punto M di fz i9 sia definito un
asse 1 non situato sulla tangente a in 1~1 , penetrante in 0 e avente

coseni direttori che siano funzioni l dlderi,, ine o addirittura di classe 1 del

punto M su e consideriamo il problema misto

Ìli su su

Ebbene, il problema (4.~1) può essere studiato in modo analogo a qnanto
si è fatto nel § precedente per il probtema (30) con la stessa impostnzione
generalizzata e con lo stesso metodo di risoluzione, pei-venei do agli stessi

risultati.

Anche senza entrare nei particolari ci sembra che ciò risulti chiaro se

si tengono presenti le seguenti considerazioni.
Anzitutto la formula di come è ben noto (v. [32] e [27]) può

essere stabilita anche se alla conormale viene sostituita una direzione obliqua
regolare ; in particolare essa può essere usata anche nei domini 0,,’ quando
si consideri su ~2 #r l’asse 1 e su yr 1’asse v. Ciò permette di stabilire

facilmente le considerazioni del § 1 anche per il problema (41); i in hartico-
lare rimarranno inalterate per le curve yr le condizioni (5) o (5’), e si otter-

ranno facilmente le formule analoghe alle (9) e alle (11).
Si ha cos  la possibilità di sviluppare anche ora senza difficoltà i ra-

gionamenti dei n. 6, 7, 8, 9, 10.

Quanto al n. 11, è opportuno dire qualche cosa a proposito della fun-
zione N).,e (P, Q) che in questo caso sarà ’la funzione di GRFEN per il pro-
blema di derivata obliqua regolare nel dominio 0t,e. L’esistenza di nna

tale funzione discende, come è noto, da risultati di GIRAUD (v. soprattutto
[17]. [18]); da essi discende esplicitamente anche la possibilità di dedurre

dvll’analoga della (28) la condizione al contorno

sii

uel caso sia holderiana.
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Se invece b (M) è solamente di quadrato sommabile, bisognerà tenere

presente, oltre a, risultati di C. W, OsFiEN [31] e dello stesso GIRAUD [19]
le considerazioni da me svolte recentemente a proposito dei problemi di

derivata obliqua regolare [26]. Cos  il teorema di convergenza viene senz’altro

stabilito anche per il problema (41).
La memoria [26] é poi da tenere presente anche per il teorema di esi-

stenza del § 3; in essa infatti vengono ottenuti (18), per i problemi di derivata
obliqua regolare e in particolare per quelli misti di Dirichlet-derivata obliqua
regolare, i risultati analoghi a. quelli dell’AMEmo e del FICHFRA, che ci

sono serviti nel § 3.
Immediata risulta poi 1’estensione dei § 4 e 5 nel caso del problema (41).
Possiamo dunque affermare che anche il problema misto di 

derivata obliqua regolare (41) può essere impostatò nel senso generalizzato
da noi qni introdotto per i problemi misti di Di’ichlet-Neurnann e conse-

guentemente risolto col metodo sviluppato nel presente lavoro.

(18) Le dimostrazioni vengono in [26] sviluppate per semplicità per l’operatore di

LAPLACE, ma, oome è ivi indicato, non si ha difficoltà ad estenderle ad uu operatore ellit-
tico qualunque.
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