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SUI FONDAMENTI DEL CALCOLO
OON MATRICI INFINITE

di VirTorio CHEcouocl (Pisa)

Il successo, anche nelle matematiche applicate, degli algoritmi, e piu
generalmente della nozione di funzione di matrici finite suggerisce Voppor-
tunitd di esaminare se, ed in quali casi, un analogo simbolismo di calcolo
resti valevole per le matrici infinite.

Per queste si incontrano alcune difficolta che per le matrici finite non
si presentano affatto. Quelle che si riferiscono alla convergenza ed alla as-
sociativitd del prodotto sono gid state superate da vario tempo na, sem-

* braci, non ancora con quella generalitd che consenta di fure uso, con suffi.
ciente sicurezza, delle regole di calcolo ammissibili per le matrici finite.

Scopo di queste brevi pagine & di raggiungere. nei limiti consentjti dagli
enti che vogliono sottoporsi a calcolo, questa sicurezza, mostrande in pari
tempo l'utilita di adoperare il simbolismo ormai gia familiare per le matrici
- finite.

Ricordiamo che (!) la convergenza e la proprietd associativa del prodotto
sono senz’altro verificate da quelle matrici infinite :

A=|a;l r.8=1,2,...,n,...
(a,s numeri complessi) per le quali esiste un numero posmvo M4 indipen-
dente da n tale che, presi due n-complessi orizzontali qualunque '

B=(®yy@gy.-+y) Y=(YysY2s++rYn

(1) Cfr. principalmenﬁe i lavori seguenti'
a) HELLINGER E TouPLITZ: Enzykl. der math. Wiss. II3 vol 9 (1927)
b) WINTNER A.: Spectraltheorie der unendlichen Matrizen Leipzig (1929)
¢) JULIA G.: Imtroduction mathématique aux théories quantiques. Il Partie, Paris (1938)
nei quali il lettore troverad una estesa bibliografia sull’argomento,

4. Annali della Scuola Norm. Sup, - Pisa.
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soddisfacenti alle condizioni (?):
@ =, gy w1

y§~1=y1?71+y2?72+"-+yn§n§1

(2, ed ¥, numeri complessi coniugati ud x,,y,), risalti
1..n

2 Aps Ly Ys
| rs

< My.

La matrici A cosiffatte si dicono limitale: esse corrispondono agli ope
ratori lineari definiti in tutto lo spazio hilbertiano, cioe sono tali che se:

= (%) y®yyerey@pyoss)

® il complesso orizzontale infinito delle coordinate di un punto qualsiasi
dello spazio hilbertiano, il complesso verticale infinito A z_, esiste e da le
coordinate di un altro punto dello spazio hilbertiano.

In questa Nota consideriamo matrici pitt generali di quelle ora dette,
che diciamo hilbertiane di tipo (p ,q), alle quali mogtriamo che puo estendersi
senza limitazioni il simbolismo e quindi algoritmo solito del calcolo di matrici
finite. I numeri p,q delle nostre matrici sono due numeri reali entrambi
non minori di 1 (che possono anche diventare infiniti); per p=g¢ =2 si
ricade nel caso delle matrici limitate, di cui sopra.

Le righe e le colonne delle matrici hilbertiane suddette sono complessi

infiniti ® = (¥, 5 ... ¥ ...) per i quali converge la serie 2 | x, " conr>1
. n

opportuno o per i quali & limitato Pestremo superiore di | x, | .

Nel § 1 esponiamo le proprieta fondamentali, in complesso gia note (3),
degli spazi aventi per elementi i complessi infiniti ora detti. Nel § 2 si tro-
vano le proprieta delle matrici hilbertiane di tipo (p,q), tra cui la genera-
lizzazione del teorema fondamentale di HELLINGER e TorpLITZ. Nel § 3
risolviamo, pel caso pilt notevole, i problemi dell’inversione di una matrice
infinita e della risoluzione di sistemi lineari infiniti, sui quali ¢i proponiamo
di ritornare prossimamente.

() Con x_, e y_, si indicano gli n-complessi verticali di x ed y.
(3) Cfr. a) Rirsz. F. Les systémes lincaires & une infinité d'inconnues. Paris (1913).
b) BaNacH S, Théorie des operations lineaires. Warszawa (1932),
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§ 1. — Spazi hilbertiani di classe p

1. Diciamo o5, (p =1) o spazio hilbertiano di classe p lo spazio dei com-

plessi infiniti # = (¥, ,%5,...,%n,...), (¥, Numero complesso) per i quali
oo

la serie X | @, [P & convergente, ed <5y lo spazio dei complessi infiniti

=1
per i quali extr. sup. | @, | (w=1,2...) & limitato; i nnmeri =z, si dicono

le coordinate del punto x. Se p < g,, & contenuto in £H,, in particolare
ogni 5, & contenuto in B inoltre ogni 5, contiehe Pinsieme numerabile
E di punti « aventi solo un numero finito di coordinate non nulle e queste
sono razionali complesse (¢iod hanno razionali la parte reale ed il coefficiente
del’immaginario). .

Dalla disuguaglianza di MINKOWSKI :

1 1 1
g[z"l m,,1—y,,]"]"£ [2 lwnlp]‘”+ [3‘ Iynlp]p
n=1\ n=l1 N==1

L

(r.1

1 1
[ 3 |2 |p]" —-[ 3y w\"
n=1 n—t

se p=>1, oppure dalla

(1.1 | extr. sup. | @, | — extr. sup. | y» | | << extr. sup. | e 4 ¥n | <

< extr. sup. | #x | + extr. sup. | yn |

se p = co, segue che:
a) lo spazio &, & lineare, ciod una combinazione lineare a coefficienti
complessi di un numero finito di punti di %,, & ancora un punto di Hp;
b) lo spazio 5, & metrico, ciod se definiamo distanza tra due punti
z ed y di &H, il numero:
1

@.1) @,9) = lewn—ynlﬁ-

n=

se p= 1; oppure il numero:
(2.1) 2 (x ,y) = extr. sup. | &, — ¥n |
se i)= oo, valgono le:
(@, 2) =10 (x,y) >0  quando v Fy
@.1 @,y) =,

(@, ) <(@,2)+(,9;
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' ¢) lo spazio 5, & completo, ciod se diciamo convergente ad un punto
2 di &3, ma successione {2} di punti di 5,, quando

- Tim (29, 209) =0

vale il criterio di CAUCHY : condizione necessaria e sufficiente perche { ™}
converga ad un punto z(® & che: .

(5.1) lim ("), ) = 0;
mn— 0
d) lo spazio &£, & separabile, cioé contiene un insieme numerabile
(precisamente, qualunque sia p, Pinsieme H di cui sopra), ed ogni punto,
z di b, & limite di una sunccessione di punti, tutti di questo insieme (o,
come si usa dire, 3, contiene un insieme numerabile ed ovunque denso in Bp).

2. Se # & un punto di 5,, diciamo norma-p di x o semplicemente norma
di x il numero

6.1) Ny@)= > | o lr

n—1

se p =1, oppure il numero
(6.1 N (#) = extr. sup. | «,, |

se p=o00; se p > 1 (finito), N, (r) & la distanza di x dallorigine 0 = (0,
0,...) elevata a p, altrimenti é questa distanza stessa.
Insieme alla disugnaglianza di MINKOWSKI, che per due puntl x e ydi
O, si serive:
L Ll L i 1

(7.1 | Np @ — Np@)® | < Np (@ + 9" < Np (@ 4 N, (9)"
se p =1, oppure alla:
(7.1) | No (@) — N (¥) | < No(® + y) << Noo (@) + N (¥

se p= oo, gioca un ruolo fondamentale nella geometria dell’ b, la disugua-
glianza di SCHWARZ-HOLDER:

- et 1
g[z |u,,|"—‘]f' .[2 | o 2|7
n N=]

=1

m
2wy 2y
n—1
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se p > 1, oppure la:

”
2 Uy Xy
Wems]l

"
<extr.sup |Un| + 2 | xn |
N==]

se p=1; esse esprimono, facendo tendere m ad infinito, che se x & un

qualunque punto di %, ed u un qualunque punto di & , (in particolare di
p—1

B, e di By), il prodotto wx_, & convergente (assolutamente) e si ha:

p—t 1
8.1) | vy | < N p (u) P Ny @)Y
p—1
se p > 1, oppure
8.1y | w1 | < Noo(u)- N, (x)

se p=1. Gli spazi %, ed &H , (in particolare 5, ed $Hy) si diranno tra
p—1

loro diali o coniugati; una tale relazione & involutoriaj in particolare oH,

coincide col suno spazio duale.

Con le posizioni (6.1), (6.1) la (4.1) si scrive

9.1) lim N, (z® — z®)=0.

n— 0o

Vale inoltre il seguente teorema: se xz© = lim a*), si ha anche :

, n—- 00
(10.1) lim z® = x{” (i=1,2,...)
. i QO
(11.)) lim N, (&™) = Ny (x)
n— 00

e, viceversa : se esisiono i primi membri delle (10.1) ed (11.1), il punto x®
determinato dalle (10, 1) appartiene ad &, ed & il punto limite della succes-
sione {x™}. :

Si verifica subito che in ¢, non vale il teorema di BOLZANO-WEIER-
STRASS : non & detto che se {#™) & una successione di punti di b, limitata,
(tale cioé che esiste un numero M in modo che per ogni n:

1

(12.1) Ny @) < M) (%),

(4) Se p=o00 Iesponente al primo membro & uno.
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si passa da essa estrarre una successione {2V} convergente (ad un punto
x%)) ; basta infatti osservare che, se {e™} & la successione delle coloune
della matrice identica infinita I', si ha:

lim e® =0
weo0 !

sicché {e™} potrebbe al piut tendere all’origine O, cid che & escluso, a norma
della (9.1), perché N, (e™ — 0) = 1 qualunque sia n.

Vale perod il teorema: se {x(®} é una successione limitata (quindi vale
la (12.1)), ¢ convergono i primi membri delle (10.1), il punto x) determinato
dalle (10.1) appartiene ad %, ed inoltre :

1

(13.1) N, (@) < M @4,

Diciamo che {x™} converge debolmente ad x', se, insieme alle (10.1)
valgono le (12.1). L’importanza di questa definizione sta mnel fatto che ri.
spetto alla convergenza debole vale il teorema di BOLZANO-WEIERSTRASS ;
se {xW} é una successione limitala, da essa 8i pud estrarre wna successione
{x("i)} che converge debolmente (ad wun punto x'%))(5).

3. Per la convergenza debole vale un criterio (necessario e sufficiente)
assal importante per le considerazioni che seguono: condizione necessaria e
sufficiente perché wna successione {x'™} di punti di %, converga debolmente
(ad un punto x\) & che per qualsiasi punto u dello spazio duale o5 , esista
. p—1
Jm e, O

Poniamo x = (§,, | &,) dove &, = (x, Xy ooy Zm)yEm = (@mt1yTmtayers)
si diranno rispettivamente ridotta-m-ma e resto m mo di x. Intenderemo per
ridotta m-ma e resto m-mo di x anche i punti (&, | 0) e (0] &), con i quali
si sorive @ = (&, | 0)+ (0 | &), .

Dimostriamo in primo luogo la necessita della condizione, anzi dimo-
striamo che : se {x®) & una successione di punti B, che converge debolmente
ad X ed {u™} & una successione di punti dello spazio duale che converge ad

u©® (ma non debolmente), esiste lim u® x™ ¢ si ha:
L Badiee]

(14.1) lim ™ ) = w) .
n— oo -
(5) Per le definizioni e teoremi di questo numero, cf, ¥. Rigsz op. cit. in (%) a) pagg.
55-59.
(6) Per questo criterio ofr tra l’altro, G.'JuLla; op. cit. in ({) ¢) pag. 23 per p=2,
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1

Iufatti, se N, (x)° < M, ponendo u® = (1, | 7'9), si ha:

n

| wl x(_"} —u» x(_-o)l | < | (u(n) — u) .v(_'_’} | + | w0 (x(n) — x|

ossia, per la (8.1) e la (12.1):

Pt
| u® x") —u©@ x©) | <M-N p_ (W™ — u®) P | O (W — )y |+
p—1L
‘ p—1
F @ EW | WY | MNp (e —u) F +
p—1
p=1
F | g0 @Em —EO) -y |+ 2MN p @) p
p—1

Determiniamo n, in modo che per n > n il primo termine dell’ultimo

membro sia minore di 3 e fissiamo m in modo che anche Pultimo termine
. . . & . N — —
sia minore di 3—; si puo allora trovare un n > n, tale che per n > n an-

. . . . A . © e -
che il secondo termine sia minore di —3—; in definitiva si ottiene, per n > n:
!

| ) 2t) —u® 2l | <e

con ¢ prefissato arbitrario.
Dimostriamo ord che la condizione & sufficiente, osservando in primo
luogo che se esiste lim u x\") per qualsiasi v di & , , esistono in partico-

n—+ o =1
lare i limiti:
lim ¥ g™ = lim & i=1,2,...)

n— 00 n— 0

dove ¢® & la riga i-ma di I, e sono percid soddisfatte le (10.1).
Resta da dimostrare che {Jom)} o una successione limitata. Supponiamo
allora che in o , non esista nessuna sfera tale che per i punti w interni
p—1
ad essa sia limitato | w ") | , ciod non esistano un punto u*, e due nu-
meri positivi » ed M tali che sia|uwa®) | <M (n=1 ,2...) quando
p—1

N, w—u5? <r.

p—1
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Se {M,} e {o,] sono due successioni di numeri positivi non nulli, la
prima divergente e la seconda convergente a zero, detta S una sfera (qua-
lunque) di centro u* e raggio r, esistera un indice », ed un punto » in-
terno ad § tali che:

| w® w(ri) | >2M,.

Si pud allora considerare una sfera 8, di centro (! e raggio »,, mi-
p—t
nore del pitt piccolo tra i due numeri o, ed r — N , (wV) —w*) P | tale che
p—1
per i punti » interni ad essa sia:

(15.1) [wa™ | > M, ;

altrimenti esisterebbe una successione { v} convergente ad V), per la quale

fosse | v ") | << M, ; sarebbe quindi} u o) | =| lim o) x®) | < M,
n— 00

(per la necessita della condizione da dimostrare) e cido in contrasto con la
(15.1). La sfera §, risulta cosi interna alla sfera §. Operando in 8, come
in §, si possono considerare un indice n, ed una sfera §, di centro e rag-
gio r, < gy, tutta contenuta in §,, tale che per i punti « interni ad essa
si abbia:

| wa | > M,.

Proseguendo indefinitamente si ottiene una successione {8,} di sfere,
ognuna contenuta nella precedente, i cui raggi r, convergono a zero, ed i
cui centri formano una successione {w™} che soddisfa il criterio di CAUCHY,
come 8i verifica subito, osservando che si ha: .

~ Pt
N.L (u("'f'k) _— u(")) P < 7y,
p—1

il limite »© della {u("} appartiene a tutte le sfere, suddette e pertanto

sara | u® w(f’f) | > My (k|| 1,2...); ma M, diverge e quindi non esiste

lim u® &™) : ciod in w'¥) non sarebbe soddisfatta la condizione posta.
Siano dunque u*,r ed M tali che sia:

| wa) | < M
quando
):l
_(16.1) Npu—u)? <r
p—1
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Ponendo u = w* 4 r v, per ogni v tale che:

r—1

(17.1) , N, @?r <1,
p—1
w soddisfa alla (16.1); quindi:
1 1 : . 2M
a8.1) [ van | = | L —wnam| <[ e | 4wt )= 5

Se # & un punto di #p (p =1 finito), il complesso z per il quale

~\

(19.1) Z=0, se 2p=0; Zp= se @0,

1
&

k

& un punto di & p : lo diremo il punto duale o coniugato di x. Per p > 1
p—i
il coniugato del coniugato di x & il punto x stesso, e si ha:

(20.1) ‘ o =N@=Np @0;
p—1

se p=1, 7 & un punto tale che Noo(;)= lesihaza_, =N, (®).
Se poniamo : :

w =2 se p>1; oppure wW=2", se p=1,
Np (™) P

si ha immediatamente :

Np (W) =1,
p—1

e quindi per le (17.1), (18.1)

VO] 1
X — 2M
— o= -Np (m(”))p < _———'r :

Np(w)(")T -

w™ x("; —

la successione {#™} & dunque limitata, ed il criterio & cosl dimostrato.

(") Se p=2, 7z ® il punto di o, le cui coordinate sono le complesse coningate di
quelle di .
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Se p = co, il razionamento precedente vale sino alle (17,1), (18,1) con
p—1

Povvia sostituzione di con uno; dopo di che basta prendere v = e\,

essendo e la riga ¢-ma della matrice identica I, per avere:

I 2M
| eha | = ap | <=,

2M

cid che, per definizione, significa che N, (")
r

§ 2. — Prodotto di matrici e proprieta associative del prodotto.
Matriei hilbertiane

4. - Se U ed X sono due matrici, la prima ad infinite colonne, la se-
conda ad infinite righe ed v & una qualunque riga di U, x_; una qualunque
colonna di X, Desistenza del prodotto U.XY significa la convergenza delle
serie semplici wa_; . Orbene gli spazi hilbertiani di classe p qualunque
'costituiscono ’ambiente pitt opportuno ove scegliere le righe di U o le co-
lonne di X, se vogliamo liberarci dalla necessita di stabilire di volta in
volta la -convergenza del procedimento seguito; infatti per un teorema del
LANDAU : condizione necessaria e sufficiente perché wx., converga per ogni x
di B, é che u appartenga ad H ) dopo di che wxz_; converge assoluta-

p-1
mente (8). Sorge quindi spontanea e, sotto certi aspetti essenziale, 'opportu-

(8) La sufficienza & consegunenza della (8,1); la necessitd segue per assurdo, suppo-

nendo che N M (w) diverga e costrnendo un punto x di c6p, per il quale uwx_,; non con-
i

verge. Se p>1 tinito (cfr. F. Riesz. op ecit. 1n (3) a) pag. 47), basta porre 8,=20,

p 1
n % p—1 p—2
8 =r§1 | “rl e determinare {uig in modo che 8, — 8”‘_—122 . Il punto x di cbp
di cui sopra @& definito da
u, (
—_— v )
Ty = P— se ny;_; < k<< n, (cfr, n? 3).
" "i—1

Se p= o, basta prendere & = u; se infine p =1, sia {n;} - lo che | U | > 2¢. 11 punto
x tale ohe
1
%, =0 se k3=n;; m”i=;¢:

1
appartiene ad 5, ed ux_, diverge.
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nita di imporre alle matrici U ed X del prodotto U X la condizione che le
righe del primo futtore ¢ le colonue del secondo fattore siano punti di spazi
duali. Noi supporremo nel seguito sempre soddisfatta questa ipotesi, che
diremo : condizione di L.ANDAU per il prodotio di due maqtrict.

Date tre matrici U, A, X per le quali esistono, nal senso ora detto, i
prodotti UA ed A X, interessa stabilire sotto quali condizioni esistono i
prodotti (UA) X ed U(A X) e vale la proprietd associativa:

(1.2) (UA) X=U(AX).
Cid & quanto dire, con le posizioni w = (e | ) @ = (En|En) (chr. n° 3), che:

(2.2) (wd)x_; = lim [lim (17,,.|0)A](§,,l0)_/1= lim [(,,]0) lim A(£"IO)_1]=1c(Am_1)

%> 00 m—> Q0

Per prodotti che soddisfano alja condizione di LANDAU, accade che, se
x appartiene ad H,, v 4 deve appartenere ad & , , e se u appartiene ad
p—1
K] g A x_, deve appartenere ad By ; esistono percio tanto (u A)x_, che
-1
Az_;), ma non & detto che questi prodotti siano uguali.

In condizicni pitt generali delle nostre vale un criterio necessario e suf
ficiente perche valga la (2.2), che qui riportiamo, sebbene nel geguito non
avremo a favvi riferimento: se esistono i prodotti u A ed Ax_,, condizione
necessaria e sufficiente perché valga la (2.2) é che : a) esista w (4 x_)); b) fis-
sato &> 0 arbitrario ed m, intero ad arbitrio, si possano determinare un
m > m, ed un n tali che per v > mn, 8§t abbia : ’

w

—~

(3.2) [ [0 gm) A1 (5101 | < ()

Senza riferirci a questo criterio osserviamo anzi tutto che, se & soddi-
sfatta la condizione di LLANDAU ed u (oppure «) ha solo un numero finito
di coordinate non nulle, vale la (2.2): cioé

(4.2) (0] 0) A) @_y = (1] 0) (4 2-1) (')

infatti il secondo membro & la somma di un numero finito di serie assolu- .
tamente convergenti.

() BromwicH T. J. I’A,: The inversion of a repeated infinite integral [Proc. London
Math. Soe. (II) 1. (1904) pag 183].

(19 A norma della condizione precedente, 1a (4.2) vale nell’ipotesi pilt generale che
esistano 4 z—; ed u (d z—); basta infatti prendere in b) Im in modo che sia n, =
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Dopo di che si dimortra subito che: se u é tale che in H , {(.]0) A}
p-1
converge debolmente (ad u A), vale la (2.2) per ogni x di &, tale che A x_,;
sia un punto di £H,. Infatti, per il n® 3, se x appartiene ad #H,, si avra

Jim [(g4]0) A] oy = (w 4) & 5

d’altra parte, se A«_; & un punto di #,, si ha, per definizione:

lim (7,|0) (4 o) = u (4 ®_));

n— 0
tenendo [;resente la (4.2), dal confronto dei primi membri risulta senz’altro
verificata la (2.2).

5. - Da quahto precede scaturisce linteresse, ai fini del calcolo di ma-
trici, di considerare quelle matrici A tali che per ogni « di H,, Az, &
un punto di %H,, o tali che per oéni punto » di BHyry ¥ A & un punto di
#Hp . Diciamo, nel primo caso, che A trasforma dalla sinistra 1’5, in punti
di H,, nel secondo caso, che A trasforma dalla destra I3, in punti di &5, .

Valgono le seguenti proprieta :

a) Ne A trasforma dalla sinistra U5, in punti di £, essa trasforma
dalla destra Ve 4 in punti di & p, .
q—1 p—1 :

Osserviamo infatti che le colonne di A sono i punti di %,, trasformati
dalla sinistra mediante A delle colonne ¢ della matrice identica I, e le righe
di A sono, per il teorema di LANDAU, punti dell’s5 , . Allora per ogni x
di %, esiste: o

lim [5,|0) A]@_; = lim (9| 0) (4 x—;) = u (A ®_,),
n— 00 n— 00 i

quindi, a norma del n° 3, la successione {(y,|0) A} converge debolmente in
% p al punto v=mu 4, come si voleva dimostrare.
p—1
Una matrice che gode questa proprietd sara detta, nel seguito, hilber-
tiana di tipo (p,q). Per il fatto che, qualunque sia u di dé_p s {(nn]0) A}
p—1

converge debolmente, e che Ax_;, ¢ un punto di &, per ogni x di &y,
segue dal n® precedente : .

b) Se A ¢ hilbertiana di tipo (p,q) ed U, X sono due matrici tali che
le righe di U sono punti di &5 , e le colonne di X sono punti di 5y, vale

q-1

la proprieta associativa del prodotto U A X.

¢) Una matrice A hilbertiana di tipo (p,q), trasforma successioni de-

bolmente convergenti in successioni debolmente convergenti.
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Se infatti « & il limite debole di {x™} in ¢5,, per la condizione neces-
saria del n. 3, esiste per ogni w di & , :
p—1

lim (v A) 2®) = (uw A)w_, ;

n— 0

applicando ad ambo i membri la proprietd associativa del prodotto, esiste
anche: )

lim u (4 ") = u (A x_,)
n— 0

onde, per la condizione sufficiente dello stesso n. 3, |A 70’_"1); converge debol-
mente_ ad Ao, .

d) Teorema di HELLINGER ¢ TOEPLITZ generalizzato: se A é hilber-
tiena di ‘tipo (p , q), esistono due mumeri finiti M, ed My, tali che per ogni x
@i by, ed.ogni w di b4 , 8i abbia:

;1__—1
1 1
(5.2) N, (A x_)? << M,.Np ()’
p—-1 q-1
(6.2) N » (wAd)? << M,. Nq (u) ¢
p—1 q—1 )

Se infatti Ia (5.2) non valesse, si potrebbe costruire una successioie
{x™} di punto di Hp, per la quale fosse:

Ny(@®) =1 e lim Ny(4a®")=oc0;
11— 00

per il teorema di BOLZANO-W EIERSTRASS si estrarrehbe da {x*} una suc-

cessione tw("‘)z convergente debolmente ad un punto x di %,, e si avrebbe

ancora lim 1A x("")% = oo, il che & assurdo per la ¢). In modo analogo si
i— ©

dimostra la (6.2).
¢) Se A @ hilbertiana di tipo (p,q) segue dalla (8.1) e dalla (6.2),

(ovvero dalla (8.1) e dalla (6.2)), che:

-1 1 -1 1
(12) Jude | =N, @ N@e'< M.V, @) Np@?.
. q—1 q—1
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Viceversa, da questa si ritorna sia alla (5.2) che alla (6.2): basta, con
le posizioni del n. 3, porre in essa:

Uy = Ax_; oppure x=1uA

e tener presente la (20.1).

Se p (oppure ¢) e uguale ad 1, ovvero & oo, le formule precedenti vanno,
come al solito, modificate, ponendovi nguali ad 1 i corrispondenti esponenti
a cui compaiono le norme: con cio le considerazioni precedenti valgono sino
alla (7.2); si ritorna da questa alla (5.2) oppure alla (6.2), nel caso ad es.
che A a_, appartenga ad By, sostituendo nella (7.2), che in tal caso

diventa:
1

|wAwx,|<M.N, (v). Ny (x)”

le righe e della matrice identica I, al posto di u; essendo N, (/) =1,

segue senz’altro che:
1

Neo(Az ) < M-Ny(2)” .

B opportund osservare che se A & hilbertiana di tipo {p,q), lo-& anche
di tipo (p,q) e (p',q) con p'<p e ¢ > q; quindi la (5.2) e (6.2) come pure
Ia (7.2) sono relative al tipo (p,q) fissato per A.

Segue da ¢) che gli estremi inferiori dei numeri M, e M, che compaiono
nelle (3.2) e (6.2) coincidono in un unico numero che indicheremo con M®<
e che chiameremo il limile superiore di tipo (p,q) della matrice A

6. — R facile verificare:
a) Se A e¢ B sono due matrici hilbertiane dello stesso tipo (p,q), la
loro somma A-+B é ancora hilbertiana di tipo (p,q) e 8i ha:

(8.2) MPS < MG+ ML,

Infatti (A + B)oe—y, = Ax + Bx_, & un punto di %H,, per ogni wx
di H,; inoltre
1 1 L

1 N
No(A+ B xy) < Ny(Adwy) "+ Ny(Ba)? < (MY + MEY). Ny )" .

b) Se A & hilbertiana (p,q) e B & hilbertiana di tipo (¢, r) con
¢ < ¢, il prodotto B A esiste ed & una matrice hilbertiana di tipo (p,7),
per la quale:
(9.2) ME" < nE" P,
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Infatti B(Ad x_;) = (BA)x_; & un punto di o5, per ogni x di &,;

inoltre
1 1

1
N, (BA)w_)"<Mp.N,(Az_1)? << Mp.Ms N (x) "
q

§ 3. I1 problema dell’inversione.
7. Sia

(1.3) Aw_y =y_,

un sistema lineare di infinite equazioni nelle infinite incognite x;; se le ri-
ghe di A sono punti di & , per le condizioni di LANDAU (n. 4) noi cer-
p—1
cheremo le soluzioni di (1.3), se esistono, che sono punti di 5, . .
Se A ammette una inversa a destra B la quale sia hilbertiana di tipo
(r,p), si verifica subito che sono soluzioni di (1.3) i punti x_, = By_; di
®,, con y pnnto qualunque di &, : infatti per la b) del n. 5:

AByYy)=(ABYy.1=y9y_.

Se poi le eolonne di A sono linearmente indipendenti in 5,, cioé non
esiste nessun punto » diverso dallorigine per il quale sia A »_, = 0, questa
soluzione & unica in &, .

Vale il seguente teorema: se le righe di A appartengono ad &£ , (1),

pr—1
e le colonne di A sono linearmente indipendenti, condizione necessaria e suf-
ficienta perché A ammette una inversa a destra B la quale sia hilbertiana di
tipo (r,p), é che esistano un r (=1) un p' <p,(p'=1) ed un M >0, tali
che valga la:
r—1 p 1

(2.3) N, (0" <MY, [(a] 0) 4] 7

r—1 p'—1

quali che siano n e Un-complesso u, .
La condizione & necessaria: infatti se A B=1 e B & hilbertiana di
tipo (r,p), esiste per la (6.2) un M tale che:
r=l . p—l
(3.3) N”(uB)"gMNL(u)” ,

r—1 p—1

(1) Se b
r

l'é Pinfinito, supporremo anche che per ogni i, lim a; =0 (ofr. (13).
— [



220 Virrorio Carccucer : Sui fondamenti del ealcolo

qualunque sia il punto » di cBL. Basta prendere u = (u,|0) A, ed osser-

p-1 -
vare che, a norma della (4.2),

[(1n] 0) A] B = (11, | 0) (A B) = (uu | 0)

per ottenere la (2.3) dalla (3.3).

\

Se viceversa & verificata la (2.3), detto y un punto qualunque di &,,
si ha dalla (8.1):
p—1 1 1 p'—1

@3) | (el Oy | <N, (007 . F@P <M.N@ . N, (a0 4) ¥

r—1 p'—1

D’altra parte vale il seguente criterio di risolubilitd, dovuto ad F. R1Esz :
se le righe di A sono punti di & , (p > 1), condizione necessaria e sufficiente
. P ,
perché il gistema (1.3) ammetta almeno una soluzione a appartenente ad £, e

per la quale
!

(5.3) ‘ N, @) <M
¢ che valga la:

p—1
(6-3) | (/"'n | O) y—l ‘ g M N » ((fun | 0) A) P

p—1
quali che siano n e Ui-complesso w, .
Inoltre se questa (6.3) é soddisfatta, esiste ed é unica la soluzione di nor-
ma minima. (12)

(42) Per questo criterio, vedi F. RIrsz op. cit. (3) a pag. 61. Per comodita del let-

tore, ne riportiame i pnnti salienti della dimosfrazione: La necessitd segue dalla (1.3)
1

moltiplicando a sinistra per (%, 1 0) ed osservando che, se Np (x)p <M, si ha:

L0y, =1 [, |0 4]0 |SN, @ N (0,10 ) T SHN , (w00 4) P
. p—1 ) p—1

! p 1 p=1
p

Se viceversa vale la (6.3), si considera, per un dato =, il massimo di | (g, | 0)y_, | v
al variare di u, sotto la condizione
pt
b
1) N, (p,10)4) © =1.
p—1
Detta (£, | 0) 1a ridotta n-ma di y ed 4, 1a matrice formata dalle prime n righe
di 4, tale massimo viene ragginnto quando u, soddisfa l'equazione:
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I visultati restano invariati nei casi limite p =1 ovvero p infiuito,
salvo le solite modifiche per gli esponenti cui compaiono le norme. Solo che
per p =1 & necessario limitarsi alle matrici A per le quali le righe sono
punti di B le cui coordinate a;; tendono a zero per k tendente ad infinito (*3).

Per la (4.3) Vequazione (1.3) ammette dunque per ogni y di £, una so-
luzione  di &5, avente norma minima e tale che:

0

fl

1 1

(1.3) Np @) <M N, @) .

) no [t

Siccome le colonne di A sono linearmente indipendenti, la (1.3) non

ammette in 5, altre soluzioni: se pertanto y e y” sono due punti di ob;

ed #', 2" le corrispondenti soluzioni di (1.3), per la'soluzione &' — #" di (1.8}
corrispondente ad y' — y”, dovra aversi a norma delle (7.3): '

1 1, ,

(8.3) Ny@ —a P <MN. (¢ —y")" .

La matrice B le cui colonne sono le soluzioni di (1.3) corrispondenti
alle colonne e della matrice. identica I, & tale che " |

dunque & inversa a destra della A; dimostriame che & hilbertiana d'i“'tiipo (ryp)-

Infatti le colonne di B sono punti di &, , come particolari soluzioni
della (1.3); se y & un punto qualunque di o, ed ¥ = (£,]0) & la sua ri-
dotta m-ma, allora «*) = By & un punto di b, , e si ha, per la (4.2):.

A 2" = (4 B) y" = y(ﬁ .

- ‘
(4(11) : (”n | 0) y—l ° [(”nIO? A]—l = Sn_l

~————

dove [(,uNIO)A] » il coniugato di (x,]0) 4, spcondo la posizione (19.1).
h"\.’“‘
Quindi x\")z(p"lO)y_l[(y"W\ 4] soddisfa le prime n equazioni della (1.3); si di-
1
mostra facilmente che Np (av(m)p << M e che " & la soluzione (nnica) delle prime n equa-

zioni di (1.3) avente norma-p minima. Dopo di che 8i prova che {ac(”)} converge ad nn pun-
to z* di &p che soddisfa ln.'(l 3) e che fra tutte le soluzioni @ quella (unica) di norma
minima,

(43) Rigsz. F. Op. cit. (3) a) pag. 73.

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Se x & la soluzione di (1.3) corrispondente ad ¥, sara anche, a norma
della (8.3):

. L 1 1
Ny (@ — &)'= Np (@ — By™Y < M N, (y — ym)" .

Passando al limite per » tendente ad infinito, risulta By_;,=®_, con
2 punto di By, quindi di B,; il teoremn & cosi dimostrato.

Se p =2, le soluzioni di norma minima della (1.3) si comportano linear-
mente rispetto ai termini noti: cioé se @ e x” sono le soluzioni di norma
minima corrispondenti ad y' ed y”, aa’ + 2" & la soluzione di norms mi-
nima corrispondente ad ay -+ fy”. Per p =2 risulta allora assicurata lesi-
stenza dell’inversa a destra anche se le colonne di A non sono linearmetite
indipendenti. (14).

Se A @ hilbertiuna di tipo (p,q) ed ammette una inversa a destra B
di tipo (r,p) ed una inversa a sinistra C di tipo (g,8), si ha

(CA)B=0(4 B)

e quindi C = B. A ammette dunque un’unica inversa A-1! che & di tipo
(¢ s p). Dal teorema precedente segue facilmente che:

Condizione necessarin ¢ sufficiente perché wna matrice A , hilbeMiana di
tipo (p,q), ammetta ww’unica inversa A—1 (hilbertiana di tipo (q,p)) & che
eststano due numeri m ed m’ tali che per ogni x di By, ed ogni u di ) q 8i
abbia ; [ =t

p=1 -
(9.3) N, @A) =m.N_(°
p-1 a1
1 1
(10.3) Ny(Aw_)* =m' . N, () ®.

(1) JuLia G. Op cit (1) o) pag. 131.

[ Pervennto alla redazione il 13-3-1950]




