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RISOLUZIONE IN TERMINI FINITI DELL’EQUA ZIONE
INTEGRALE DI FREDHOLM GENERALE

NEL CAMPO ANALITICO 

di MARIO CARAFA .

Iru un altro mio lavoro (1), dove ti:atto, le equazioni . 

.

funzionali lineari mediante la Teoria dei funzionali analitici (2), ]io dato ùn

metodo di calcoio per esprimere in termini finiti il nucleo risolvente di una

estesa classe di equazioni iutegrali lineari nel campo analitico tra le qualî

figura anche l’equazione di FREDHOLM. , . 

’

’ 

In questa nota si generalizzano i risultati trovati, relativamente a que-
sto t po di equazione, eliminando tutte le ipotesi restrittive che allora
si erano poste sul campo di rego.larità del nucleo dell’equazione.

- Consideriamo l’equazione integrale di FREDHOLM (3)
: (equazione ’lineare di 2a specie (4)): 

. 

, 

.

nella quale supponiamo che il termine noto f(x) sia analitico e regola,re in
un certo dominio D0 ed il nucleo K (x, a) sia analitico e regolare

.. r (1) Cfr.: Calcolo del risolvente delle. funzionali lineari, mediante

,finilo di integrazioni 
‘ 

i 
.

Mathematica » VoI. 1 fasc. I - 1918 - Barcellona. Per abbreviare le

citazioni, qnesta Memoria sarà indicata&#x3E; nel segnito con N. R. 
’ 

" 

. 

’ -

(2) Per la Teoria dei funzionali analitici si rimanda alle seguenti Mernorie del Prof.,
LUIGI FANTAPPIE (nelle cit.azioni. i titoli saranno abbreviati con le lettere qui ad essi

])}’eposte): F . A. - analitici « Memorie dell’Accademia dei Lincei » s. 6a Vol. 111 I

fasc. l l 1930 ; N. F. - Nuovi fondamenti della íeoria dei funzioitali analitici « Mernorie dell’ A cca-
vol XII, n. 3, 617706. Per una trattazione più aggiornata cfr.

l’opera di i prossima pubblicazione : L. FANTAPPIE e F. PELLEGRINO - Théorie de8 fonctionelle,8 .

analytiques. Edition dnGriffon Neuchâtel (Svizzera).
. (3) Cfr. E  GOURSAT - Cours d’analyse mathématique ’Ed. Gauthier Villars v 1915 "’

Vol. 111 11..557 p. 344.
(4) Cfr. M. di analisi superiore - Ed. Rondinella 1940. - 561.
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per x ed a variabili rispettivamente in domini i -1)1 e 1)2. Per i domini

D0,D1 e D2 si suppone come d’altronde è necessario, el)e conten-
. 

. 

, 

gano nel loro interno il cammino d’integrazione a b (aperto, intrecciato o

chiuso, di andamento qualunque)..
, 

Per qnanto si è detto potrà sempre considerarsi iiii dominio semplice
mente o molteplicemente connesso 3 coutenénte nel suo interno il cammino

. 
’

d’integrazione a b e contenuto a sua volta nei domini e D2 . Sé d è
. 

, , 

l’ . 

,

la minima distanza, dei punti di dal contorno di D3, possiamo sempre
riportarci al caso in cui i 4 sia maggiore dell’unità. 

,

Infntti detto v iiii numero reale positivo minore di i basta trastiormare
il do ninio 7)3 con l’omotetia, di 1/y e centro 

. 

- 

,

allora i punti del trasformato a,’ b’ di avranno una distanza minima dal

contorno di i D~ pari a 4 / v (~I / v ~ ~). ..
Si porrà quiiidi nella (1,1): 

" 
’

i .

ottenendosi l’altra equazione, che scriviamo aneora con le variabili x ed a :

Possiamo inoltre supporre di avere operato un’altra sostituzione di va-

riabili tale clie coincida con 
. 

Torneremo qnindi all’equazione (1, l) supponendo lll i trovurci g’ià nelle
.condizioni sopradettè con A &#x3E; 1 e = o . . Supporremo inoltre per sem-

plicità che il cunnnino sia aperto, ma si vedrà, in 

che la trattazione e le formule non cambiano anche se a b è chiuso. 
’

. 2.. IL NUCLEO I’1’RRA’l’0 ED IL NU(1LEO Il

nucleo iterato è dato dall’espressione : .
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. 
_

. d’integrazione o’b _- X3,

... , 
tali che per, du’e qualunque ,di essi consecutivi risulti :. 

’

dove deve intendersi per semplicità di scrittura che : xi 0 e xm+1 = b .
’ 

, 

. 

, 
, 

i ’ 
Dividendo l’integrazione lungo il cammino o b in tante integrazioni

parziali estese singoli archi xv xv +1 il nucleo iterato

nel modo seguente ,’ 
. 

i ..

ovvero:

ora. nella (2,3)’ per l’integrazione lungo il arco 1

dove è : ’
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si otterrà

Dalla (2,4) si ricava

perciò quando il punto a, descrive il dominio D3, 9 il derive und.omini.o che si ottiene sp.ostanÙo D 3 con una trastazione pari a e
trasformandolo poi con l’omotetia 

. 

""

Dato poi che I cv~ I  1, come si ricava.dalle (2,2) e (2,5), ne viene cheil dominio Dv. contiene (come cerchio di centro nell’origine e raggio4 , ii1fatti il trasformato del puiito xv. viene ora a trovarsi nell,origine.Da quanto si è detto si deduce che la funzione

- è regole per T. in Dv- 8 e T,. in ed in particolare per ).. ! I e

I).. 
’ ’

Sviluppiamo allora come è possibile la funzione (2,9), dopo averla inol-tiplicata per in serie doppia di potenze di r,, e -t,. convergente ner
, cioè :

dove può v,, = 0 9 i. - me ... dove , deve intendersi :
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Rappresentiamo poi nella (2,6) le .K che ivi figurano con lo sviluppo

(2,10) ed integriamo termine a termine come 
è possibile.

Si otterrà per risultato lo sviluppo seguente :

sviluppo valido I d i
. 

Consideriamo poi la funzione (che potremo chiamare nucleo aus2awp

della (1,1)): .

dove è 1 -d

Se supponiamo per uu momento di porre nella (2,~13) ~ I
iie calcoliamo l;iterato n.esimo :

si vede facilneute che sostituendo alla :~ il suo sviluppo (2,13) l’iterato
’ 

ii,esimo (2,14) sarà rappresentato da, una serie nella quale figureranno 
tutti

i termini dello sviluppo (2,12) mescolati con infiniti altri. Se quindi si eli-

minano uesti ultimi termini dal1’iterato n.esimo (2,14) si ottiene proprio il
nucleo iterato ... ’

, Approfittando ora del fatto che il nucleo regolare per x ed a va-

riabili in uu cerchio di raggio maggiore di 1 e che il cammino d’integra-

zione nella (2,14) è tutto interno al cerchio di raggio unitario e concentrico

al precedente, come vedremo al numero seguente, si possono applicare i
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risultati di N. R. calcolando il nucleo iterato con ull numero di irite-
grazioni (definite) unito ed indipendente da 1t. Si osservi poi, come già si era
premesso al n. 1, che .la. trattazione resta identica anche se il cnmmino

. d’integrazioue - è intrecciato o chiuso, infatti 8n può ancora rappresentarsi
con la (2,6)e quindi con lu (2,12) ed il nucleo ausiliario sarà ancora datodalla (2,13). Anche in questi altri casi conviene fare in modo che il 
mino d’integrazione passa per l’origine. ’ 

cam- n

3. - CALaOLO DEL NUCLEO n.ESIMO CON UN NUMÈRO D’IN1’E-
GR,AZIO.NI FINITO ED INDIPENDENTE, 1)A n.- Consideriamo la particolarefunzione (pi-eparatt-ice. u.esima; i cfr. N. R. nu. 4, 5 e 6):.

dove 

e quindi la serie (3,1) converge assolutamente...
Si ricordi n. 3 di N. R. si dimostra che i numeri

- - 

h sono in corrispondenza biu-
mvoca cuii ie quadruple ordinate (ii , il 1 k /t). ..

Eseguiamo poi il prodotto funzionale emisimmetrico (5) della per i) I
nucleo ausiliario K rispetto alle variabili fJ, {), x ed a, cioè calcoliamol’integrale multiplo :

dove con C2 e O, si sono indicate le circonferenze con centro nell’origine eraggi rispettivamente 2 e essendo 1  J. 
.~ 

.

~ 

. 

~ 

.
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Si faccia ora la potenza ordinaria della Kn e se ne scriva lo ,

sviluppo che si ottiene sostituendo ad essa 
’ 

.la serie (3,3), cioè

ed osserviamo che ciascun ’termine di questa serie multipla si presenta m

essa volte , se con si indica il numero delle permutazioni con
ripetizione delle n qu adruple ordinate (un-1, vn-1,kn-1, ,’1"..-1)’ . : ." («0 ko, h0) ..,

nvvmò Der la sopraricoudata corrispondenza biunivoca, degli n vumeri in-
: teri [

Introduciamo poi. la funzione (per n &#x3E; 1) : .

dove è

e dove l numero delle permutazioni con ripetizione degli n - numeri
. o)q, 9,.V . 

1 

- - 

. 

, 
. 

r- no 1 I

interi :
’ ’ 

Per n =1 si ponga invece :

1 

. 

e ~i tenga presente che (cfr. la (2~10)).

Le serie (3,5) e (3,5)’ convergono totalmente per ~ I xo  1 ed .

. I a I  1. Indicando allora con C la circonferenza del piano com-

plesso 03BE con centro nell’origine e. raggio unitario, si trova che: , 

,

Infatti se nel caso di n &#x3E; 1 indichiamo l’esponen.te della,
. del termine .generico dello sviluppo (3,4) della cioè : :. 

- - - . .,
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per quanto si è dimostrato al di N. R. la condizione :

si verifica, soltanto quando tutfi gli esponenti

risultano uguali agli esponenti

. 

, 

i ,

. 

Pensando allora di sostituire nella (3,6) alle e Kn rispettivamente i

loro sviluppi (3,5) e (3,4) è chiaro che 1’integrazione rispetto alla ~ (che può
eseguirsi termine a termine per la totale convergenza delle serie) per quanto
si è detto, 9 unirà tra loro soltanto i termini degli sviluppi di Sn e g,~
per i quali è verificata la .(3,’l), annullando tutti gli, altri e dando cos  per

risultato ,il nucleo iterato di sviluppo (2~12) (6). Analoghe considerazioni
valgono nel caso di n = 1. 

’ 

&#x3E;

Supposte quindi note le funzioni la (3,2) e la~(3,6) che danno
rispettivamente la Kn e la lin , 7 ci dicono come si era annunciato nel titolo

del paragrafo, che : il nucleo iterato si può calcolare con 
di integrazioni (definite) finito ed indipendente do ii, ..

, 
Essendo poi le funzioni Su ed completamente indipendenti dal nu.

cleo K (x, a) dell’equazione integrale. (1,1), potranno essere tabellate una

volta per tutte ed impiegate poi in ogni caso per le equazioni di FREDHOLM
qui trattate. 

~ 

.

4. · CALCOLO DEL NUCLEO RISOLVEN1.’E IN1.’EGRALE

Di FREDHOLM. - Come già si fece osservare in N..R., per calcolare in

termini finiti l nucleo risolvente occorre evitare di iiitrodùire per ogni ter.
mine. dello sviluppo di detto nucleo, una nuova llln . Conviene
infatti sostituire ad essa una funzione équivalente, per il calcolo di alla

1J;In, qualunque sia n e che può chiamarsi perciò generale ; detta ,
funzione ha lo sviluppo seguente: ..

- 

(S) Si osservi che il calcolo del nucleo iterato esimo qui riportato può considerarsi
come una particolare ’potenza n .esima funzionale generalizzata del nucleo ausiliario 

), .
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dove si m dove la generica è la prepara-
trice s.esima data dalla (3,1) per n -- s . 

’

Risultando quindi dalla (3,1), qualunque sia s :

I .

la serie (4,1 ) certamente converge totalmente per 1". , , , 1,J ...L I I 
- 

v - , I I - ... 
,

|&#x3E; R1,. (si ricordi che 1) è il raggio della circonferenza C1 che
figura nella (3~3)).  

’ 

- 

.

Sostituiamo nella (3.3  alla la funzione M e chiamiamo con K la
funzione che ne cioè: 

’ 

. 

’ ... ’ . 

’

Si dimostra poi facilmente (cfi.. N. R. - n. 8B, che : :1 .

integrando lungo la circonferenza C = (0 1) del piano complessO’ t. .

Si consideri ifine la particolare funzione : ..

il cui sviluppo è formato mediante le già definite con le (3,5) e (3y5/
e che è totalmente convergente per : 1 

..1 :

(dove aó verrà poi definito) risultando infatti dalla (3,5):

1 

e dato che, essendo pnefissato un qualunque numero p &#x3E; 1 da un certo

. n in poi si avrà ,~ quindi r ovvero (
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Se poi indichiamo con 1lo il inassinio di f i per x ed a in D3,
si ’ha evidentemente, (indicando con 1 la lunghezza del camiiiino d’integra-

« -

zione o b) s , 

. 

-

.e quindi lo sviluppp del nucleo risolvente dell’equazione di FREDHOLM (1~1) :

converge totalmente per

’ 

Si deduce allora per la (4,4) che :

dove con C3 si è indicata la circonferenza (0 , Qo) del piano,u avendo preso (~) : :’

-’ , 

In definitiva seguendo quanto già fu detto e dimostrato ai nn. 1 ~ 2

ed 8 di N. R. e per la (3,6) si ottiene: .

(7) Infatti la funzione 1/(1 - u y,K) pcr 1 può rappresentarsi, con la serie

geometrica Zoo 1 k Kk , perciò 90 viene preso in modo che detta serie converga Si osservigeometrica Z perciò g0 viene preso in modo che detta serie converga. Si osservi
. o ..

1 che dalla (2,13) si ricava
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dove °4 è la circonferenza del piano r e la particolare .

funzione cfr. N. R. ii. : 1) avente lo viluppo: 
..

. Si ricordi inoltre che la funzione K è data dalla .(4,3): 
’

Dato poi che le funzioni 1)0 nucleo K
, 

., . 
, 

.. , 
,,-........ 

..

o b e dalla sua ripartizione tn m
parti indicata al 11. 2, la, determinazioi e dei loro valori nel campo li varia- 
bilità che interessa potrà farsf unu volta per sempre e ritenendole quindi.
funzioni n,ote. (al pari (ti tante altre trascendenti già conosciute e tabellate)
per la (4,10) si può affermare che f 

... 

.
il,-, nucleo risolvente della più- equazione integrale di FREDHOLM (nel

campo, può un ,finito di integrazioni definito
e"tl una derivazione partendo direttamente dal nucleo dato tre par- 

.

J. 
. ,,,." 

..

tic’olari funzioni indipendenti nucleo stesso. , 

, 

’

5..° ESAXB RISULTATI. 2013 S importante notare che, mentre per
calcolare il nucleo risolvente sommando la classica serie dei nuclei iterati

occorrono infinite integrazioni, ora invece, comene si è visto dette integrazioni
si possono ad ~un numero finito. 

- 

, 

M 

. 

,

’ 

Ricordando poi che con la generica funzione Sn si riesce a trasformare 
la potenza ordinaria n.esima della KH (cfr: la (3’6», ovvero della K (cfr. få 4?4))
nel nucleo iterato evidente Che la funzione S formata

. con tutte le Sn (cfr. la (4,5)) Ita nella formula finale (4,10) m compito es-

senziale e . specifico, a differenza delle altrè due funzioni e P0,
&#x3E; .- , ", 

" .. ,

che figuranó anch’esse nella (4,10), le: quali hanno invece un compito accessorio.
’ 

; Quanto si è ora detto è meglio messo in luce da una notevole relazione
- - che lega la 8 al cousiolerato come funzionale (analiticb ~o~z

del nucleo ir. , ..

Si dimostrerà infatti al n. 6~ ché 8 può scriversi nella forma seguente :

è un. funzionale analitico indipendente da qualunque nucleo
K di una particolare equazione integrale di
FR,EDHOLM il cui nucleo da g. ’ 

.

. 

’ 

Si. vede struttura S, dato che F è lineare, è in 1°-
identica a quella risolvente stesso; cos  pure si può vedere

che quella della generica itera.to n,esimo.
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Questa proprietà della funzione si ricollega ai risultati di un altro

mio lavoro (8), quando appunto si consideri il 11ueleo colne nn fuli-

zionale del .nucleo K dell’equazione di FREDHOLM..

Risulta infatti nel citato lavoro 9) che per un funzionale analitico
lineare definito in una. regio.ue lineare esiste una speciale funzione u

che individua completamente il funzionale, dato ette con essa è possibile
calcolare il fnnzionale stesso con u11 numero fini to (11 operazioni. Detta
speciale funzione u si ottiene calcolando il funzionale per una particolare
fnnzione, dipendente in più da nn parametro (linea analitica).

Per la proprietà ora ricordata la funzione u può chiamarsi l’indicatrice

del funzionale, come già ha chiamato la funzione che gode
di proprietà analoga nel caso dei funzionali 

Ad essa corrisponde ora la funzione che, si è detto, si ottiene
calcolando il funzionale per un particolare nucleo U.

FJ quindi, ripetiamo, la funzione che può considernrsi come 

ccr,frice (1°) del nucleo quale funzionale analitico (non del

definito nella negiole funzionale lipeare delle funzioni un ali tiche

K (x , a) regolari per x ed a variabili nel dominio D3 .

OSSERVAZIONE. - I risultati ottenuti in N. R,, possono applicarsi diret-

tamente per calcolare il nucleo ’risolvente nel caso particolare in cui il nucleo K

dell’equazione di FREDHOLM è regolare per x ed a variabili in un cerchio.
. 

Il caso generale qui trattato, ma soltanto quando il cammino o b è

(e non si p,nò anche risolvere riportandolo a detto caso

particolare nel modo seguente :
1°) con un calnbiamento di variabili si trasforma il i cammino d’iti-

tegrazione in un segmento rettilileo;
2°) si considerano poi le nuove variabili x ed a in un rettangolo

sufficientemente ristretto intorno al cammino d’integra.zione, in modo che

ivi il nucleo. risulti regolare, e si trasforma quindi conformemente, me-

diante funzioni ellittiche (11), detto rettangolo in un cerchio. 
’

. 
(8) Cfr. - Espressione in forma finita di ogni funzionale analitico Accademia,

Nsazionale dei XL - Serie IV - Vol. 1 - 1950.. 
’

In qnesto lavoro si considerano soltanto funzionali di funzioni di unn sola variabile,
ma la generalizzazione al caso delle funzioni in più variabili è immediata.

(9) Cfr. F. A. - n. 26 pago 41 ed N; F. n. 13 pag, 659.

(10) Sarebbe più esatto chianiarla un’indicatrice del nncleo risolvente, da,to clie possono
ottenersi varie indicatrici tra loro equivalenti diverse per la diversa impostazione del

caloolo.

(ii) Cfr. G. SANSONE, Lezioni sulla teoria delle funzioni di una complessa, Ed.

CEDAM - Padova~ ~ 1949 - Vol. II., n. 26 p. 144. ~ .
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Si deve però osservare che per questa via, quando il campo di rego-
larità del nucleo è molto vario e il cammino d’integrazione risulta, senza

possibilità di riduzione, molto tormentato, allora la trasformazione indicata
in l°) aùche. nel ’più semplice dei modi tuttalpiù mediante iiii

polinomio il cui grado pnò essere comunque elevato e la cni inversione
f 

conseguentemente 4avrà molto laboriosa e,, iuconvenieiite più grave, diversa,
da caso a ccrso. _. 

’ 

.

Con il metodo esposto nei numeri precedenti invece, le due suddette

trasformazioni sono eliminate e si--ottiene il nucleo con una for-

mula generale applicabile in ogni caso e per di più anche quando il cam-

mino d’integrazione è intrecciato o chiuso. . 

_ , 
.

6.. - STRUTTURA DELLA FUNZIONE 8. - Consideriamo la funzione :

dove è

col

condizioni cl7e assieurano la totale convergenza, della, serie membro.
. Scriviamo poi l’equazioue integrale di FREDHOL1U: 

’

(dove C è la circonferenza (0,1)) e calcoliamone il nucleo iterato 

(~Q) Per n = 1 Si ponga :
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Sostituendo in questa alla .Ln il sno, sviluppo (6,1) si trova :

dove si è posto .

Si osservi poi che

. 

dove ora è

....  

si ottiene cioè una serie formata con tutti e soli i termini della (6,4) per i

quali si ha: . 
- 

-

Introduciamo ora l’altra particolare fiiizinne:



189

dove è 9 1» lo stesso valore si è scelto nella (6,1)

e dove si è posto :

inoltre con a)p,q,,,,,,, si indica il numero delle permutazioni con ripetizione
degli n numeri ’interi [ p~ , q~ , p~ , h = 0,1,2, ... 1 . Nelle ipotesi
fattela (6,6) come serie multipla di funzioni è totalmente con ver.

gente. 
’ 

..
Si osservi che la presenza del coefficiente s  che nella

serie (6~6) il termine generico . 

’ 

-

. si presenti una volta sola e con a coefficiente ...

, Per quanto si è detto si trova facilmente, ricordando quello che si è

osservato a proposito della (3,6) (cfr. anche la (3,5)) : 
. 

.

Si osservi subito che la struttura della Hn non ha nessun legame con
. quella del nucleo iterato come risulta anche dalla simmetria tra gli

e y nei suo sviluppo (6,6), a differenza invece della Sn che a

parte il coefficiente i 
ha la stessa struttura del nucleo iterato n-esimo

Ln(n).Consideriamo poi la funzioue U formata con tutte le Ln date dalla

dove è I T I = 1 ed I  r0  1 con, che la serie’ ora scritta risulta to-

talmente convergente essenclo qualunque sia n (cfr. quanto si è posto - per

l~ (6. i 11 : 
° 

_ :

. 

. 

Scriviaino ora l’equazione integrale (6,2) mettendo al posto della L,, la
. ~U, cioè : .. ’ 

~ 

1 1 I 

’ .... ’

. 3. Annali ’della Scuola Norni. Sup. - Pisa.
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e detto U,, il suo nucleo iterato si tenendo presente quantofu dimostrato al n. 8 di N.R. :

’ : Chiamiamo allora coi R0 il nucleo risolvente della (6,9), cioè poniamo :

ed introduciamo a funzione H formata con tutte 1P lln

dove è 11: 1 = t, I = i e che quindi è nna serie totalmente 

(risulta, infatti dalla (6,6)
Applicando allora quanto sopra si è detto, dalle (6,7) e (6 Ut) discende :

dove e’ è un’opportuna circonferenza del piano complesso Q (13).
Se allora indichiamo nella (6,1;1) con F il funzionale analitico 

prodotto di tutte le operazioni lineari ;ipj&#x3E;li;a,t; al 
potrà scrivere nella forma più succinta:

Si deve poi notare per quanto si è detto a proposito della Hn, lastruttura della funzione H come può dedm-si dallo sviluppo 16 12) non ha
nessun particolare Jegatne con del nucleo risolvente. 

(i3) Si osservi che dalla (6,8) si ottiene 4e4 ro / (1 - ro) (2Q-1)2 (o - xo) 

’

e perciò limitando opportunamente r0 si pnò ottenere sempre la. convergenza detta (6,11)debba delimitare il campo di variabilità di Q per la convergenza della (6,12).

’ 
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