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SUL PROBLEMA DI CAUCHY PER LE

EQUAZIONI DI TIPO MISTO yk zxx - xk zyy = 0 (*)

di ROBERTO CONTI (Firenze)

INTRODUZIONE

Nella Menioria da cui l a avuto origine la teoria delle equazioni alle

derivate parziali di tipo misto (1) F. TRICOMI ha tra ra tro trattato il pro-

blema di CAUCHY per l’equazione (it)e -boli(,-o-ellittica):

Stll)l)Olleiido i dati assegnati in t°oiinia ordinaria li x) 3 ) sll (li ULL 

vallo xo , x x, appartenente a11a linea pal’abolica (y = 0) .
Alla stessa questione per le eqnazioiii (iperbolico-I)araboliche)

è ill parte dedicato uuo dei l)i-iini lavori della Sig.ra CINQUINI (JtBRA Rio (2).
Per maggior cliiarezza poniamo ora alcune 

(*) La presente ricerca con prende una parte della mia Tesi di Perfezionamento

discnssa nel luglio 1948 presso la Scuola Normale Superiore.
(1) Ved.: F. Titicomi, Sitlle eq tazioi í liiiea&#x3E;.i alle derivate parziali di secondo ordine di

tipo iltisto, Melliorie Liucei (5) 14, pp. 133-247, (1923) ; in particolare ved. Cap. II, 1, 2, 3.
Per un’equazione pi i g-enerale della (n F. FnANKL, Boll, Ac. Se. URSS, Serie 3lat.,
8, pp. 195-224, (1944), (in dove peraltro la trattazione è « in piccolo ».

(2) Ved. : MARIA CIBHAHIO, studii intorno alle equazioni lineari alle derivate par-

ziali del secondo oudirie di tipo misto iperbolico-paraboliche, Rend. (’ire. Mat. di Palermo, ,56,
pp. 385-418, (1932); in particolare i 5 l, 2, 3, 4. Si vedn anche : 1:-". S. BEltESIN, 
Sbornik, T. 24 (66) : 2, pp, 3)1-lfi2i, (marzo aprile iu rosso) dove è considerata iii leqi a-
zioiie lineare completa.
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Osservato che per la (1) come per la (2) le linee caratteristiche nella

regione iperbolica si ripartiscono in due distinti sistemi formanti «rete »,
si può chiamare « dominio caratteristico relativo all’intervallo 

il dominio appartenente alla regione iperbolica che l~a per frontiera gli archi
di linea caratteristica di sistemi diversi nscenti dai punti 0) , (xl 0) ed
incontrantisi nella regione iperbolica per la (1), il segmento di
estremi i (xo ~ 0) , (.ri , 0)).

Inoltre per solnzione della (1) o (2) (o, in generale, di qualunque
equazione del 20 ordine nella quale non compaia la leiiviila iiiista 

un (lo iitio D (limitato o no) intenderemo qui una funzione z (x, y)
continua nell’insieme somma di 1) e della frontiera (al finito) di D la quale
funzione ammetta continue nei punti di 1) le derivate le

due ultime verificando la (1) o (2) (o, iii generale, Inequazione priva della 
~ 

futine una soluzione di dette equazioni i~~ un dominio -~) si dirà rego-
un punto «,1 dell  di D se in tale pnnto esiste finito

il limite (superficiale) per ciascuna delle 2’~ ~ e i due ul-

timi i vi verificano Inequazione in discorso.

Dopo queste precisazioni il resultato principale relativo al problema di

CAUCHY per la (2) può enuuüiurRI dicendo che se 11 (, -) e (.r) sono funzioni
seconda iiell’iiitervall&#x3E; xo = , , esiste ed è

unica nel dom nio caratteristico relativo a tale intervallo la soluzione della

(2) die soddisfa le condizioni di OAuonv

1,a stessa conclusione slissiste, sotto le medesime ipotesi, per la (1) ec1

inoltre si vede senza difficoltà che dette ipotesi assicurano la regolarità nei
punti dai segmento parabolico di estremi (x o 0). 0).

Indirizzato in questo interessante campo di ricerche dal G. SAN-

al quale esprimo volentieri il mio vivo ringraziamento, ho da qualche
tempo preso a studiare equazioni di tipo i isto dotate di linea parabolica
spezzata nei due assi coordinati. La classe presa qui in esame è la

costituita di equazioni che, applicando una terniii ologia ormai corrente.
possono dirsi del secondo tipo misto, iperbolico-paraboliche (se l~ è pari) o

ii&#x3E;erbolic&#x3E;.ellittiche (se la è dispari). Il problema di cui ci occnleremo è an-

cora quello di JAU«HXT con i dati assegnati snlla linea parabolica.
A(Iott,,tii(lo per le (1B) le dennizioni poste sopra di ,soltizioiie in un dò-

mino P di soluzione 111 un punto mostreremo i
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resultati validi per la (1) e la (2) (delle quali le (A) sono in certo senso una

generalizzazione) sussistono le (A) nel caso in cui Fintervallo, t nito o

no, non contenga come punto interno l’origine O degli assi coordinati (3)-
Se O risulta interno l’estensione non è in generale senz’altro possibile come
mostra un semplice esempio (n. 9), nè ciò è del tutto inatteso, data la na-

tura « doppiamente » singolare del punto O.
Il lavoro è diviso in due §§; nel § 1, attraverso ttito studio preliminare

della funzione di RIRMANN della (A) (un. 15 2) si giunge al teor. fondamen-

tale (n. 3) ed al teor. di unicità (n. 4) che ne è conseguenza immediata. Si

è cercato qni, come nel seguito, di ridurre al minimo i calcoli, in genere

piuttosto laboriosa tidando sulla notorietà del metodo di RIEMANN e sulla

notevole analogia che lo studio della funzione omonima presenta con quello
della funzione di RIEMANN delle (2) ; per rendere tale analogia anche più
evidente si sono adattate al caso nostro quasi tutte le notazioni usate dalla

Sig.ra per le (2). Ci siamo invece discostati dal proce-
dimento usato da questo Autore per dimostrare il Suo teor. di unicità,
quantunque tale procedimento si possa adattare al caso nostro, a parte la

n&#x3E;aggioi&#x3E;e complicazione formale ; la via seguita qui, perniette di giungere alla
formula risolutiva (formula (C) ; n. 3) in modo forse più evidente. Tale for-

mula è analoga a quelle relative alla (1) e (2), ma notevolmente pi i com-

plicata e ciò rende meno agevole la dimostrazione esistenziale (§ 2). La quale
viene compiuta in due tempi (nn. 6, 7) e conduce ad un teor. (n. 8) enun-
ciando il quale si è cercato di ridurre il pi i possibile le ipotesi. Si è pre-
ferito di non tralasciare del tutto i calcoli principalmente allo scopo di met-
tere in luce le conseguenze derivanti dalle singole ammissioni.

Infine lo studio del caso (che come si è detto sopra è, per
ora almeno, risolto in senso negativo, per quanto riguarda l’esistenza, (lal-

l’eseinpio del n. 9) fa parte di un altro lavoro in fase di elaborazione ; per
il inomento ùasti l’avere accennato alla questione.

(3) La Sig.ra alla q’ ale sottoposi una prima del pre-
sente lavoro ed alla quale pure rivolgo il mio ringraziamento cordiale, mi ha fatto gen-
tilmente rilevare che la trasformazione

wiita la ( A) nella

la quale non è che una, lieve generalizzazione della (:’) (o, per = 1, della (1)). Essendo
la trasformazione ora adottata, reale ed invertibile per x # 0 segne che risnltati vera-
i ieiite sono da COllsitleral’H quelli i relativi al caso in cui (1 non

esterna alPinterva 1o  x Xi .
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§ 1. Uuicità della soluzione.

l. 2013 1« ,ju&#x3E;iziv&#x3E;ie u (X , 9 Y; x. y) di 
H opportuno, ler reudere pin spedita in seguito la trattazione, premet-

tere uno studio della funzione di RiEMANN della (A) e cioè della funzione

di quattro variabili X, 

dove, posto

è

e poster 1 ~ :~ ? ...) ~ o(1 eliche se k = 2 h -1 (It : r ~ ~ ~ ~ ...) ~

ovveil(). se ,

è tnc»e :

Infine

è la serie ipergeoitietrica di « elementi » 1 nella variabile o .

Omettiaino per brevità la ricerca completa della ?i di RIEMANN e ci

liiiiititmo ad osservare che ad essa si g i uuge, con procedimento analogo a

quello seguito per le equazioni (1) e (2) prima citate, cercando una funzione
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di fori ia, particolare che soddisfi la « ridotta iperbolica » della (A), vale a
dire Inequazione nella quale si muta la (A) mediante l’introduzione di va-

riabili 

La serie (7) converge, com’è noto, per i o i  1 ed mrcle (essendo
1 - 2 fl &#x3E; h) per Q = 1 ; in tal caso, introducendo la B eulel’iana si lia

Inoltre, essendo 1 ; 0) = 1, avremo

Iitterpi-etaitdo ora le due coppie di i variabili (x, y,) , (X , B’r) co7rte cool-di-

di punti C e Gr étppal’teileilt’i ad uno piano, fisse-
dei due ad es. C = (x, v) e il l 

della C) ctl di Gr = (X, ~’) e eioè quali G la, n
ilisulti reale, e continua. che è 11 (C , (,’v) - u (G . C) ci rli-

poi dallo il caso di G fisso e C variabile.

Gli i integrali dell’equazione differenziale

cioè le «caratteristiche della (A), si ripartiscono nella regione ipel-I)oli,,-,,,1
in due sistemi di curve tali che per ogni punto di i detta regione passa una
ed una sola curva di ciascun sistema (o, colne si dice brevemente le carat-

teristiche formano « rete »). Ciò risulta anche da noti teor. validi per equa-
zioni di tipo iperbolico tra le quali rientra la (A) sotto la condizione

()&#x3E;0? ma la proprietà sussiste, come è facile verificai-e, anche per i

punti della linea parabolica (ad eccezione dell’origine O degli assi coordinati).
Fissato C o (x, y) nella regione iperbolica e chiamando ...:-, F le coordinate

correnti, con le notazioni adottate, (ved. (3), (4) ; (3’) , (4’)) integrando la (10)
risultano per le caratteristiche passanti per C le equazioni 111 forma implicita

(4) Va rilevato esplicitamente però che mentre le equazioni ora dette danno luogo ad
nna «ridotta &#x3E; di tipo noto e precisamente ad equazione del tipo di EuLERO-PoissON,
ampiamente studiata da DA RBOlTX parte 2a, libro IV, cap. III), l’equa-
zione ridotta delia (A) e cioè la

non appartiene al tipo suddetto, pnr presentando con esso evidente analogia.



110

le quali rappresentano 111 &#x3E;giii caso (cioè iitero jiialiiiiqiie) delle curve
( 1 i (o rami i di i tali curve se K==:22013 l) (5).

Distinguiamo ora tre casi secondo la parità di k.

Il 2° e 4° quadrante IC 0) costituiscono per lu la regione ellit-

tica che qui non interessa.
Per nssare le idee suppoiiiai o G (C , ) nel 10 quadrante ed anzi,

detto 1 il 1° « ottailte » (0 c. I’ c ’) , i 1)11ò mtppo ’re addi ’ittura che C

taccial parte di SZ1 a causa clella

Supposto dapplrima 0  y  x (cioè C interno ad risulta (l &#x3E; Ì) P
quindi per la la delle (11), A &#x3E; O. Dunque Ìll .11 2013 = O tntta in Q1;

i

Fjg-. 1

8SH incontra r in 1111= (((1 f!, 0) ha per asintoto la

1-% bisettrice Ár == r, e non 11-,1 punti a RiniAtrH t,,Iilgeiite 111 Ali (6).

(5) VP,1. a(1 Ciii,ve piaiie speciali, Vo1. 1, Cap. V, p. 

(6) Da, ora ili tllttll la discussione seguente CI i rifefemo alla 1 eh e pt ò essei,e

utilizzata, opportunamente interpretata, qualunque sia paità di k ,
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La B -- b + o incontra (ortogoiialiii.) V in - (G’, U) , simmetrica
rispetto alla la bisettrice e non ha punti reali a destra della tangente in 
incontra (ortogonalm.) anche I’asse ~r in ~’3 = (0 , ii vol gendn sempre
la propria coneavità verso l’ asse ~Y.

La A - ~l = 0 e la B - b = 0 sono rappresentate in fig. 1 rispettivam.
dalla 3 C Jl1 e dalla C 11’3 ; le 1 ~Y ~, 1 5 ’1131 7 ~ 3 , .~.lf~ M3 rappresentano
rispettivam, le il - b 0 A = 0 , il -~-- b = 0, - () .

1) 2 (2 h + 1) afliuchè 1)-fl risulti reale e finita (e
continua) dove essere D 0 ; se ciò accade la condizione e i a : fl 1 che as-

sicura la convergenza della 1 ; a) equivale alla (x y T ’)y+ j &#x3E; 0 
ossia alla T 1""&#x3E; 0 che è senz’altro verificata finchè G - (.1 , 5 1-) resta nella
regione iperbolica. essendo B-~-~~0~ la I) &#x3E; 0 può scri versi

la quale è soddisfatta nuche G fa parte dell’insieme 11 costituito dai punti
interni alla regione 1 J13 7 e dai punti interni ai segmenti vi ed

In questi ultimi è (i -- 1 e quindi, per la (B) e le (3), (8) avvei o, ad es.:

La (13) non è soddisfatta sulle 1 7 Y3 dove diviene

inl nita e perdi più nei punti N 1 5 il 1 ~ M3, N3 la 9 e quindi la 

è indeterminata. Velia regione (esclusi i punti ed Nt) è sempre
O --- 1 e vale pertanto la (9) ; nei punti di C ]Il e C nei quali è

(J = O , si riduce a

Quello clle accade quando G varia nel 3° quadrante non ha interesse

per il seguito e neppure ciò che segiie da Fipotesi 0 = jj  x ((1  « == b) o
dalla n~2~_-x(~r,--(1)

In questo caso non esiste nnn regione ellittica e (? può essere un qna-
lnnque punto dei pnuio, ma poic e insieme alla (12) valg’ono anche le

possiamo, senza restrizioni, supporre C in Q1; anchr qui esamineremo in

particolare solo il caso (li C interno ad 0~;~.
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La A - a = 0 noli taglia Passe 1"’, UHt iucontra (ortogona m.) 1’aLSSe
in ed in 11/2 - ( -- 0) : la curva si presenta come una « iperbole equilà’
tera» avente per asintoti le bisettrici i assi coordinati. IJa, B - b = 0

si presenta invece come una «elliRse» che incontra gli vssi

(i quali, insieme con le bisettrici dette, sono anche assi f~l simmetria) nei

punti ~ , ~ == (2013 ~~0) ~ ~ ed ~ = (O , 2013 &#x26;~~).
In fig. 1 le curve A - a # 0 , .t-{-~=0~ A2013&#x26;=0~ A-~-b.~0

sono ora rappresentate rispettiva n. passa ti per 11/1 ed 
e(1 J/4 o (0 ~ - ed N3 e(1 e quelle di equazioni h - cc :--- 0 ~

I? - b - (l dalle «ellissi» per ed N1 rispettivnln.
Essendo B + a &#x3E; O il segno di D è ancora r]nello di (b2’ - .iL 2) (B -- cr)

e pertanto è D  0 (e quindi 1T) iisulta interno

alla «eUisse» per od alla per 1BT 1 e(1 od a q nella per N.1
ed N4; è 1) = 0 (e quindi 1)- fJ diventa inunita) S11 tali curve. Nella rima-

nente regione aperta che, oltre aniiij&#x3E;reiile tra Pa iro anc e l’iiisieine

.l-2 j41 ottenuto da 11 per simmetria rispetto all’asse 1"’[-,,’’’1 (nonchè l’iiisiei&#x3E;ie

I3 siiniiietiicn (ti I1 rispetto ad D 0 (e finita e continna).
Tu Ti -+- I2 + 13 + 14 è ;: 1 e quindi iu ivi reale unita e continua ;
ii,U;ioiii&#x3E;iiilosi ii aita f’r&#x3E;ii«iriii di ta e insirmr, dairinterno. a tende at - 00,
eccezion fatta per i punti .11 i, ( == 1 ,  2 3 4) pj (1111111 i a P i iiletPi’iii iiiiifti.

iTii,lg.niin ancora le (Il, (14) (15).

Anche coinè nel caso j&#x3E;ieceleiite non esiste nna p]1itticH.

ma q estn vnl«ii, siissisteiiIn la (J2). 111 liing.&#x3E; lelle (1 ’)..i ha soltanto la

Comunque siippoitia o ancora () C x  y ed es-,t ii ii,,tivio 11-,111(Ia el to

della A « o (1 [della l~ - b --- ~] . L’ordinata cresce [decresce] al crescere

deIPascissa. La curva ha per asse di simmetria la seconda [I)i,i al bisettrice

ed ha come unico asintoto reale 11,, lti,a bisettrice ; la curva stessa consta di
tré archi di cui uno contenuto nel 4 [1°] quadrante mentre gli altri due

sono illimitati e situati Jlel 1° e 3° 120 e 4°] quadrante i-isl)ettiva D.. Alle

due intersezioni con gli assi vi sono due flessi (con tangente rispettivalll.
verticale ed orizzontale),

Le sono ora in fig, 1
rispettjvam. le 3 4, 5 Mg l!12 6, 2, y 7 N3 N2 8 ; le B - b = 0,
--&#x26;==0 2013==-:0y B -f a # 0 sono rispettivam. le
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Esseiido fl = h / (2 h -I-1) , sono da accettare anche valori J  0 ; è facile

verincare che è 1&#x3E; &#x3E; 0 nei punti interni alla regione  r1 i 
in quelli interni alla si nmetrica di questa rispetto ad 0 , 5 nei punti interili

alle 4’ l~’ C"’ 6’ ed in quelli della sua simmetrica rispetto ad O ; è D = 0
sulla frontiera di queste regioni, D  o~ altrove. Tuttavia per D &#x3E; 0 è
o ~ 1 soltanto ~n I3 e per D ~ 0 si ha a e 1 soltanto negli insiemi

complementari di I2 e 14 (dotati della loro frontiera, al finito) relativamente
al 2° e, rispettivall,, al 4° quadrante. (14) e Panatela per Y = 0 val-

gono su tutta la linea parabolica (eccettuati i punti ,1~’;) . Sussistono le
(9) e (15).

Se poi C appartenesse al ~.° quadrante, ad es., basterebbe osservare che è

Quello che hnporta iiiettere in evidenza di tntta la discussione prece-

deiite è che ad U ,fi,ssato corrisponde un i sieiiie Il di punti G c’lti

u (G , C) reale, e la continuitlÌ le lo 11 sussiste negli
12 e 14 (e quindi in I1-- 12 -- 14) solo eaao II).

Infine si osservi che se a è un qaaliinque numero positivo si hli :

disaguaglianza di cui ci serviremo più oltre per maggiorare la 1l e le sue

derivate che andiamo ora a studiare.

2. - derivate della u .

Supponendo ancora C n (x , y) fisso (nella regione iperbolica) e G = (X, Y)
variabile calcoliamo e studiarne le derivate rispetto ad -,"1." ed Y.

Anzitutto è

la F (1 - fl , 1 -- fl , 2 ; a) , essendo 2 - 2 (1 - ~)=2~~&#x3E;0~ converge anche
per a = 1 ed è ,

lliolt,re, poichè

Derivaii(lo ora la u rispetto ad Y, per la

8 della Sup 
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Se escludiamo il caso k = 2 h -1 , fz intero, .¿1Y  0 , Y  O, y che non

interessa per il seguito, si ha d’altronde

e poichè

sarà, per la (2) ;

dove e=1 se k # 2(2h- 1), mentre se k=2(2h - 1) poniamo s ~ 1

oppure # - 1 secondochè (x y X Y) c~ &#x3E; 0 oppure  o .

Dopo ciò mediante le espressioni di 1)~r, Or e (1 --- o)-’P ora trovate la

u~ ~i scriverà

In modo analogo si calcola

Da an semplice esame delle ora calcolate risulta la loro conti-

nuità nei punti G ó (~~’, Y) interni all’insieme 11. Se G , restando interno

ad Ii tende verso un punto Go o (-LY’ 0) interno al segmento N1, mentre
la ux risulta infinita di con 1/ Y, la 1ly tende ad urt limite finito

che assumiamo per definire Uy (Go, C) :

In tal modo se T indica l’insieme dei punti appartenenti al trilatero
(insieme che conviene porre in evidenza per il seguito) e 1’ - 11f1 
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indica l’insieme T privato dei punti ed N1, si ha la 1ly definita

dalle (20) e (20’) è funzione continua in (~) .
Per il seguito introduciamo due funzioni P (.~l~, I’) e Q (X , Y) definite

in Z’ -- ~1I1 -- ~T~ come segue. F) una funzione dotata di derivate

prime in N~ e si ponga

nei punti C distinti da C~~ e , avendo presenti la (14) e la (20’) si ponga :

nei punti °0, In tal modo, se sono continue in 
1 e la

zx è continua anche soltanto nei punti di T - .N1 che non apparten-
gono al segmento ma è limitata, la 1&#x3E; e la (Q risultano funzioni con-
tinue in tutto T --111-1T1, mentre nei punti J11 t ed N1 a causa dell’in-

determinatezza di a, non è possibile definirle con continuità.
Per quanto riguarda poi le uxx, 1tyy, enethiando il calcolo, notevolmente

complesso e che qui tralascimno, si ricava che la ii risulta soluzione della

(A) iaell’insieine dei punti interni ad I1 (almeno); ciò del resto si potrebbe
ancle far discendere dal modo col quale si perviene a costruire 

3. - 

Dimostri a ino ora il seguente

TEOR. I -- D’na qualunque soluzione z (x, y) in Q1 della (A) per la quale
1« Zy continna nei punti (x, 0) e lrr, zY qia in 5 può i-ap.

in S~1- 0 nella 

con

(~) È da rilevare tuttavia che quando G tende a G~ restando, anzichè in nn

intorno di G0 appartenente al semipiano Y  O , la Myha limite finito solo nel caso II

(~° - 2 (2 h -1 )) e tale limite è rappresentato dal 2’~ membro della (20’) col segno + .

Dunque Uy (e Ux a maggior ragione) ha a tal caso una discontinuità nell’attr*voi’aare
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Se è e - (x, 0), con 0  x, la cosa è evidente. Se invece C - (x, y) è
un qualunque punto di S1, con y 0 , applicando ripetutamente il Teor.
del Dmi alle (11), ciascuna delle due caratteristiche passanti per C può
rappresentarsi (tino alle rispettive intersezioni (a’~~ , 0) ed 0)
con l’asse Y = 0) nella forma ordinaria Y = g~ (~’) , Y == ’~J {-~~), con 

funzioni continue insieme con le derivate di qualunque ordine in tutto l’in-
tervallo in cui sono definite.

Indichiamo con r l’insieme costituito dai due archi C Y # g (X)
e (7 N1: Y === ~J (X), ora detti, e dal segmento Ilf1 l~’1; I’= 0 , b1/e

vale a dire la frontiera dell’insieme che abbiamo prima chiamato .T .

Nonostante Raccertata « regolarità di tale frontiera i criteri usuali (8)

non consentono di affermare l’esistenza clell’integrale (curvilineo) esteso a T
del differenziale Y - - Q d X, e ciò perchè 1&#x3E; e Q non possono defillirsi

con continuità in tutto T ~ come si è osservato prima.
A maggior ragione, nonostante che si abbia (almeno nei punti interni a 1’);

non è dato affermare che l’integTale ora detto sia nullo. Uiò equivale a dire

che, diversamente da quanto accadrebbe se I’ fosse completamente interno
alla regione iperbolica, non è possibile avere senz’altro una relazione che

leghi il valore z (~ , y~ della z in C con quelli che essa e le sue derivate

prime assumono nei pnnti del segmento Mi N1. Per giungere ad una tale

relazione procediamo allora nel seguente ii o(lo.

(8) Ved. ad es. L. di Calcolo Variazioni, i°, pp. 192-19,5,
Bologna, 1922
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Da un punto il qualunque dell’arco dell’arco si conduca

la perpendicolare ~1T all’asse 1""==0 e sia T’ la curva costituita

dai due archi di caratteristica C M, e dai tre segmenti rettilinei 

I criteri prima ricordati assicurano 1’esistenza delPintegrale di 
esteso a I" ed inoltre, avuta presente la t24) si può concludere (9) con la

Facendo tendere M verso lungo e (simultaneamente ed indi-

pendentemente) verso N1 lungo determiniamo il limite dell’inte-

grale scritto ; tale limite (rappresenti esso o non l’integrale esteso a T’) egua-
gliato a zero fornisce la relazione cercata. Per ridurre ad integrali lineari il
I° menibro della (25) diciamo i  , it le ascisse di Il ed N rispettivamente,
cosicchè sarà : 1’ll - (rt , cp (?n)) , 1V -- (n , ’P (n)), - 0) , No - (ra , 0) e la
(25) si scriverà :

Osservando che è per la (, U) : (

integrale della (26) si può scrivere

dove z’, z’ rappresentano le derivate di z (,X» e di it (X, cp (X) ; x, y)
rispetto ad Da questo, integrando per parti si ba:

(y) Vedi ad es. : I,. Sitl di Greeit. Lincei, (6) I, pp 482.488
( 192,~),
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ed infine. per la (15)

In modo analogo si i calcola

D’altronde per le i

Si ha voi, indicando con .11 e 112 due imineri positivi ta i che sia in

I ~ ~ ~ ~ I C ~~9 , ed avendo presenti le (22) e (22’) :

sta (72)k). La somma ora scritta, avendo presenti la (B) la

(21) e le (9), (19) e (16) ed indicando inoltre con il massimo lll Y’ di

I B (b2 - A‘’) - A (L&#x3E;2 - a,~)~ e quello di lA (B2 - b2) - B (A 2 - a2),
risulta a sua volta minore di

e quindi, essendo ~r~P - ~c = m~ ed avendo presenti le (1) (2) risiilta
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infinitesimo con (y (m) dell’ordine k/4 almeno ; analogo risultato vale per

Da ciò e dalle al tendere di llf verso 1ft e di N
verso N1 (cioè per cp -~ O , ’~P (n) -~ 0) risulta

e poiché esiste riutegnde (h’ , 0) esteso
alllíntervallo 9 blle) e la relazione precedente diviene

e da questa, con la sostituzioue (23), la (C) .

4. - di unicità.

l)al teor. I, stante la linearità della C..~), segne subito il

TEOR. II -- esiste soluzione z in Q1 dotata di derivate 

Zx , Zy continue nei pnnti (x, 0), con x &#x3E; 0 la verifichi le di z

Cauchy

c assegni,te continue &#x3E; 0 e x &#x3E; 0 rispettiva1nente,
tale soluzione è unica ed è rappresentatlt da z (0, O) = ~0 (0) e dalla

X ~ ~ (x , y , t) dalle (23).
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Di questo come si è avvertito nelPIntroduzione si può dare an-
che un’altra dimostrazione basata su di un procedimento che ripete in so-

etanza quello seguito dalla Sig.ra CiNQUiNi-CiBRARio per dimostrare il Suo
teor. di unicità.

Dal teor. II segue in particolare Funicità della soluzione in Qi che

verihca le (28) ed è regolare nei punti (x, 0), O  x ; poichè entrambe le

dllbOSt1’11z10111 di tale teor. sussistono, a parte ino(litíeazioni forii ali, per cia-
scuno degli ottanti (2, S2 . , . , £J8, procedendo nel senso antiol’ario) di

cui si compone la regione iperbolica, si ha il

1 - ise l(t -solitzio e c7a Si + £J8 clze le (28) è 
ca ed è dalla (C).

2. Esistenza della soluzione.

5. - CoosidemlziorrL 

Lo scopo di questo S è quello di giungere ad accertare l’esisteiiza sotto
opportune ipotesi circa i dati, della soluzione di cui è stata provata Funi-

cità nel teor. II.

nn. 6, i, 8, che la ftinzione rappresentata dalla (C’),
con la posizione (23) dà effettivaulellte, sotto certe condizioni, la soluzione.

richiesta. La verifica non è immediata a causa della singolarità degli inte-

grali che entrano nella tbrmu a risolutiva, ma è resa più agevole dall’osser-
vare che se z (z9 ; x y) indica la soluzione corrispondente al caso in cui nelle
(28) la è identicaineiite nulla e z ( ; x , y) quella corrispondente 0 ,
la funzione z ; ; x y) (; x, y) rappresenta, per la linearità della C.4), la
soluzione nel caso generale. Pertanto potremo studiare separatamente i due

termini di cui si compone il 2° membro della (C’).
Prima di proseguire riesce opportuno distinguere esplicitamente alcuni

insiemi di punti che ricol’rel’auBo tra breve. Anzitutto i sottoinsiemi di Q1:
0 , cioè Q1 privato del punto 0 ; ~2í cioè S~1 privato dei punti (x, y)

per cui è 0  y - x; ~2, - 0. cioè ~S2í privato del punto 0.
Nello spazio (x, y t) defiIlll’eul0 poi 1°insieine

ed i sottoinsiemi di C : (7 2013 ~ , C -- (s -~- S.), C - x y C - (a + si) , avendo
indicato rispettivamente : la semiretta (aperta) 0 C y ~ x ~ t V U ~ con

.t il segmento (cinuso) ===:0() e con x la somma dei due

annoii l’etti O ;,yt_x, t---=-: (l p (l~~y~x~ t~ 1 ,
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6. -- Ltt j1tnzione z (v ; x, y)
Studia 4) le proprietà della f’unziom di (x, y)

supponendo la l’ X (x y , t) definita dalla (23) nell’insieme (C ed essendo

~ (~) definita &#x3E; 0 ; intanto è z (1) ; x , 0) == 1} (x), O  x .

Aff nehè z ( ; x y) risulti continua in Qi è sufficiente (oltre che neces-
sario) supporre, 0 () continua per $ &#x3E; o (come si vede senza difficoltà ricor-

rendo al teor. di e ciò malgrado che la funzione integranda, che

indichiamo con V (x , y , t), sia definita soltanto in C - a .

Dobbiamo ora stabilire la possibilità di calcolare le derivate della z (~ : x, y)
mediante derivazione sotto il segno di integrale.

Nei punti di , esiste la derivta espressa per
la (23) da

e continua in C - (s + dal rapporto incrementale risulta invece che il

simbolo -X,, (x, x, 0) non può indicare una quantità finita se 0  x .
Se esiste, la derivata 4’ (~) di t9 (~) è in C -(fx-}-~)

derivabile rispetto ad y con

e se la 4’ è continua per ~ &#x3E; 0 la funzione

è definita in ciò risulta dalla (30) se (x, y) appartiene ad ~~1- O
mentre quando appartiene ad basta osservare ehe è

La 1, (~ ; x , y~ è inoltre continna in ~ 2013 0, come si prova facilmente

ey sempre in  2013 0 si ha
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Quest’ultima uguag’liauza pao provarsi come segue. Fissato x &#x3E; 0 , la’ 
°

~¥ e la V dipendono unicamente dal punto (y , t) variabile nel rettangolo
0~.r~0~!~ fissato anche (O ~) y  x, y e quindi il punto (x, y) di
~ 2013 O sia Yo interno all’iutervallo di estremi y ed x e sia o un numero

tale da aversi O  ~ + o Per ogni t diverso da O e da 1, al rapporto
incrementale della T~ da (~,· ~ y , t) ~ (x , y + ~ , t) si può applicare il teorema

del valor medica cosicchè, detto y [y == Y (t)] un opportuno valore compreso
tra l’y fissato ed y + ~, si potrà scrivere per le (31) e (32) :

Essendo nel rettangolo - la sempre po-
sitiva e continua essa vi ammette un m nimo assoluto positivo e pertanto
la *7’ (X) è ivi un tbrmemente continua e dalla (34) segue la (33).

Dalla (33) si ha (19; .x , 0) = O , O  x .

Nei punti di 0 - (s + s,) esiste anche la 

e nell’ipotesi fatta della continuità la V risulta derivabile

in C -- (a + con

indicando con I2 (~~ ; x , y) l’integrale di 7j ~ V,, rispetto a t tra 0 ed 1, tale
funzione è definita in ~~ - O, continua in ~1 --- 0 (almeno) ed tv  verifica la

Consideriamo ora le derivate seconde. Mediante le (30) e (35) si calco.

lano in C -- (s -- s) le che ivi risultano .contillue, essendo
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ed non esistono nei punti di s (nei quali sono infinitel,
ma le funzioni (t - t2)-1-À’ Xxx, (t - t2)-1-À&#x3E; sono integrabili ugualmente,
rispetto a t, da O ad 1, in ogni punto di O .

Ammessa 1’esistenza e la continuità della derivata seconda ~" (~) della
,9, per la Vx e la Vy sono derivabili in G’ - (a -~- s~) e per le

(31) e (36) si ha

e tali funzioni risultano integrabili rispetto da O ad 1 per ogni (x, y) dl
~ 2013 0 ma uon5 in generale, di 0 . Gli integrali i di Y1 1 

che potremo indicare rispettivamente con .~3 (~; x , y) e I4 (~; x ~ y) sono fuun-
zioni continue per ogni (x y) di Dí - 0 e tali che

Mostriamo infine che, sempre in ~ 2013 0, è soddisfatta la (A). Intanto

dalle (40) , (41) e (42) si h&#x3E;i : zax (~ ; x , 0) = ~~" (x), (0; x , 0) = O , O [ x.
Introduciamo poi le Xtt ; per la (~3) si ha in C - (.~ -~- S t)

(mentre se 0  y x, è nfinita) e quillui per le (30) e (35) se y &#x3E; 0

da cui segue in Pidentita

In C - (s + s1) dalla (43) segue l’esistenza di Xtt e, se è anche y &#x3E; 0 ~ la

Di qui e dalle (23), (43), (44), ]p (38) (, (39) possono scriversi per .~&#x3E;0 ?
con qualche riduzione
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e da queste segue subito l’identità

A causa delle (42), (40) e (41 ), (45) e (47) avremo ne rinnieme dei punti
interni ad Q1

e poiché iY" ,it = 1 (ò’) /d t sostituendo la solnlna scritta risulta nulla.
Iliassumendo: se 0 è continua ed ammette derivata seconda

continua per ~ &#x3E; 0 ~ la z ~~ ; x , y) definita dalle (29) e (23) è in Q1 soluzione
della (A), la quale verifica le condizioni

è regolare nei punti 0 = y  x e vi soddisfa la (A) .

7. - La z (~ ; x , y) .
Dobbiamo ora studiare la funzione dennita in Q1 da

con X data dalia (23) in C ed definita 
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Evideiitei eitte è z ( ; x , 0) = 0 per ()  x .

Se è continua, la z ( 1 ; x , y) risulta (,-O tilill-,1 111 tlltt0

O (ciò che si prova facilmente mediante il teor. di lna non

in generale, in tutto D, come Illostlallo semplici esein l)i (10). avere la

continuità in tutto ~1 è sufnciente che ~ sia anche limitata almeno in ogni
intervallo finito avelte lo zero come estremo sinistro.

Per dimostrarlo osserviamo intanto che la z (x, y) = y è evidentemente
una soluzione in [~i della (A) colltinua con (tutte) le derivate per 0 C y ~. x
e quindi (Teor. I) può rappresentarsi nella forma (C’) ; poichè per essa è

 = O = 1 avremo

Osserviamo poi che, per qualunque (x, y) è () ~ cr’~~ ~ perciò
se (x , y) è un qualunque punto di Q1 - O sarà,

e da ciò segue la continuità nel punto 0.
Detto x un qualunque numero &#x3E; 0 sia (x , y) un punto appartenente

ad un certo intorno I (chiuso) di (x ~ x); posto X ~ .~ (x~ ~ x ~ t) avremo :

Indicando allora con ~, (0  z  1) , iin numero da determinursi e con

L un numero &#x3E; 0 tale elie in I si C L , per la (49) avremo

(°) Ac &#x3E;seiiipin 1 a cori-isl)oi (loí te a,

  x’ e infinita nei pnnU 0  y -- x .
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Ora essendo per la (23) :

segne

e poicln è lecito stil)1)0"1’e il punto esterno ad I e d’altronde scegliendo
opportunamente z lliilti io integrale si può relHlel’e piccolo a piacere, lo

stesso può dirsi del 1° membro della disuguaglianza ora scritta. Fissato in

tal modo í anche

si può rendere piccolo a piacere poiché nelFinsieme dei punti (x , y , t) che
si ottiene al variare di (x , y) in l, con z t ~~ 1 , la un

minimo assoluto positivo e la (.V)/V risulta uniformemente continua

in qualunque intorno destro di .4’’’0.
Passiamo ora ad esai&#x3E;iinare le derivate.

Se t ammette derivata prima continua la

risulta in C - (a -~-- 81) derivabile rispetto ad x ed y con

avendo posto per brevità
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sono definite in Q1 -0 ; in S~1- 0 sono continue ed uguagliano rispettiva-
mente le derivate si noti esplicitamente che è

Supponiamo ora elie esista continua per &#x3E; 0 la derivata seconda "()
di ~ (~) ; e lVy saranno allora derivabili in C - (a + sl) e le

sono integrabili rispetto a t da 0 ad 1 in Q[ - 0 e gli integrali

sono continui in f2[ - 0 e verificano ivi le

Poichè è Zaeae (1 ; r , 0) (~; x , 0) = O , 0 C x ~ resta da vedere se la

(A) è soddisfatta nei punti interni ad Q1 . La verifica che per brevità tra-

lasciamo si fa seguendo una via analoga a quella tenuta nel caso della

z (~ ; x, y) . Ci limitiamo ad osservare che per le (51), (52) e (52’), (53), nei
punti interni ad Ql è 

.

ed avendo poi presciiti le (44), (38’) e (39’) ed aveiidosi

si trova senza difficoltà che la somma scritta è nulla.
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Possiamo riassumere dicendo che se ( è continua ed inoltre

limitata in qualunque intervallo aveute zero couie estreD o sinistro e se, di
1+iiiinette derivata sec&#x3E;iida continua 1JEJ’1’ S &#x3E; U la dennita

dalle (48) è 111 1 soluzione della (.A_) che veriuca le condizio i

è regolare nei punti 0 - y  x e vi soddisfa la (A).

8. -- Esiste za della soluzione del di 

Riutiei do i risultati del dne un. precedenti si lia il

TEOR. 111 - esista nna in SZ~ della (A) che verifica
le condizioni di CàucHY (28) è su:tficiente elze 99 sin. continua  U lo

sia, anche soltanto &#x3E; 0, sia li&#x3E;nitati in ogn i intorno dello zero)
ed .inoltre ammettano entrambe seconda ().

’1’ccle soluzione nei (x , 0) i t citi è 0  x ed è 

in tutto Q 1 dalla, (C’) .
Osservia o ora che se k è pari il 20 meitibro della (C’) definisce una

fiinzioiie del punto (x, y) anche quando questo varia i11 supposte veri-

t eate le ipotesi del teor. precedente, tale fnuzione, che indicheremo ancora

col z risulta continua in S8 ed in D’ - 8 0 (l’anulogoo di SlÍ - 0) sono con-
tinue le sue derivate z, , z?J, zxx, e le due ultime verificano la (A). Segue il

Con. Il - k è pari, ipotesi del teor. III, esiste in Q8 la

aoluzione veni jc’ea7tte le (28).
Qualunque sia la parità di k, se P e -,Ii ziel è 0 sono asse-

gnate nell’intervallo finito 0 C x° C x, X resterà soggetta alle lilni-

tazioni X0 --- &#x3E;i xi e da ciò segue subito il

CoR. 111 - (Qualunque sia k) la soluzione le

se t9 e a ii eítoiio derivate continue per x --- x, esiste i7t tutto

il all’intervallo xo x --- X1 .
Precisamente : se k è dispari tale dominio è quello che ha per frontiera

il seglnento di retta compreso tra i due punti 0) e 0) e le due ca-

ratteristiche di equazioni a. ~ x,9, b se li - 2 (2 Il - 1) , lz intero la
frontiera è costituita dalle due caratteristiche b = x,9 ; se infine

k = 4 5 h intero, le caratteristiche che limitai o il dominio di esistenza
sono quelle (l i equazioni a, -- 5 b == a = xi, b = 
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Oss. - Va rilevato che le ipotesi del teor. sufficienti ad assietirara

la regolarità della soluzione nei punti 0 - y  .,v , non bastano da sole a

garantire la regolarità in O ; basta osservare che è

9. - Un 

In tutto quel che precede abbiaii o supposto i dati di CAUCHY asse-

gnati su di un intervallo appartenente alla linea parabolica finito o no, ma

in ogni caso non contenente l’origine 0 come punto interno. Cosa può dirsi

quando Pintei’vatlo contiene 0 all’interno ? Riserba KÌo come si è detto nel-

l’Introduzione, ad altro lavoro una risposta esauriente ci limiteremo qui ad
alcune considerazioni.

Per seuhlificare sia k pari e e assegnate per tutti i valori

reali della variabile. IJe condizioni

determinano tinivocamente una soluzione in tutto il piano (i1). Tuttavia

amnchè tale soluzione esista non basta supporre {} e continue insieme

con la deri vàta seconda per ogni x reale ; ciò è messo in evidenza dal se-

diente esempio nel quale è addirittura 99 (X) - X2; (X) = o .
Avendo supposto (le pari e quindi) e intero la funzione

è continua insieme con le derivate prime

(1l) Infatti tali condizioni individuano i valori che l’eveiittiale soluzione in Di +
+ g + S + 05 assume sulla frontiera di tale regione, cioè sulle bisettrici ed è poi fa-

cile vedere che quei valori determinano univocamente a loro volta l’evoi tualro soluzione

ill I Q2 + D, + D,, .

9 della Scuola Sup. - 
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in tutta la regione
Si verifica poi faeihnel1te clle nell’insieme dei punti interni a tale regione ( :

cosicchè la z è in Q 1 -t- Q8 -f- Q4 -+-- Qs soJuz one della (A), ma le sue deri-

vate seconde diventano infinite sulla frontiera. Pertanto, qualunque possa
essere il « prolungtln&#x3E;ento » della (54) nella regione D2 + Q3 + D6 i- S; la

funzione che ne risulta non può dirsi soluzione della (A) in tutto il piano.

rPervenuto alla Redazione il .-9]


