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L’ESTREMO ASSOLUTO DEGLI INTEGRALI DOPPI
DIPENDENTI DALLE DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE

di SiLvio CiNQuUINI (Pavia). '

Lo studio degli integrali doppi del Calcolo delle Variazioni in forma ordinaria
0z 0
ID[Z]=/:/F<‘”1 Y, 2(z, y), 527 5:—/> dzdy
D

ha formato oggetto, in questi ultimi anni, di numerose ricerche che traggono la
loro origine da due fondamentali Memorie di L. TONELLI. Tale Autore, introdotto
un nuovo concetto di funzione di due variabili assolutamente continua, ha sta-
bilito condizioni sufficienti per la semicontinuitd degli integrali Ip[z] (%), e teo-
remi di esistenza dell’estremo dell’integrale Ip[z] (3).

Peraltro non & stato ancora considerato il caso in cui la funzione F' dipenda
dalle derivate della z(z, y¥) di ordine superiore al primo. A tale argomento &
dedicata la presente Memoria, nella quale, per semplicitd, supponiamo che I'or-
dine massimo delle derivate da cui dipende, in modo effettivo, la funzione inte-
granda sia il secondo: soggiungiamo perd che i procedimenti che sviluppiamo
e i risultati raggiunti si estendono immediatamente al caso in cui la funzione F
dipenda dagli elementi differenziali di ordine superiore al secondo.

Occorre innanzi tutto impostare il problema in questione in modo da poter
ottenere, mediante 'estensione del metodo diretto del TONELLI, di cui & ben cono-
sciuta la straordinaria efficacia, i risultati pit ampi.

E noto che una funzione di due variabili z(z, ¥) assolutamente continua (nel
senso del TONELLI) non gode sempre della doppia assoluta continuitd (vale a
dire non & assolutamente continua nel senso di VITALI). Sussiste peraltro la
seguente proprietd che, per la prima volta, viene usufruita nel presente lavoro:
una funzione z(z, ¥) la quale sia assolutamente continua insieme con le sue deri-
vate parziali del primo ordine & anche doppiamente assolutamente continua.

(!) L. ToNELLI: Sur la semi-continuité des intégrales doubles du Calcul des Variations.
(Acta Mathematica, T. 53 (1929), pp. 325-346).

(®) L. ToxELL1: L’estremo assoluto degli integrali doppi. (Annali R. Scuola Normale
Superiore di Pisa, Vol. II (1933), pp. 89-130).
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216 S. CINQUINI: L’estremo assoluto degli integrali doppi

Questo fatto, che contribuisce a porre in rilievo I’importanza del concetto
mirabilmente introdotto dal TONELLI, permette di impostare il nostro problema
variazionale nelle condizioni piti generali e in forma semplicissima.

Noi consideriamo la classe C® delle funzioni z=z(z, y), tali che z(z, y) sia,
nel campo aperto e limitato D, assolutamente continua insieme con le proprie
derivate parziali del primo ordine p(z, y), ¢(z, y), ed esista finito I'integrale
(nel senso del LEBESGUE)

191e)= [ F@, 4, 22 9), 2@ 9), a0 9), 76 ), 5 9), e 9) dady,
D

02 02 . . . . .
ove 7r(z,y)= b—;, t(z,y)= b—;z esistono finite quasi-dappertutto in ), mentre si
0% 0%

¢ indicato con s(z, y) il comune valore delle %y’ 3y’

tutto in D, esistono finite e coineidono,

Chiameremo problema del secondo ordine il problema variazionale relativo
all’integrale Ig)[z], mentre, per brevitd, designeremo con problema del primo
ordine quello per 1'integrale Ip[z].

Impostato in tal modo il nostro problema variazionale, vogliamo rilevare,
prima di entrare in argomento, che nella redazione del presente lavoro si &
presentata, per le funzioni assolutamente continue, anche la questione inversa
di quella sopra citata, ossia: una funzione 2(z, ¥) che goda della doppia asso-
luta continuitd e le cui derivate parziali del primo ordine p(z,y), ¢(z,y) siano

P

assolutamente continue, & assolutamente continua? Quando il campo aperto e
limitato D, in cui & definita la funzione 2(z, y), & affatto generale, la proprieta
in questione pud anche mancare (cfr. 'Osservazione del n. 11), perché le p(z, y),
q(z, y) possono non essere superficialmente integrabili in tutto il campo D; per-
altro tale proprietd & sempre verificata per quei tipi di campi che si considerano
pitt frequentemente (cfr. 'Osservazione del n. 14).

Nella presente Memoria diamo inizialmente una condizione sufficiente per la
semicontinuita dell’integrale Ig)[z], della quale ci gioviamo per stabilire teoremi
di esistenza dell’estremo per I'integrale stesso.

Alcune delle nostre proposizioni, per quanto si presentino, a prima vista, come
semplici estensioni di quelle gia note per gli integrali Ip[2], sono particolarmente
interessanti per il fatto che le loro condizioni di validitd sono leggermente pilt
restrittive delle analoghe per il problema del primo ordine. Cid dipende dalla
natura pit complicata del problema in questione, come abbiamo cercato di porre
in rilievo con qualche esempio, e non gid dalle nostre dimostrazioni, le quali,
come & ben naturale, talvolta debbono presentare delle analogie con quelle che
si sviluppano per il problema del primo ordine.

Altri nostri teoremi arrecano qualche nuovo contributo anche allo studio degli

integrali Ip[z], come accenniamo talvolta in nota a pi¢ di pagina: cid dipende

le quali, quasi-dapper-
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sia dall’aver usato, con un opportuno accorgimento, la disuguaglianza di JENSEN
(non ancora sfruttata nelle ricerche dedicate alle condizioni sufficienti per la semi-
continuity e all'esistenza dell’estremo per il problema del primo ordine (%)), in
luogo di quella di SCHWARZ-HOLDER, sia da altre considerazioni che il lettore
rilevera direttamente. '

La Memoria termina con alcuni teoremi di esistenza dell’estremo valevoli nel
caso in cui il campo aperto D non sia limitato. ‘

§ 1. - Generalita.

1. - Funzione assolutamente continua insieme con le proprie derivate par-
ziali del primo ordine.

Se z(z, y) é una funzione definita nel campo aperto e limitato D (%),

la quale sia assolutamente continua insieme con le proprie derivate par-
zialt del primo ordine p(z,y), q(z,y), essa risulta in D doppiamente
assolutamente continua, e quindi quasi-dappertutto in D wvale lugua-
glianza @ y) (bﬂ;; »_ b————qg’; 9,
La dimostrazione & immediata. Considerato un qualunque gruppo di rettan-
goli, non sovrapponentisi e a lati paralleli agli assi coordinati R;= [a; <z <a;+ A,
bi<y<bi+ki], (¢=1,2,..,7) ognuno dei quali sia tutto costituito di punti di D,
e posto

J
Sj=| E [2(ai, b)) —2(a;i+hiy b)) —2(ai, bi+ k) +2(ai+ ki, bi+k:)] |,
i—1 .
abbiamo evidentemente
7 ath;
> [{p(, bi+k)—p(, b} dz|,

by J
=1
;

Sj=

(?') Non sappiamo se i lavori annuneciati da C. B. MORREY [Existence and differentiability
theorems for the solutions of variational problems for multiple integrals (Bull. of the American
Math. Society, Vol. 46 (1940), pp. 439-458); vedi bibliografia, p. 457] siano gid pubblicati.
In ogni caso tale A., che si occupa esclusivamente del problema del primo ordine, imposta
tale problema considerando altre classi di funzioni z(z, y), (vedi luogo cit., n. 3 e 13).

(®) Per le definizioni di campo aperto e limitato e di funzione assolutamente continua
rinviamo al luogo cit. in (!), n.i 1 e 2, facendo presente che in tutto il presente lavoro
1’assoluta continuitd va intesa sempre nel senso del TONELLI.

Vedi anche, L. ToNELLI: Sulla quadratura delle superficie. Nota III. Rend. R. Acca-
demia dei Lincei, Vol. III (1926), p. 633 e segg.

Ricordiamo che con D si designa il campo chiuso corrispondente a D, cio@ costituito
da tutti i punti di D e della sua frontiera.
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e quindi, tenendo presente che p(z, y) & assolutamente continua, risulta
ath; btk .

5 fae [ ab] <3 (]3] dear
z=1"z‘ bi =1 Ri

8=

Per la proprieta fondamentale dell’integrale di LEBESGUE, preso &>0, &
possibile determinare un 6>0 in modo che, se la somma delle aree degli R,,

J
R;,.., R; & minore di 4, la somma 2 f f }Z—Zl;\dwdy e quindi anche S; risultino
=1"p

-

minori di e Il nostro asserto & cosi provato.

2. - Le funzioni della classe C® e Iintegrale I5[z].
o) Sia F(z,y, 2, p, q, 7, S, ) una funzione finita e continua, nel complesso

delle sue variabili, per ogni (z, y) del campo aperto e limitato D e per tutti i
valori finiti di 2, p, g, 7, s, {, e supponiamo che per tali valori esistano finite
e continue le sue derivale parziali F,, F;, F;.

Consideriamo la classe C® delle funzioni z(z, i) assolutamente continue in D
insieme con le loro derivate parziali del primo ordine p(z, ¥), q(z, ¥) e per le
quali esiste finito I’integrale doppio (nel senso del LEBESGUE)

B~ ([ F@ , 2@ 9), 2@ ), a6, 9), 7@ 9), 50, ), Ha y))dzdy,

D
- 0%z 0% 0% 0% . R R . s
ove & r—= -3, t=b—y2, $=5my — dyop 10 ogni punto (z,%) di D in cui esi-

stono finite le derivate indicate e vale I'uguaglianza delle derivate miste (cioe
quasi-dappertutto in D), mentre si conviene che, in ogni altro punto di D, sia
r=s=¢=0.

p) Introdotta la funzione & di WEIERSTRASS

6(177 Yy 2y Dy @5 Toy Soy to; 7y 8, t)=
=F(.’E, YD, TS, t)—'F(z) Yy 2 Dy @y Toy Soy to)—
—(r—r0)Fr (2, Y, 2, Dy y 70y Soy L) — (8 —80) Fy(....) — (£ — o) Fi(....),

diremo che !’integrale I(Dg)[z] & quasi-regolare positivo, se, per ogni (z,y) di D

e per tutti i valori finiti di 2, p, q, 7o, S0, %, 7, s, £ & verificata la disuguaglianza

6(‘7/'7 Yy 2y Py 45 Toy Soy tO; 7 8 t)ZO'

OSSERVAZIONE. - Ricordiamo che, come & ben noto, la definizione di inte-
grale quasi-regolare pud darsi in modo indipendente dall’esistenza e continuita
delle derivate parziali F,., F, Fy. Ig)[z] dicesi quasi-regolare positivo, se per
ogni quintupla fissata z, y, 2, p, g, con (z,y) appartenente a D, la funzione
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u=F(z,y,2p, 9,7 8 1t) & come funzione delle tre variabili », s, 4, convessa
secondo JENSEN, tale cioé che, per ogni coppia (7., 8., %), (72, S2, £2), sia

7y 7 t 4t
N E

1
S§{F(d}, Yy 2y Py @y T1y Syy t4)+F(.’E, Yy 2y Py @y T2y Soy t2)}'

§ 2. - La semicontinuita dell'integrale I5[z].

3. - Definizione.

Diremo che l'integrale Ig)[z] & semicontinuo inferiormente quando, data una
qualunque funzione zy(z, ) della classe C®, in corrispondenza ad ogni numero
£>0, esiste un numero ¢ >0 in modo che sia verificata la disuguaglianza

Ip[e]> Ip[20] —e,

per tutte le funzioni z(z, y) della classe C® che verificano, in ogni punto di .D,
le tre disuguaglianze

|2(2, y) —20(2, ) | <o,
1) Ip(xr Y) —po(z, ?/)|<9’
|9z, ¥) —q0(z, ) [<eo-

4. - Lemma 1.

Se D(u) é una funzione definiia per uw=0, continua, non negativa e
tale che, per uw— + oo, sia DP(u):u — 4+ oo, é possibile determinare almeno
una funzione G(u), (0<u< + ) continua, non negativa, non decrescente
e convessa secondo JENSEN, tale che, per u—+ o, sia G(u):u —+ oo, in
modo che risulti

(2) G(u) < D(u).

La funzione GY(u) pud determinarsi, per esempio, nel seguente modo.

Indichiamo con w%, il minimo numero, non inferiore all’uniti, tale che per
ogni w=>w, risulti ®(u)=>wu; sard «a fortiori », per u=zwu,, PU)Zu—u,.
Consideriamo nel piano (%, v) la retta

V=U—U.

Indichiamo con w, il minimo numero, non inferiore a 2w, , tale che per ogni
uZu, risulti P(u)>2u; sard «a fortiori », per u=u,, P(u)Z2u—u,—us;.
Consideriamo la retta

v=20—u,—U,.
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Indicato con %; il minimo numero, non inferiore a 3 U2, tale che per ogni

uZu; risulti DP(u) = 3u, proseguiamo a questo modo indicando con %, il minimo
r

r—1

sard «a fortiori », per v = w,, ®(u)=>ru—u,—us—-—u,. Consideriamo la retta

numero, non inferiore a Ur_1, tale che per ogni %= w, risulti ®(u)=ru;

V="U—Uy — Uy — > — Uy

Definiamo ora una funzione v=G(%), (0 << + o) ponendo

G(u)=0, in (0, u,),
G(Uu)=ru—u,—Us—..—%y, in (%, Upps), (r=1, 2,...).

La funzione G(u) risulta continua, non negativa, non decrescente e convessa

secondo JENSEN, come & evidente per il fatto che la curva v= G(u) & composta
di segmenti rettilinei, ciascuno dei quali ha coefficiente angolare maggiore del

precedente. R
o - r
Inoltre & G'(u)<P(u). Infine, essendo u,>2u,, U 5 U ooy UrZ —— Upas
risulta

1 2 r—1 r r4+1
u1+u2+....+u,.<; Up+ - Up+ oee + — U+ 5 Ur=—5— Ur,

e quindi, per u, <u<u,i,

r+41 r—1
3 u,->/—2 u,

Gu)=Zru—

onde G(u):u —+ oo, per u — + oo.

OSSERVAZIONE. - Fissato comunque un numero 0,>0, é possibile deter-
minare un numero u,>0, in modo che la funzione G(u), di cut all enun-
ciato del presente numero, risulti crescente in tutto (0, + ), la disugua-
glianza (2) sia verificata per w=u,, e per 0 <u<u, st abbia

G(u) < D(u)+6,.

Basta, evidentemente, una lieve modifica nella costruzione della funzione G(u).

8. - Lemma IL (%).

Sia A4 un quadrato a lati paralleli agli asst z e y completamente in-
terno al campo aperto e limitato D e sia y(z, y) una funzione quasi-con-
tinua e limitata nel quadrato A. Sia H un numero positivo e sia D(u)
una funzione definita per w=>0, continua, non negativa e tale che, per
u—+ o0, sta DP(u):u—+ . Allora in corrispondenza a ogni ¢>0 é pos-

() Questa proposizione fornisce una lieve generalizzazione del lemma stabilito dal TONELLI
al n. 7 del luogo ecit. in (*).



dipendenti dalle derivate di ordine superiore 221

sibile determinare un 90>0 in modo che, per tutte le funzioni f(z,y) asso-
lutamente continue in D e che verificano in A le disuguaglianze

(@, )| <e, /fdi( o1) dady <,

risulty
oz,
U[wp(a;, Y) ——(;z—ﬂ dzdy\<e.
-

Infatti, in base a quanto abbiamo visto al n. 4, possiamo supporre senz’altro
che ®@(u) sia oltreche continua e non negativa, crescente, convessa secondo JENSEN
e tale che, per w — -+ oo, sia D(u):u -+ oco.

Cid premesso, riprendiamo la dimostrazione del TONELLI e, indicato con M
il limite superiore del modulo di y(z, ) in 4, approssimiamo la funzione y(z, y)
mediante una successione di polinomi I1,(z, ), (r=1,2,...) in modo che sia,
in tutto 4, | IT(z, y) | < M, e, quasi-dappertutto in 4, IT.(z, y) —y(, y), per n — .

Tenuta presente la convenzione fatta all’inizio della presente dimostrazione,
indichiamo con u=g(v), (0 <v< + o) la funzione inversa di v—= P(u), osser-
vando che @(v) risulta non negativa, crescente, e tale inoltre che per v -4 oo,
& @(v):v—0. Pertanto, preso ¢>0 ad arbitrio, possiamo determinare un >0
in modo che per »>v risulti

(v) s
C) v “8MH®

Posto w,= f [ |w—II,|dzdy, e tenuto presente che, per n —oo, & w,— 0,
4

fissiamo un valore di », che chiameremo 7, in modo che risulti
3 2MH>vw .

Supposto w_>0, osserviamo che per la disuguaglianza di JENSEN abbiamo
1 of 1|0F
i/ sz doay\  [[1v=TT5| (3| 57]) dedy
a4 < 4
Ulw—ﬂgldzdy ﬂlw—ﬂaldwdy
4 ' !
2M [/‘ di(

Siccome ¢(v) & crescente ne segue

ﬂlw—ﬂ—

D

oMH
)d dy\——;—.

‘ dzdy <2w; ¢ (2MH)

n
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ed anche, in virtu della (3) e tenendo presente la (3’),
of
@ [[1v—15] |5 | dsay <.
4
Se poi & w,=0, quasi-dappertutto in 4 & y(z, y) —II.(2, y)=0 e quindi

risulta
J[1v—1z]

4

of
o ‘ dazdy—0,

e percid la (4) ha luogo in ogni caso.
Basta poi ripetere il ragionamento del TONELLI per =% tenendo conto
della (4).

6. - Un teorema di semicontinuita.

St supponga che: 1) Uintegrale Ig)[z] sta quasi-regolare positivo ;
2) esista un numero fisso N in modo che si abbia per ogni (z,y) del
campo aperto e limitato D e per tutti ¢ valori finite di z, p, q, r, s, ¢

(5) F(z,y,2 p, q, 18 t)ZN;

3) in corrispondenza ad ogni numero M >0 esista un numero A>0 e
una funzione DP(u) definita per w=0, continua, non negativa e tale che
sta P(u):u —~+ oo, per u—+ oo, in modo che, per ogni (z,y) di¢ D e per
ogni sestupla z, p, ¢, 7, 8, & con |2|<M, ip|<M, |q|<M, |r|+|s|+|¢[>4,
sta verificata la disuguaglianza

©) F(@, 4, 2,0, @ 7y 5 1) Z P(|7 )+ D(s) + D(| £]).

Allora Vintegrale Ig)[z] é semicontinuo inferiormente (°).

Basta estendere una dimostrazione del TONELLI per gli integrali Ip[2] (%).
Considerata una qualunque funzione z,(z, ) della classe C® e un quadrato 4
interno a D e a lati paralleli agli assi coordinati tutto sta a dimostrare che in
corrispondenza ad ogni ¢>0 & possibile determinare un ¢>0 in modo che si
abbia I [z]>Iff) [20] —e per tutte le funzioni z(z,y) della classe C'® per le quali
sono verificate le disuguaglianze (1). A tal uopo basta limitarsi a considerare
quelle z(z, y) della classe C®, per le quali &

(7 L2 <I[z0)-

Si prosegue in modo del tutto analogo al TONELLI, utilizzando il lemma del
numero precedente e tenendo presente quanto segue:

(°) Ai fini del presente lavoro non interessano altri teoremi di semicontinuita.
(6) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (!), n.i 6 e 8.
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a) In base a quanto abbiamo visto al n. 4 possiamo senz’altro supporre
che @(u) sia, oltreché continua e non negativa, non decrescente, convessa secondo
JENSEN e tale che sia D(u):wu -+ oo, per u —+ oo.

b) Supposto ¢ <1, sia M un numero positivo tale che in ogni punto di 4 sia:

|20, Y[ +1<M,  |po(@, 9)|F1<M,  |qo(z, )| +1<M.

Tenuto presente quanto si & convenuto in @) risulta
[[@(3 17— 7o) dady s//qﬁ(”"*'Tlr"l) dedy <
4
;(/[¢(lr|>dxdy+//¢<lror>dzdy)

e per le (5) e (6), tenuto conto della (7), ne segue, posto H=1I,[z,]+ A{P(A)+|N|},
0 ( |r—m, )dxdySH

¢) Fissato comunque un numero L>0 e determinato #>0 in modo che,
per ogni u=>wu, risulti @(u)=> Lu, abbiamo

[[@(317—74))dady= £ [[r—r,| dsdy — Lua
4 Y\

e quindi
ff|r-—ro| dzdy$2%g+'ﬁzl£ .
4

7. - Estensione della semicontinuita.

St supponga che siano verificate le condizioni 1), 2) e 3) dell’enunciato
del numero precedente. Sia z,(z,y) una funzione assolutamente continua
tnsieme con le sue derivate parziali del primo ordine nel campo aperto
e limitato D e tale che la funzione

F(z, y, 202 ¥)y 2o(@ ¥)y 26(2" Y); 7o(@) )y So(@, ¥)y to(2, y))
non sta integrabile in D.

Allora, preso ad arbitrio un numero H,>0, é possibile determinare
un >0 in modo che, per ogni funzione z(z, y) della classe C® soddisfa-
cente in tutto D alle disuguaglianze (1), risulti I, (2)[z]>H0

Basta estendere in modo evidente una dimostrazione del TONELLI per gli
integrali Ip[z] (°), tenendo presenti le considerazioni del numero precedente e
quelle che si faranno al numero seguente.

(") Vedi L. ToNgLLI, luogo cit. in (2), n. 15.
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§ 3. - Esistenza dell’estremo.

8. - Lemma (%).

Sia {f(z, y)} un insieme di infinite funzioni assolutamente continue in
uno stesso campo aperto e limitato D, ed esistano un numero A>0 e una
funzione DP(u) definita per uw=0, continua, non negativa, e tale che sia
D(u):u -+ 0, per u—-+o0, in modo che per tuite le funzioni dell’in-
steme sia soddisfatta la disuguaglianza

(®) [[t@ph+o(a)dedy<a,  (p=5, a=5)-
D

Allora tutte le funzioni di accumulazione dell’insieme {f(z,y)} in D,
risultano assolutamente continue in tule campo.

La dimostrazione & identica a quella del TONELLI, avendo l'avvertenza a
pag. 93 di ragionare nel seguente modo, invece di applicare la disuguaglianza
di ScHWARZ-HOLDER.

Preso 0>0 ad arbitrio e subordinato ad esso un %#>0 in modo che per
w>wu risulti @(u)>24u:o, consideriamo un qualunque gruppo di rettangoli
R,, R,,.., R; non sovrapponentisi, appartenenti a ¢, a lati paralleli agli assi
coordinati e di area complessiva minore di 0'217 Sia f(z, y) una qualunque

funzione dell’insieme e si consideri la somma Z [ [ |q|dzdy. Indicato con E;
=1 R

I'insieme dei punti di R; in cui ¢(z, y) esiste finita ed & |g|<<w, e con C(E;)

il complementare di E; rispetto a R;, tenendo conto della (8) abbiamo

Z ]/'qldxd?/<22A ([ @ adsdy < [[@(|a))dedy <.
D

o) =1 (Ey
D’altra parte risulta
J
dzdy < f udzdy <u dxdy <
3 [flesan=3, [[r=s3, |
e quindi
q | dzdy <o.
E 1{ [1al

A pag. 95, in luogo di applicare la disuguaglianza di SCHWARZ-HOLDER, si
ragionerd in modo analogo a quello ora indicato.

(%) Questa proposizione generalizza il criterio dato dal ToNELLI al n. 5 del luogo cit. in (3),
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9. - Definizioni (°).

a) Sia J un insieme di funzioni {f(z, )} della classe C'®, definite nel
campo aperto e limitato . Diremo che ¢(z, y¥) & una funzione di accumula-
zione di ordine 2 in D per !'insieme J, quando, preso ad arbitrio un numero
£>0, esiste sempre almeno una funzione f(z, y) dell’insieme o, (distinta dalla
@(z, ¥)), per la quale sono soddisfatte in tutto D le disuguaglianze

g lf(xr y) —o(z, ?/)l<8)

of@, y) Dw(x, Y)
) T <o
of(x, op(z
( (byy) «p(,y)i< ]
Diremo poi che una funzione ¢(z, y), definita in D, & funzione di accumu-
lazione di ordine 2 nell’interno di D per 1insieme J, quando, considerato
un qualsiasi insieme di punti £, chiuso e tutto costituito di punti di D, e preso
ad arbitrio un >0, esiste sempre almeno una funzione f(z, y¥) dell’insieme .J,
(distinta dalla @(z,y)), per la quale sono soddisfatte in tutto Z le disuguaglianze (9).
f) Un insieme J di funzioni della classe C® costituisce una classe com-
pleta di ordine 2 in D rispetto a I g')[z], quando ogni sua funzione di accu-
mulazione di ordine 2 in D, se risulta della classe C'®, appartiene pure a J.

Un insieme J di funzioni della classe C® costituisce una classe completa
di ordine 2 nell’intermo di D rispetto a Ig)[z], quando ogni sua funzione
di accumulazione di ordine 2 nell’interno di D, se risulta della classe C®, ap-
partiene pure a J.

Per esempio: se la frontiera del campo D & costituita da una curva di
JORDAN chiusa, priva di punti multipli e dotata in ogni punto di tangente,
Iinsieme di tutte le funzioni della classe C®, che sono continue insieme con
le loro derivate parziali del primo ordine in tutto il campo chiuso D costituito
da tutti i punti di D e da quelli della sua frontiera, e tali che esse e le loro
derivate normali assumano sulla frontiera di D rispettivamente gli stessi valori,
costituisce una classe completa di ordine 2 in D rispetto a (2)[2]

10. - Teorema I.

St supponga che: 1) Ig)[z] sta un integrale quasi-regolare positivo;
2) esistano due numeri u, >0, N e una funzione P(u) definita per uw=0,
non negativa, continua e tale che sia D(u):u—+ o0, per u—+ o, in
modo che in ogni punto (z,y) di D e per tutte ¢ valori finiti di 2z, p, @
7, 8 t risulte

(10) Fz, 9,2 p, g7, 8 )= D(|7 )+ D([s|) + D(|¢)) +ml|p|+] g} + .

(®) Per queste definizioni cfr. L. ToNELLI, luogo cit. in (}), n.i 16 e 17.
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Allora in ogni classe K, completa di ordine 2 mnell’interno di D ri-
spetto « Ig’[z], di funzioni z(z,y) appartenenti alla classe C?, ugual-
mente limitate nell’interno di D, e tali che le loro derivate parziali del
primo ordine siano ugualmente continue nell interno di¢ D, esiste il mi-
nimo assoluto di I, m[z] (*9).

Infatti, osserviamo innanzi tutto che, in base a quanto abbiamo visto al n. 4,
possiamo senz’altro supporre che D(u) sia, oltreché continua e non negativa, non
decrescente, convessa secondo JENSEN, e tale che, per u— -+ oo, sia @(u):u— + .

Sia @ un quadrato a lati paralleli agli assi 2, ¥ nel quale & contenuto il
campo D). Mediante parallele agli assi coordinati suddividiamo, in modo ben noto,
@ in 4" quadrati uguali, e indichiamo con D, il campo (chiuso) costituito da
quelli fra i quadrati in cui abbiamo suddiviso ), i cui punti appartengono
tutti a D.

Sia 741 il minimo intero positivo per il quale I'insieme dei punti apparte-
nenti a l_)j+i non & vuoto.

Se K & una classe di funzioni 2(z, y) soddlsfacentl alle condizioni del nostro
enunciato, per la (10) il limite inferiore ¢ di I3 [z] in K & finito.

Consideriamo una successione

(11) zi(xr ?/), z2(z1 ?/),----, Zm(xy ?/)7
estratta dalla classe considerata e minimizzante I, 1‘?’[21, tale cioé che sia
(12) el <i+ .

Il campo chiuso D_j+n, (n=1) & composto di un numero finito di quadrati;
sia 0j1 il minimo lato di tali quadrati e Hj, il massimo modulo delle funzioni
della successione (11) in Dj.,. In ognuno dei quadrati di cui & costituito Djn
ci sono almeno due punti (distinti o n0) (2'j1n,my ¥jtn,m)y (@ jsn,my Y jin,m)

nei quali risulta

2H; 2H ;.
| D@ s, my Yin,m) [ S T2 | @@y my Y pm,m) | < S0
]+7L J+”
(m=1, 2,..),

e pertanto, in virtu delle ipotesi fatte, le derivate pu(z, ), gm(2, ), (m=1, 2,....)
risultano, oltreché ugualmente continue, anche ugualmente limitate in Dj.,.

(1) Dalla dimostrazione del presente teorema si deduce che esso pud enunciarsi anche
per il problema del primo ordine, supponendo che la funzione F verifichi la disuguaglianza

F(,y,2,p,)ZP(|p|)+D(|q|)+ N

Si ha cosi una generalizzazione di un recente teorema di L. AMERIO: Stud: suglt integrali
doppi del Calcolo delle Variazioni. (Annali R. Scuola Normale Superiore di Pisa, Vol. X
(1941), pp. 57-89), n. 10.
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Ne segue che in tale campo le funzioni della successione (11) sono ugual-
mente continue.
Cid premesso, dalla (11) estragghiamo una successione parziale

(13) 2,12 ¥)y 21,22 Yy 21, Yy

uniformemente convergente in tutto D__i+1 verso una funzione z, (z, ¥) continua
in D.7'+1’

Tenuto presente che le pn(z, ¥), qn(z, ¥), (m=1, 2,..) sono ugualmente
limitate in 1-)j+1, ne segue immediatamente (n. 8) che z, (2, y) & assolutamente
continua in Dj,.

Dalla (13) estragghiamo una successione parziale

(14) 2i, 1(% ?/): ?1, 2("”) ?/)r"-: ?i, m(z) ?/)’

in modo che la successione delle loro derivate parziali del primo ordine rispetto
a z converga uniformemente in tutto D;,, verso una funzione continua p,,(z, ¥),
la quale, essendo per le (10) e (12)

[/”{¢(|rm|)+ ®(|sm|)}dody<i+1+D|N|=H, (m=1,2,.),

Dits
in virtd del lemma del n. 8 risulta assolutamente continua in Dy, .

Inoltre in tutto EJ;H e
0z, (2, y)
(15) Dy (@& Y) = —5— -

Dalla successione (14) estragghiamo una successione parziale

(16) zi, i(fvr y)y Zi, 2($; ?/);""y zi,'rn(x) .7/)’

in modo che la successione delle loro derivate parziali del primo ordine rispetto
a y converga uniformemente in tutto D;,, verso una funzione continua g, (z, y).

Analogamente a quanto si & visto sopra ¢, (z, ¥) risulta assolutamente continua
in -D.7'+11 e in tutto D’H—i e

(17) 2v,(2, y) =

Concludiamo che dalla (11) abbiamo dedotto la sucecessione (16), in modo
che questa successione e quelle delle loro derivate parziali del primo ordine ri-
spetto a z e a y convergono uniformemente in tutto 17,-4_4 verso tre funzioni
continue 2, (2, ¥), Dv,(% ¥), ¢»,(2, y), per le quali hanno luogo le (15) e (17),
e che risultano assolutamente continue in Dj;,.

Considerato ora il campo EJ-H, possiamo estrarre dalla successione (16), in
modo analogo a quello ora seguito, una successione parziale

Ozﬂ(z, y)
oy :

23, 1(2), y)a 2, 2(z) ?/)7""’ 23, m(z; ?/)y""’
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la quale, insieme con le successioni delle loro derivate parziali del primo ordine
rispetto a z e a y, converga uniformemente in tutto Dj;,. rispettivamente verso
tre funzioni continue z,,(z, ¥), P.,(2, ¥), ¢,,(2, ¥), le quali risultano assoluta-
mente continue in D; ., e tali che in D, &

bzv (zy y) Dzvo(z’ y)
P& Y =5 @ y)=

Inoltre in tutto Dj,, abbiamo

zvg(zr Y) Ezvl(x? ) pvz(x» ¥) Epvl(xr Y) qvg(xf y) = qvl(zv Y)-

Proseguendo a questo modo e applicando poi il ben noto procedimento della
diagonale otteniamo una successione

zi, 1(.?}, ?/)’ z2, 2(1') ?/),----, Zm, m(z) ?/)"'"y

la quale risulta anche essa estratta dalla (11), e che, insieme con quelle delle
loro derivate parziali del primo ordine rispetto a z e a ¥, converge uniforme-
mente, in ogni singolo campo l7j+n, (n=1, 2,....), rispettivamente verso tre fun-
zioni 2oo(Z, ¥), Poo(?, ¥), Qoo(2, ¥), che risultano continue in tutto D. Inoltre, per

Y

ogni intero positivo 7%, & in tutto Dj.,

Zoo(2, Y) EZ,,”(IL‘, Y), DPoo(@, ¥) Ep,,”(z, Y)y 9oo(@, y) = q,,”(-l', Y)

e quindi 2., Poo, goo SONO assolutamente continue in ogni campo Dj.,.
Inoltre in ogni eampo D;., e quindi anche in tutto D risulta

0z, (@, ¥) 0z (z, ¥)
poo(fl/', y) = Tz ! qm(xv ?/)= O‘;Dy'_

Si tratta ora di provare che z.(2, ¥), Poo(Z, ¥), Qoo(2, ¥) sono assolutamente
continue in tutto D. ‘
Essendo per ogni coppia di numeri interi positivi m, »

J[A8 7, m]) + B[ 5, )+ Pt m )} dady < B,
-l_)j—}-n
e tenendo presente che, per la convenzione fatta all’inizio della presente dimo-

strazione, !’integrale f f {D(|7])+ D(|s])+ D(|¢t|)} dzdy & quasi-regolare posi-

Djin
tivo, dai teoremi dei n.! 7 e 6 ne segue che la somma D(|reo|) + P(|5c0|) + P(|foo])
¢ integrabile in D;., e risulta

[[{ D700 ]) + B |50 ) + B( | teo |} dedy < H.

Djtn
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Pertanto determinato %, >0 in modo che, per u>u,, sia P(u)>u e posto
H,=3u,D, risulta per qualunque n

f/{Iv'oc>1+|sc>o|+|toc,|}ala/,'dy<1er+15{1

Djin
e quindi si conclude immediatamente che po(z, ¥) e goo(2, ¥) sono assoluta-
mente continue in tutto D.

Osserviamo ora che, tenuto conto della (12), dalla (10) risulta per ogni
coppia m, n

(18) H|pm,m|da:dy<;—{i, Jy|q,n,m|dxdy<£,

D_J+n Dyin
e pertanto P € @ risultano superficialmente integrabili in tutto . Infatti

supponiamo, se & possibile, che 1 integrale / / |Poo| dzdy mnon sia finito. In tal
D

caso potremmo determinare un intero »’>0 tale che sia / f | Poo | dzdy > g-{—l,
Ej-kn' _

ma cid & in contrasto con la prima delle (18), perche in tutto D pm, m(2, ¥)

converge uniformemente a p.o(z, ¥).

Resta cosi provato che z..(z, ¥) & assolutamente continua in tutto D, e in
modo perfettamente analogo al TONELLI (!!), tenendo conto dei ni 7 e 6 del
presente lavoro, si conclude che z.o(z, ¥) appartiene alla classe C'® e quindi
anche a K e rende minimo 1’ integrale Ig)[z] in K.

11. - Esempio.
Vogliamo mettere in rilievo che se nell'enunciato del teorema del numero
precedente si sostituisce alla (10) la disuguaglianza

(107) F@, y, 2 p a7 8 8)Z O(|r])+D(|s[)+ (| £)) + N,

=

il teorema stesso non & pilt valido. Cio risulta dal seguente esempio.
Sia D il campo aperto e limitato costituito dai punti appartenenti ai seguenti
insiemi

P 2t g 1
4, = [ prara <z<L g1 + 2_,,_|TI; 0<y<1}7 (r=1,2,..),
e sia
Ig) [2] =ﬂ// [l/r?—l-s2 +& lg 1+ V7‘2+82 —f-—tz) + I—i?} dzdy.
b

(1) Vedi luogo ecit. in (?), n. 18.
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Tale integrale soddisfa a tutte le condizioni del teorema del numero prece-
dente ad eccezione della (10), in luogo della quale & verificata la (10’) nella
forma seguente
1

Vr2+s* 42 1g (1+}/r2+82+t2)+ W}

> rl+ls|+]t] g A+1r e +8) >
> = {Ir|1g (A+[r)+]s| lg (1+]s])+|¢]1g (1+]¢])).

Si consideri la successione di funzioni z,(z, ), (m=1,2,..) con zu(z, y)
definita in D nel seguente modo

Zm(t, y) =212, in 4,, (r=1, 2,..., m)
zm(z, y) =0, in 4,, (r>m).

Ogni funzione z,(z, ¥) & in D, assolutamente continua insieme con le proprie
derivate parziali del primo ordine pn(z, ¥), ¢m(z, ¥) (*?). Inoltre le funzioni delle
tre successioni zn(z, ¥), Pum(2, ¥), an(2, ¥), (m=1, 2,...) sono ugualmente limitate
e ugualmente continue nell’interno di D. Cio si verifica immediatamente tenendo
presente che, considerato un qualsiasi insieme Z, chiuso e tutto costituito di
punti di D, tutti i suoi punti necessariamente appartengono ad un numero finito
degli insiemi 4, 4s,.... Siano 4;,, 4,,...., 4; (ove possiamo supporre j, <js <...<jn)
quelli fra gli insiemi della successione ora indicata nei quali sono contenuti tutti
i punti di Z. Qualunque sia I’intero m risulta in tutti i punti di &

|2m(T, y) | S 2574 | pu(@y ) | <2974, gm(z, y)=0.

Inoltre, preso ad arbitrio un ¢ positivo e non superiore all’unitd, se P,= (2., ¥,
b p ¢ b )

P, =(zs, ;) sono due punti qualunque di Z tali che sia J(z:—21)2 + (ys—%.)* <

€ . . . .
< 5 1 due punti P, e P, appartengono entrambi necessariamente ad uno
2Yn
stesso degli insiemi 4; , 4;,,.., 4; ; e quindi, qualunque sia m, risulta
. &
[2m(@1) Y1) —2m(@2, Yo) | < 23n7 T <%
2QVn

lpm($1, Y1) —Dm(Zz, ?/2), =0, IQm(zu Y1) — @m(22, ?/2)| =0,

e con ciod il nostro asserto & provato.

({?) Si tenga presente la definizione del ToNELLI nella forma data al n. 2 del luogo
cit. in ().
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Risulta
( )
> [zm] ”21 [[1_‘_22(1'—1) xd?/"{;‘=%+l Mda:dy 2 21»{-1 1+22(1'— ) t§+1 grtt?

. . . 2, 2)
e quindi, per ogni m, & ID)[zm+,]<ID [2m] ég,

Osserviamo ora che la successione z,(z, ), (m=1, 2,...) ammette, come unica
funzione di accumulazione di ordine 2 nell’interno di D, z2=2.(z, y¥) con

Zoo(T, Y) =212, in A4,, (r=1, 2,....).

Questa funzione non appartiene alla successione considerata, ma non & nem-
meno una funzione della classe C®. Infatti, per quanto le sue derivate parziali
del primo ordine p.o(z, ¥), 9oo(2, ¥) siano assolutamente continue in D), essa
non gode di tale proprietd, perché po.(z, y) non & superficialmente integrabile

in D essendo

ffpoo(a:, y)dzdy— 2 //2”—1dzdy 2 1 2v+4 = + oo.

y=1 A/y

Quindi le funzioni z,(z, ¥), (m=1, 2,...) costituiscono una classe completa
di ordine 2 nell’interno di D rispetto a I[z], ma in tale classe non esiste il
minimo assoluto di Ig)[z], essendo per ogni m Ig)[zm+4]< (2)[zm]

OSSERVAZIONE. - Mettiamo in rilievo che la funzione z..(z, ¥), ((z, ¥) in D)
ora indicata fornisce un esempio di funzione doppiamente assolutamente continua,
con derivate parziali del primo ordine assolutamente continue, ma che non &
assolutamente continua.

12, - Teorema II
St supponga che: 1) Ig)[z] sta un integrale quasi-regolare positivo;
2) esistano quatiro numert «>0, w,>0, u, >0, N tali che, in ogni punio

(z, y) del campo aperto e limitato D e per tuti ¢ valori finiti di z, p, q,
r, 8, t risultt

A9 F(@ 9 20 ¢, 78 OZ po |7 ot st [EfT )+ {|p[+]g |} + N

Allora in ognt classe K, completa di ordine 2 nell’interno di D rispetio
(2)[2], di funzioni z(z, y) appartenenti alla classe C® e ugualmente limi-
tate nell’ interno di D, esiste il mintmo assoluto di Ig)[z] (*3).

(13) La presente proposizione estende agli integrali I, 1()2)[2] il teorema dato dal TONELLI
per gli integrali I [2] al n. 18 del luogo cit. in (). E da rilevare che, se & g, =0, il nostro
teorema cade in difetto, come risulta da una lieve modificazione dell’esempio del n. 11,
ottenuta considerando 1’integrale

P [

D

dzdy.

1
1+p?

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 16
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Infatti considerata una successione z,,(z, ¥), (m=1, 2,....) estratta dalla classe K
e minimizzante Ig)[z], in virti della (19) e per un noto ecriterio di TONELLI (%),
le derivate parziali p,.(z,¥), gm(z, %) risultano ugualmente continue nell’interno
di D, e siamo cosi ricondotti al teorema del n. 10.

13. - Un complemento ai teoremi I e II.

Se il campo D ¢é strettamente connesso (1°), allora nelle proposizioni
dei ni 10 e 12 all’ipotest che le funzioni 2(z, y) stano ugualmente linitate
nell’ interno di D, si puo sostituire quella che esistano in D tre punti fissi
(distinti o no) (zo, Yo), (X1, Y1), (T2, Y:) € un numero fisso M>0, in modo
che, per tutte le funzioni z(z, y) della classe K considerata, risulti

<M.

IZ(%y ?/0)|<]V1’ lp(i'u yi)lé.M, IQ(%;%)

Cio & conseguenza immediata dell’osservazione fatta dal TONELLI al luogo
citato.

14. - La condizione [R].

o) PREMEsSA. - Dall’esempio indicato al n. 11 (vedi anche nota (*3)) risulta
che, se & u; =0, i teoremi I e II non sono piu validi. Peraltro, quando il campo D
¢ di forma particolarmente semplice (quali sono i campi che pitt frequentemente
si presentano) i teoremi ora citati continuano ad essere validi anche quando
sia u;=0, come si vedra nei numeri seguenti. Conviene premettere le seguenti
definizioni.

f) DEFINIZIONI. - Chiameremo rettangoloide un insieme aperto I di punti
del piano che goda delle seguenti proprieta: 1°) ogni punto di 7 & interno ad
un rettangolo di cui 4 e B sono due vertici consecutivi; 2°) se P & un punto
qualunque di I e P, & la sua proiezione ortogonale su 4B, tutti i punti di PP,,
ad eccezione di P,, appartengono a I; 3°) se P’ & un punto qualunque interno
ad AB e P’P” & il massimo segmento, perpendicolare ad AR e tale che tutti
i suoi punti interni facciano parte di I, il limite inferiore delle lunghezze dei
segmenti P’P” al variare di P’ nell’interno di 4B & positivo.

Avvertiamo che nel seguito chiameremo vertici del rettangoloide i punti 4 e B.

Cido premesso, diremo che ¢/ campo aperto e limitato D soddisfa alla
condizione [R], se esiste un numero finito di rettangoloidi (che possono
anche in parte ricoprirsi), ognuno dei quali sia tutto costituito di punti
di¢ D, in modo che ogni punto di D appartenga ad uno almeno di tali
rettangoloids.

Evidentemente ogni campo aperto costituito dai punti interni ad un triangolo,

(1) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (?), n. 8.
(13) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (%), n. 18, pp. 120-121.
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o ad un ellisse, 0 a un settore circolare, o ad un segmento parabolico, o ad
una lemniscata di BERNOULLI, o a due ovali, ecc. soddisfa alla condizione [R] (*¢).

Rileviamo ancora che se & soddisfatta la condizione [R], il campo D risulta
costituito di un numero finito di campi ognuno dei quali & strettamente connesso.

OSSERVAZIONE. - Dalla dimostrazione del numero seguente si vede che se il
campo aperto e limitato D soddisfa alla condizione [R], ogni funzione z(z, y)
la quale sia doppiamente assolutamente continua in D e tale che ivi le sue
derivate parziali del primo ordine siano assolutamente continue, risulta assolu-
tamente continua in D.

15. - Teorema III.

Se ¢l campo aperto e limitato D soddisfa alla condizione [R], alla con-
dizione 2) del teorema I puo sostituirst la seguente:

2') esistano un numero fisso N e una funzione P(u) definita per u=0,
continua, non negativa, e tale che sia P(u) : u— + oo, per u— 4+ oo, in modo
che in ogni punto (z,y) di D e per tutti ¢ valor: finiti di 2, p, q, 7, s, 1
risulti

F@,y, 5 p, ¢ 7, 5, ) > (7)) + (| s|) + B(| £]) + V.

La dimostrazione procede in modo identico al n. 10 e tutto si riduce a
mostrare che, anche nelle presenti ipotesi, poo(z, ¥) € g@oo(2, ¥) sono superficial-
mente integrabili in D. Siccome il campo D soddisfa alla condizione [R] basta
dimostrare che tale proprieta ha luogo in ogni rettangoloide tutto costituito di
punti di D.

Sia R* uno qualunque di tali rettangoloidi, e, per fissare le idee, dimostriamo
che in esso & superficialmente integrabile poo(z, ¥).

Avendo gid provato (n. 10) che poo(z, ¥) & assolutamente continua in D, e

"siccome tale proprieta & indipendente dalla direzione degli assi coordinati (orto-
gonali) potremo sempre supporre che il segmento congiungente i vertici 4*B*
del rettangoloide R* [vedi n. 14 )] sia parallelo ad uno degli assi coordinati;
per esempio allasse delle z.

Indicate con (a, ¢), (b, ¢), (¢ < b) le coordinate cartesiane ortogonali di 4* e B*
rispettivamente, si fissi un valore y, di ¥, in modo che I'intersezione del rettan-
goloide R* con la retta y=y, sia un segmento di lunghezza b—a, i cui punti

(!%) I punti (z, y) tali che
1<z <1,  0<y<1;
2/ 1 2/—t 1 1 .
_5,11_<-"3<*§j—+2’ﬁ,]) 1<y <2, G=1,2,.),

costituiscono un campo aperto limitato soddisfacente alla condizione [R], che & precisamente
un rettangoloide di vertiei (0, 0) e (1, 0).
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b
interni appartengano tutti a R* e tale che esista finito l'integrale [ | 7o0(z, ¥1)| dz.

a
Cid & sempre possibile, perché, per I'assoluta continuitd di p..(z, ¥), 1 inte-

grale / | 7oo(%y Yo) | dz, esteso all’intersezione del campo D con la retta y=yo,,

esiste finito per quasi tutti i valori di y,.
Cido premesso, fissato un 2, con a<z,<b, se (z,y) & un punto qualunque
di R* per quasi tutti gli z di (@, b) abbiamo

T y
Poo(@, Y) =Poo(T1, Y1) + / Too(Zy Y1) dz+ / Soo(@y y)dy
Ty Y

e basta provare che in R* sono superficialmente integrabili le funzioni
z

y
[reot® y0da, e [seal@ y)ay.

! Y1

Infatti, indicata con p(z') I'intersezione di R* con la retta z—2/, (a<2'<b),

e con I il limite superiore delle lunghezze di tali intersezioni al variare di «’

in (a, b), abbiamo
z b
/dg/ [roo(x, yi)dzléffl%o(% Y1) | dz,
a

@)

e quindi esiste finito I'integrale
T

/bdx /ﬂdy /roo(x, Y1) dz‘ .

VP(Z) Zy

Per il noto teorema di FUBINI-TONELLI sugli integrali multipli si conclude
z

che la funzione / 7o0(Z, y,)dz & superficialmente integrabile in R*.
1
Ricordiamo ora che per quasi-tutti gli ¢ di (@, b) esiste finito 1'integrale
|5oo(2, ¥)| Ay, e che la funzione della sola / |$oo(®, )| dy & integrabile sul-

7(2) 7(2)
Uintervallo (a, b). Essendo, per quasi-tutti gli z di (a, d),

[ay ( / i'oo(w, y)dy ‘ <[dy [|secta )| dy<T [ 1500, 1)y,

@) Y r(@) (@) (@)

, € quindi

b y
ne segue che esiste finito anche I integrale f dz / dy ‘ / Soo(, Y)dy

a y@ oy
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y
per il teorema ora citato la funzione / Soo(®y y)dy risulta superficialmente inte-
41
grabile in R* e il nostro asserto & cosi provato.

16. - Teorema IV.

Se il campo aperto e limitato D soddisfa alla condizione |R), alla
condizione 2) del teorema II pud sostituirsi la seguente:

2') esistano tre numeri a>0, u,>0, N, tali che in ogni punto (z,y)
del campo aperto e limitato D e per tutti ¢ valori finiti di 2, p, q, 7, 8, ¢
risulte

(20) F@, 9, 50, @ 15 8 ) Z po {|7 Pt [sFet[2F)+ N

Cid & conseguenza immediata di quanto si & detto al numero precedente.

17. - Teorema V.

St supponga che: 1) il campo aperto e limitato D soddisfi alla con-
dizione [R]; 2) Ig)[z] sta un integrale quasi-regolare positivo; 3) esistano
due numeri o>0, u,>0, e una funzione g(u), definita per w=0, inferior-
mente limitata e tale che sia g(u) — 4 oo, per u—+, in modo che in
ogni punto (z,y) di D e per tutts ¢ valor: finiti di 2, p, q, r, s, ¢ risulte

(21) F@, y, 2 p, ¢, 7, 8 1) Z po { |7 [T+ [s[Pret [ £ T} +g(|2)).

Allora in ogni classe K, completa di ordine 2 nell’interno di D rispetto
a Ip[2), di funzioni z(z,y) appartenenti alla classe C®, esiste il minimo
assoluto di Ig)[z] *".

Infatti, se K & una classe di funzioni z(z, ¥) soddisfacente alle condizioni del
nostro enunciato, per la (21) il limite inferiore ¢ di Ig)[z] in K & finito e pos-
siamo estrarre da K una successione zn(z, y), (m=1, 2,...) minimizzante Ig)[z],
tale cioé che sia

I <i+ ..
Indicato con XN il limite inferiore di g(w) risulta

J[ 1 bt ||tk | ) dody <% {i+1+| | D},
D

(!") La presente proposizione si pud enunciare anche per gli integrali I pl2]: in tal caso
basta supporre che il campo D sia costituito di un numero finito di campi ognuno dei quali
sia strettamente connesso. Si ottiene cosi un nuovo contributo allo studio del problema del
primo ordine.
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e pertanto, per un noto criterio di TONELLI, le derivate parziali p.(z, ¥), gm(z, ¥),
(m=1, 2,...) sono ugualmente continue nell’interno di D, e quindi, in particolare,
in ogni singolo campo 1_)j+n, (n=1, 2,...), (cfr. n. 10).

Si tratta ora di provare che tali derivate risultano ivi ugualmente limitate.

Tenuto presente che ﬁﬂ_n si compone di un numero finito di quadrati, basta
mostrare che tale proprietd & verificata in ognuno di questi quadrati. Sia 4, uno
di tali quadrati e indichiamo con 34, la lunghezza del suo lato e con (z,, ¥,),
(2, 4300, yo+3d,) i suoi vertici opposti.

Mediante parallele agli assi coordinati suddividiamo 4, in 9 quadrati ugualj,
e di questi consideriamo i tre che hanno un vertice rispettivamente nei punti
(2o, Yo)y (To+3dy, Yo)y, (%o, ¥o+3d,) e indichiamoli rispettivamente eon 4, 4,
Ao, 2) Ao, 3.

Osserviamo che per la (21) risulta per ogni m

(22) ([ 9(2m)) drdy <i+1.
_ D
Fissato un numero positivo M tale che sia
62
M2—° >i+14| N|D,

per lipotesi fatta su g(w) possiamo determinare un L>0 in modo che per
%> L risulti g(u)>M. Allora I'insieme superficiale #,, ;, (¢=1, 2, 3) dei punti
di 4,,;, in eui & |zn(z, y) | > L deve avere misura superficiale minore di 63:2:
infatti, in caso contrario, risulterebbe .

~ 2
f/ 9(2m]) dedy= ML >i+1+|N|D,

m, T

e quindi
[ 9(2n) dady>i+1,
D

contrariamente alla (22).

Pertanto in corrispondenza ad ogni intero 7 esiste almeno una coppia di
punti di uguale ordinata (Zm 1, Y¥m, 1), (Zm,2, Ym,1) appartenenti rispettivamente
a 4y, e a 4,2, nei quali risulta

(23) lzm(zm, 1y Ym, 1) l éL, I Zm(xm, 2y Ym, 1) 1 <L.

Ne segue che esiste almeno un punto (z'm, ¥'m), (cOn ¥n'=¥ym,:) apparte-
nente a 4, e nel quale risulta

., 2L
|Pn(@'my Y'm) | <5
0



dipendenti dalle derivate di ordine superiore 237

Siccome al variare di m il punto (2'y, ¥'») & sempre contenuto in A,, dalla
uguale continuitd delle p,(z, y), (m=1, 2,...) in tale quadrato, ne segue che tali
derivate sono ivi ugualmente limitate.

Alla stessa conclusione si perviene anche per le gn(z, ¥), (m=1, 2,...), con-
siderando i quadrati A, , e 4, 5.

Per quanto abbiamo sopra osservato cid basta a provare che le successioni
ora indicate sono ugualmente limitate in D;Ln, e quindi le z,(z, ¥), (m=1, 2,...)
risultano ugualmente continue in tale campo, e per le (23) ne segue immedia-
tamente che ivi esse sono anche ugualmente limitate.

Siamo cosl ricondotti alle condizioni del teorema IV e il nostro asserto &
provato

EsEMPIO. - Alle condizioni del teorema del presente numero soddisfa la
funzione

Fz,y,2,p, ¢, 1 8 )= V7'6+8“+t"'+1g [141g (1+23)].

18. - Teorema VI

St supponga che siano wverificate la condizione 1) del n. 10 e la con-
dizione 2') del n. 15. Sia K una classe, completa di ordine 2 in D rispetto
a Ig’[z], di funzioni z(z, y), appartenenti alla classe C?, definite e continue
in tutto il campo chiuso D corrispondente a D, ugualmente limitate sulla
frontiera di D e tali che le loro derivate parziali del primo ordine siano
ugualmente continue in tutto il campo chiuso D e ugualmente limitate
sulla frontiera di¢ D. Allora nella classe K esiste il minimo assoluto
di I3[z

Infatti, ripresa la dimostrazione del n. 10, e considerata la successione mini-
mizzante (11), in base ad un ragionamento del TONELLI (*%) le pu(2, ¥), gn(z, ¥),
(m=1, 2,...) risultano ugualmente limitate in D. Quindi le z,(z,y), (m=1, 2,....)
sono ugualmente continue in D e anche, per il ragionamento ora citato, ugual-
mente limitate.

Si procede poi in modo ben noto, tenendo presente che siccome le pn(z, ¥),
an(z, y), (m=1,2,..) sono ugualmente limitate in D, le poo(, ¥), 9ool(@, ¥)
risultano ivi limitate e quindi superficialmente integrabili.

OSSERVAZIONE. - Se ¢l campo D é composto di un numero finito di
partt ognuna delle quali sia strettamente connessa, all’ ipotesi che le derivale
parziali del primo ordine delle-z(z, y) siano ugualmente limitate sulla
frontiera di D, si puo sostituire quella che le z(z,y) sitano ugualmente
limitate in D.

Infatti, in tal caso, esiste un numero fisso >0 in modo che in ognuna

(*¥) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (2), n. 19.
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=

delle parti strettamente connesse di cui & composto D ci sono almeno due punti
(distinti 0 no) (@'m, ¥'m), ("m, y"m) nei quali risulta

| P @y Ym) | <H, | qm@"m,y"m)| <H,  (m=1,2,..).

Quindi dall’uguale continuita, in D, delle pu(z, ¥), gm(z, ¥), (m=1, 2,..), ne
segue facilmente I’uguale limitazione.

19. - Teorema VII.

o) Si supponga che siano verificate la condizione 1) del n. 12 e la
condizione 2') del n. 16. Sia K wuna classe, completa di ordine 2 in D
rispetto a Ig)[z], di funzioni z(z, y), appartenenti alla classe C®, definite
e continue in tutto il campo chiuso D corrispondente a D, ugualmente
limitate sulla frontiera di D, e tali che le loro derivate parziali del primo
ordine siano ugualmente limitate e ugualmente continue sulla frontiera
di D. Allora nella classe K esiste il minimo assoluto di Ig)[z].

Basta ripetere quanto si & detto al n. 12, tenendo conto di un altro criterio
di TONELLI (*°), per concludere che le pn(z, ¥), gn(z, ¥), (m=1, 2,...) risultano
ugualmente continue in D. Siamo cosi ricondotti al teorema del n. 18.

p) St supponga che siano verificate la condizione 1) del n. 12 e la
condizione 2') del n. 16. Sia K wuna classe, completa di ordine 2 in D
rispetto a Ig)[z], di funzioni z(z,y) appartenenti alla classe C, definite
e continue in tutto D, le quali sulla frontiera di D siano ugualmente
limitate insieme con le loro derivate parziali del primo ordine. Allora, se
¢l campo D soddisfa alla condizione [C, «] d¢ TONELLI (*°), nella classe K
esiste il minimo assoluto di Ig)[z].

Non c¢’é che da ripetere quanto abbiamo detto nel capoverso o) del presente
numero tenendo conto di un ulteriore criterio di TONELLI (*!).

OSSERVAZIONE. - Per entrambe le proposizioni del presente numero pud ripe-
tersi I'osservazione fatta alla fine del n. 18.

20. - Teorema VIII.
Stano verificate le condiziont 2) e 3) del n. 17, e st supponga inolire
che il campo aperto e limitato D soddisfi alla condizione [C, o] di¢ TONELLI,

(*% Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (?), n. 10, b).

(%) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (3), n. 2, b). Facciamo presente che il campo D da
noi indicato in (!%) non soddisfa alla condizione [C, a], perch& questa non & verificata in
quei punti della sua frontiera, che appartengono al segmento z=1, 1<y <2. D’altra parte
esistono campi D che per un certo o soddisfano alla condizione [C, a], ma non soddisfano
alla condizione [R].

(?!) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (%), n. 10, a).
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e che sia composto di un numero finito di parti ognuna delle quali sia
strettamente connessa.

Allora in ogni classe K, completa di ordine 2 in D rispetto a Ig)[z],
di funzioni z(z,y) appartenenti alla classe C® e definite e continue in
tutto D esiste il minimo assoluto di I3[z).

Basta ripetere la dimostrazione del n. 17 con le modificazioni suggerite da
quanto abbiamo detto ai ni 18 e 19, p).

21. - Teorema IX.

St supponga che: 1) il campo aperto e limitato D soddisfi alla con-
dizione [R]; 2) 1,‘3)[3] sta un inlegrale quasi-regolare positivo; 3) esistano
un numero p,>0 e una funzione g(u) definita per w=0 inferiormente
limitata e tale che sia g(u)—+ oo, per u—>+oco, in modo che in ogni
punto (z,y) di D e per tutti ¢ valori finiti di 2z, p, q, r, s, t risults

(24) F(@, 4,20, 071 8 ) Z o {r*+s*+ 1} +g(2]);

4) K sia una classe, completa di ordine 2 mnell’interno di D rispetto
a Ig)[z], di funzioni z(z, y) appartenenti alla classe C® e tali che le loro
derivate parziale del primo ordine siano in D monotone (nel senso di
LEBESGUE) (*%).

Allora nella classe K esiste il minimo assoluto di Ig)[z].

Riprendiamo il ragionamento del n. 17 osservando che, siccome per la (24) risulta

[[{r+si+Eaydady < (i+1+|N| D},
. 0
D

per un risultato del TONELLI (*3) le pw(z, ¥), gn(z, ¥), (m=1, 2,...) sono ugual-
mente continue nell’interno di D. Tutto il resto procede in modo identico al n. 17.

OSSERVAZIONE. - Ferme restando tutte le allre ipotesi dell’enunciato del
Dpresente numero, se st sostituisce alla (24) la disuguaglianza

(25) F(z,y,2p, q 18 ) Zu {rt+s+821+N

il teorema del presente numero é valido per ogni classe K di funzioni z(z, y)
appartenenti alla classe C® e ugualmente limitate nell interno di D.
Cid & conseguenza immediata di alcune considerazioni fatte al n. 10.

22. - Teorema X.
St supponga che: 1) il campo aperto e limitato D soddisfi alla con-
dizione [R]; 2) Ig)[z] sta un tntegrale quasi-regolare positivo; 38) esistano

(*) Per la definizione di funzione monotona secondo LEBESGUE, vedi per esempio
L. ToNELLI, luogo cit. in (3), n. 11, b).
(*3) Vedi luogo cit. in (2?).
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due funzioni P(u), g(u) definite per uw=0, con P(u) continua e non nega-
tiva, g(u) inferiormente limitata, e tali che, per u—+ o, sia D(u): u—>-+ oo,
g(u) >+ o, in modo che per ogni (z,y) di D e per tutti ¢ valori finiti
di z, p, q, v, 8, t risulti

(26) F@,y, 2,0, 0,7 8 D) ZP(7)+ D(s))+ D(|¢) +9(2));

4) in corrispondenza ad ogni numero positivo o con o <p, esistano tre
numeri u,>0, a,>0, N,, in modo che le disuguaglianze

(27) F@, 9,2, 078 )= {|r[" % +]|s T+ N,
(28) F@ vy, 20 ¢, 8 Zu{|s T+t +N,,

stano verificate per ogni (z,y) di D e per tuttl ¢ valori finiti di z, p, q,
r, 8, t, ad eccezione rispettivamente: per la (27) dei puniti (z, vy, 2, p, q) tali
(z, ¥, p) sia interno al cubo A',=[r'—po <z <2+, yY—0<y<y +o
P —0o<p<p'+9), ove il quadrato S, =[¢'—o<z<2 +p, ¥ —0<y <y +o]
appartiene a D; per la (28) det punti (z,y, 2, p, q) tali che (z,y,q) sia interne
al cubo 4,"=[z" —p<w<z"+0, y"—o<y<y’+o, ¢"—0<g<q"+o], ove
il quadrato S,"=[z"—o<z<a"+o, ¥ —o0<y<y"+o]| appartiene a D.
Allora tn ogni classe K, completa di ordine 2 nell’interno di D rispetto
a Ig)[z], di funzioni z(z, y) appartenenti alla classe C® esiste il minimo
assoluto di Ig)[z] (4.

Infatti per la (26) il limite inferiore ¢ di Ig)[z] in una classe K soddisfa-
cente alle condizioni del nostro enunciato & finito e si pud estrarre da K una
suecessione z,(z, ¥), (m=1, 2,...) minimizzante Ig)[z], tale cioé che sia

2 . 1
] <i+ .

Considerata la successione delle loro derivate parziali pn(z, ¥), (m=1, 2,....),
osserviamo che possono presentarsi due casi (*°): I) Esiste un numero positivo
01 <9,, in modo che dalla successione considerata & possibile estrarre una
successione parziale py (2, ¥), (v=1, 2...), tale che ciascuna delle funzioni
P =pPm (2, y) non ha alecun punto (z,y, p) interno al cubo 4, . II) Comunque
piccolo si prenda o esiste sempre un intero m,’ tale che, per ogni m>m,’,

ogni funzione p=pn(z,y) ha punti (z,y,p) interni a A4,". Supposto che il

(*%) Tenendo conto anche delle osservazioni fatte alla fine del presente numero, da questa
proposizione possono dedursi, in forma opportunamente semplificata, alcuni risultati per gli
integrali I,[2], i quali o contengono come caso particolare il teorema del n. 11 del lavoro
dell’AMERIO citato in (10), oppure arrecano qualche complemento a tale teorema.

(*) Cfr. L. AMERIO, luogo cit. in (1%), n. 11. Non ci indugiamo su aleuni particolari della
dimostrazione che il lettore pudé dedurre immediatamente dal luogo citato.
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campo Djn, di cui al n. 10, contenga per ogni »n>1 il quadrato S,” e che
la funzione p=pn,(z, y) abbia punti (z, y, p) interni a 4’,, e preso un intero
m

/ i campi che si otten-

positivo %, indichiamo rispettivamente econ D',, DV,
7 .7+"7',;
gono da D e D;., sopprimendo in essi i punti del quadrato &, .
h
Ripetendo per la successione pn(z, ), (m=1, 2,...) le considerazioni svolte
dal’AMERIO, si conclude che tali derivate sono ugualmente continue in ogni
campo D’,+ o - Inoltre, in corrispondenza ad 4 & possibile determinare un intero
JTn, Z
ky>h in modo che, per m = h,, ogni punto (z,y, p =pn(z, ¥)), con (z, y)
appartenente a §’,, sia interno ad 4’,. Pertanto, in virtu di quanto abbiamo

7 2
visto al n 17, e del fatto che nei punti (z, ¥, p=pn(z, y)) interni al cubo
A’y & |pa(z, y)| <|p'|+o, si conclude facilmente che le p.(z, ), (m=1, 2,.....)

D
sono ugualmente limitate in Dj;,,.

Passiamo ora alla successione delle ¢..(z, ¥), e precisamente, secondoch& per
quella delle p,,(z, y) & verificato il I) caso o il II), consideriamo rispettivamente
la successione parziale g (2, y), (v=1, 2,...), oppure la gu(z, y), (m=1,2,..).
La successione in questione pud presentare due casi analoghi a quelli visti
sopra. Se entrambe le volte si verifica il I) caso, il nostro teorema & gia dimo-
strato, perche, in ultima analisi, non viene a differire da quello del n. 17.

Proseguiamo, quindi, la nostra dimostrazione nell’ipotesi che entrambe le
volte si presenti il II) caso: le altre eventualita sono contenute, come caso par-
ticolare, in quella che andiamo a considerare

Osserviamo innanzi tutto che, in base a quanto abbiamo gia detto e a quanto
si & visto al n. 17, le funzioni

(29) zi(z‘: ?/)7 52(2') ?/)r"'r Zm((t, ?/),

risultano, in ogni singolo campo 5j+n, ugualmente continue e ugualmente limitate.
Allora dalla (29) estragghiamo una successione parziale

(30) 21, 1('”) y)v 21, 2(% y))""y Ei,m(‘zr ?/)1

convergente uniformemente in I);;, verso una funzione zp (2, ), assolutamente
continua in D;,. Dalla (30) estragghiamo una successione parziale

(31) Ei. 1(7/'7 ?/), gi, 2("”7 .7/))"") E1."»("”’ y)’

in modo che la successione delle loro derivate parziali del primo ordine rispetto
a r converga uniformemente in tutto D';, , verso una funzione pp)(z, ¥), asso-
0zp41 (2> )

lutamente continua in IV;, ,, con ppj(z, ¥)= 5o
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Dalla (31) estragghiamo una suceessione parziale

(32) 2y, 4(-7"7 ?/)7 2y, 2('77; ?/),----, Zl,m(z1 ?/)7

in modo che la successione delle loro derivate parziali del primo ordine rispetto
a y converga uniformemente in tutto Dj.q,, (**') verso una funzione gp(z, )

. . 02p,1(2 ¥)
assolutamente continua in D", ,, con qu(z, y)= i]by’ .

Si conclude che la (32) converge uniformemente in tutto D;,, verso la fun-
zione 2(1)(, ¥), assolutamente continua in D;,,, mentre la successione p,, n(z, ¥),
[g:,m(z, ¥)], (m=1, 2,..) converge uniformemente in tutto D’ ,, [5}-'4.1,9]
verso puy(z, %), [9r(z, )], la quale & assolutamente continua in D', ,, [D]/-,Jrl,@] .

: —, 51 s 0 024y
ed in tutto Dj+1,97 [Dj+1y0] € = >z’ 1= = |-
Consideriamo ora in luogo della (29) e dei campi 5j+1, Djiy,0y Djti,e, la

successione (32) e i campi Dj,,, Dj +o, s , D] o, ;@, e ripetiamo tutte le consi-

— —_r

derazioni sopra svolte fino a determinare una successione
(33) 2, 1('7;: ?/)a Z?,2(w7 ?/)r-"y 22, m("”; .7/)1

la quale converga uniformemente in tutto l_)j+2 verso una funzione zp(z, ) asso-
lutamente continua in D;.., mentre la successione delle p, w(z, ¥), (92, »(, ¥],

converge uniformemente in l_)j' 19,89 [13]:;2’ g] verso una funzione pp(z, ¥),
2 2
. . ” 0 )
[¢r21(z, )], assolutamente continua in D,j+2,§’ {D]urz,g], con Proj= ;_[Z], [q[ﬂ — ;_?[/?]]
; . ‘

’

in D.
DJ

w8 |Diag-
D1, ¥) =& ) in Dits,e, qa(® ¥) = q(@ y) in Djs,y.
Proseguiamo a questo modo e poi dalle (32), (33) e successive estragghiamo

in modo ben noto la successione

Inoltre in 17j+1 & 212z, ¥) =2149(2, ¥), e quindi anche

2y, 1(-'5) ?/)’ 2, 2(@ .7/):"--1 Zm, m(-T, .7/)7""7

la quale, per ogni intero positivo %, converge uniformemente in D;,, verso
la funzione zp,(z, y), assolutamente continua in Dj;.,, mentre la successione

—rr

P, m(Z, Y)y [qm, m(Z, ¥)], (m=1,2,....) converge uniformemente in D, e [D. e J
g Jt+n, Jtn,g

verso una funzione pp,(z,y), [9u(2, ¥)], assolutamente continua in DJ’. i, 2
02,

D/ eon Py = —, in D, _ 2 B
Gam, 2y COM Prn = 75,75 A Ly €5 | JIn] = 5,7 i+n, 2l

(') D]'.’ n @ & il campo che si ottiene da Dj;y,, sopprimendovi i punti del quadrato S”e-
(N =
k
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Definiamo ora in tutto D le funzioni z.o(z, ¥), Poo(?, ¥), 9oo(2, ¥), ponendo
20(® Y) =2 (@, y), in  Diyn,

—_

poo(-T, ?/) =PIn] (‘7") y)v in Dj.,.n, 2, c¢on pOO(:v,) ?/') =p’1

n

qOo(-T, .7/) ={[n] (z, ), in Dj_,.n,_@r con qw(z”7 ?/”)_—_‘p”?

ed osserviamo che & in D.

i+nl
(34) ootz y)= 2200,
e in Ej+n,%
(35) Goola, )= 2220,

In modo del tutto analogo al’AMERIO si prova che le successioni pu,, (2, ¥),
gm, (2, y), (M=1, 2,..) convergono uniformemente in ﬁHn verso poo(z, ¥) e
goo(z, y) rispettivamente, e si conclude che le poo(z, ¥) € ¢oo(Z, ¥) sono asso-
lutamente continue in Dj,,, e che le (34) e (35) sono verificate in tutto Djin.

Dopo di che, in base alle ipotesi 1), 2) e 3), la dimostrazione prosegue in
modo noto.

OSSERVAZIONE L. - Pud farsi un’osservazione analoga a quella fatia
alla fine del n. 21, intendendosi che alla (26) st sostituisca la disugua-
glianza

F(z,y, 2, p, g, 1 5 1) Z O(r )+ D(|s|) + D( )+ N.

OSSERVAZIONE II - Tenendo presente U’ osservazione fatta dall’ Amerio
alla fine del n. 11 del luogo citato in (*°) e ¢ risultati conseguiti da tale
Autore ai nn. 12 e 13, possono enunciarsi alcune estensioni della propo-
sizione del presente numero.

ESEMPIO. - Per a>0 la funzione

F@,y,2,p,0,7,5 ) =@ +y*+p) (|7 o+ | s ) + (@2 +y> + @) (s T+ | £ 1) +
+Vrr+s+e g A+r2+s2+82)+ 1g lg (e+27),

soddisfa alle condizioni del presente numero, con z'=y'=p'=0, 2" =y"=¢q" =0.

28. - Il campo D illimitato. La condizione [R.].

Abbandoniamo d’ora innanzi 1'ipotesi che il campo D sia limitato: la sua
misura superficiale potrad essere finita o no.

In ogni caso consideriamo la classe 2 delle funzioni 2(z, y), definite nel
campo aperto D), assolutamente continue, insieme con le loro derivate parziali
del primo ordine p(z, ¥), ¢(z, ¥), in ogni campo aperto limitato D, tutto costi-
tuito di punti di D, tali che ivi sia superficialmente integrabile (nel senso del
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LEBESGUE) la funzione F(z, ¥, 2(z, ¥), p(& ), 9(, y), 7(z, ¥), s(z,y), Hz, ¥))
e per le quali esiste finito I'integrale generalizzato (2°)

1A~ [[ Py, 26, 1), 2@ 9), 0@ 9), 7@ 9), 5@ y), Ha, y) dedy.
D

Diremo che il eampo aperto D soddista alla condizione [ R..], se ogni campo
aperto e limitato, costituito da tutti i punti di .D interni a un qualunque quadrato
a lati paralleli agli assi coordinati, soddisfa alla condizione [R].

24. - Teorema XI.

Si supponga che: 1) D sia un campo aperto soddisfacente alla condi-
zione [R.o]; 2) ID[2] sia un integrale quasi-regolare positivo; 8) esistano
due numeri x>0, 4,>0 e una funzione y(z,y) definita per ogni (z,y)

di D e tale che esista finito Uintegrale gemeralizzato / /‘w(z, y)dzdy, in
e

modo che per ogni punto (z,y) di D e per tutti i valori finiti dt

z, p, q, 7, S, t risulti

(36) Fa, 950 @1 8 )2 p {7t [sPHet [T+ y(s, ).

Allora in ogni classe K, completa di ordine 2 nell’interno di D rispetto
a 13’[2], di funzioni z(z, y), appartenenti alla classe Oé? ed wugualmente
limitate nell’interno di D, esiste il mintmo assoluto di Ig)[z].

Infatti, considerata la successione di quadrati Q,=[—2"<z <2, —2"<y <],
(r=1, 2,...), dividiamo ), in 16” quadrati uguali. Fra questi ultimi quadrati
consideriamo quelli i cui punti appartengono a D e indichiamo con D, Yinsieme
costituito dai loro punti. D, & un insieme chiuso e limitato; ogni punto di D,
appartiene a 5,,+U e inoltre considerato un punto qualunque di D esiste un
intero »,, tale che il punto considerato appartiene a tutti i D, eon »>,.

Sia 741 il minimo intero per il quale 17j+1 non & vuoto.

Cid premesso, osserviamo innanzi tutto che possiamo supporre w(z, ) =0,
vale a dire che la funzione F(z, v, 2, p, q, 7, 8, t) sia non negativa, perché in
caso contrario basterebbe considerare, in luogo della F, la F—q.

La (36) assume pertanto la forma

(36") F=p, {|rPre+|srre4 ¢4

(*) La funzione F(z, y, 2(z, ¥), (%, ¥), ¢(%, ¥), 7z, y), 5(z, y), ¢z, y)) & dunque assoluta-
mente integrabile in ogni campo aperto e limitato D, tutto costituito di punti di D, ma pud
non esserlo in tutto D.
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P . . . . 72 . . . . . .
1l limite inferiore ¢ di Ij[z] in ogni classe K soddisfacente alle condizioni
del nostro enunciato & finito e possiamo estrarre da K una successione

(37) Zi(wy .7/)1 22(‘73; ?/)1""7 zm(x? ?/))

minimizzante Ig)[z], tale cioé che sia
(38) Ilenl <i+ .

Considerato il campo ﬁﬂ_n, (n=1), per un noto criterio del TONELLI le
funzioni

(39) pi(x’ ?/), pﬁ(ziny))""’ pm(xy ?/)7----,
(40) (@ Y), & Yy Gl )y
sono ugualmente continue in 1_)j+,,. Inoltre siccome le (37) sono, per ipotesi,

ugualmente limitate in Dj,,, e siccome tale campo & costituito di un numero
finito di quadrati le (39) e (40) risultano (efr. n. 10) ugualmente limitate in D, .
Quindi le (37) sono ivi ugualmente continue, e si prosegue in modo del tutto

analogo ai n.! 10 e 15 determinando la successione
21, 1('Z7 ?/)1 2y, 2(17’ ?/))""a Zm, m(xi ?/)1

Tenuto presente che, in corrispondenza a ogni campo aperto e limitato Dy,
tutto costituito di punti di D, esiste almeno un quadrato ), che contiene nel
suo interno tutti i punti di Dy, in virtl della condizione [R..], si conclude che
le funzioni Poo(2, ¥), Qoo(Z, ¥) € 2eo(2, ¥) risultano assolutamente continue in Dy.

In base ai teoremi dei ni 7 e 6 la funzione

F(x’ y’ zoo(x’ y)’ poc(x’ ?/)’ qoo(x7 ..7/)’ Too(ﬁ, y)’ Soo(x’ y)? too(x7 y))

& assolutamente integrabile in ogni campo Dy.

Si tratta ora di dimostrare che esiste finito anche I'integrale Ig)[zoo].

A tal uopo ricordiamo, che, in virti della (36’) e per il teorema del n. 6,
per ogni ecampo Dy, I'integrale L(D?; [#2] & semicontinuo inferiormente sulla super-
ficie 2=2..(2, ¥). Prendiamo comulnque un numero v>j-+1, consideriamo il
quadrato Q,=[—2v<a<2v, —2°<y<2v], e chiamiamo D, linsieme di tutti
i punti di D contenuti in (),. Preso ad arbitrio un ¢>0 e non superiore
all'unitd, possiamo determinare un m, tale che per m>m, risulti

(41) Il()zi’ [zm, m] > Il()gl)]’[zoo] —&

e siccome per la convenzione fatta all’inizio della dimostrazione ' & non nega-
tiva, per la (38) ne segue
i+1>Ip [z00] —,

ed anche
i+2>Ip [2e0)-
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Quindi, siccome F> 0, I'integrale Ig)[zoo] esiste finito, e la funzione z..(z, ¥)
appartiene alla classe K.

Preso ¢>0 ad arbitrio, determiniamo » in modo che, per v > v, sia I 1()2)_ Dv:[zoo]<a ;
poi, fissato v>v, determiniamo 7, in modo che per 7 >m, abbia luogo la (41).

Essendo F'Z=0 risulta

I(DQ)[Zm, m] > Ig)[zoo] — 25)

e per la (38), siccome ¢ & ad arbitrio, si conclude immediatamente che &

© R i
Ip[2.0] =%, e il nostro asserto & con cid provato.
ESEMPIO. - Sia D=[0<z<+ o0, 0<y< + oo]; la funzione

F@,y,5p ¢ ) =1+ 4+ sen (2°+?)

Va2 2
soddisfa alle condizioni del teorema del presente numero. Infatti &
1

1
Fzﬁ {]7'|3‘|‘|3|3‘f'l’f|3}‘"1/3:2—4_?/z sen (z°+y?),

sen (2% +y?)
Vot 4y

ove !'integrale generalizzato ﬂ dzdy esiste finito.
b

25. - Teorema XII.

St supponga che: 1) D sia un campo aperto di misura superficiale
infinita, soddisfacente alla condizione [Ro] e strettamente connesso ;
2) Il(;)[z] sta un integrale quasi-regolare positivo; 3) esistano due numert
a>0, uy>0, e tre funzioni Gi(uw), Gi(w), w(z, y), con Gy(u), Gi(u) definite
per w=0, non negative e tali che, per u—>+ o, sia lim Gy(v)=1,>0,

lim Gy(u)=4>0, y(z, y) definita per ogni coppia (z,y) di D e tale che

eststa finito I'integrale generalizzato f / y(z, y)dzdy, in modo che in ogni
D
punto (z,y) di D e per tulti ¢ valore finite di z, p, q, r, s, t risults

(42)  F(x, 9,2 p, q,7, 8 0= po {|r[Pre+|s e[ ¢t} +
+Go(|z)+ G (p )+ Gi( ) +v(z y).

Allora in ogni classe K, completa di ordine 2 nell’interno di D ri-
spetto a Ig)[z], di funzioni z(z,y) appartenenti alla classe C2 esiste il

minimo assoluto di I3[z] (*7).

(*") Dalla proposizione del presente numero si deduce facilmente un nuovo teorema per
gli integrali I[z], sopprimendo 1’ipotesi che il eampo D soddisfi alla condizione [R_], e
sostituendo alla (42) la disuguaglianza

F(z, 9,2 p, =l |27+ a PP} + Gol| 2]) + w(2, ).
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Riprendiamo la dimostrazione del n. 24 fino a concludere che le funzioni
delle successioni (39) e (40) sono ugualmente continue in EJ-M. Si tratta poi,
innanzi tutto, di provare che ivi esse sono anche ugualmente limitate. A tal uopo,
tenuto presente che la misura superficiale di Dj,., tende all’infinito per 7 —+ oo,

2(¢--1)
N *
Sicecome per lipotesi fatta su G,(u) esiste un numero £>0 tale che per

determiniamo un 72>0 tale che, per ogni n>#, risulti m(5j+n)>

ogni #>& risulta Gi(u)zéli, ne segue, in virtt della (42), che in ogni

campo Dj,, con n>7, esiste almeno un punto (2'm »,Y'm ) tale che per
qualunque m &

lpm(zlm,n, ylm, n) | < 5

Infatti in caso contrario, (tenuta presente la convenzione vy(z, y) =0 fatta al
n. 24), risulterebbe

I};2>[zn] 2// Gi(lpm|)dzdy>/% lim(l—)j+n)>i+1,

Djyn
contrariamente alla (38).

Scegliamo ora un qualunque 7>7% e tenuto presente che 1—)j+n risulta costi-
tuito di un numero finito di quadrati, fissiamo in ciascuno di essi un punto.
Siccome D & strettamente connesso, esiste almeno un insieme Ej;,, chiuso, con-
nesso e tutto costituito di punti di D), del quale fanno parte tali punti. I punti che
appartengono ad uno almeno dei due insiemi 1_)j+n, Ej.y costituiscono quindi
un insieme chiuso tutto costituito di punti di D e del quale fanno parte tutti
i punti (2'm, ny ¥'m,x), (m=1,2,..). Allora dall'uguale continuitd delle p,(z, ¥),
(m=1, 2,..) in ogni insieme chiuso e tutto costituito di punti di D, si deduce
che tali derivate sono ugualmente limitate in ﬁﬂ_n. Questo risultato & cosi
dimostrato per »>mn, ed & quindi valido per n qualunque.

Alla stessa conclusione si perviene per le gn(z, %), (m=1, 2,..).

Ne segue che le zp(z,¥y), (m=1, 2,..) sono ugualmente continue in 5j+n,
e quindi anche ugualmente limitate, come si prova con un ragionamento identico
a quello ora sviluppato. Siamo cosi ricondotti al teorema del n. 24.

OSSERVAZIONE. - Se esistono due numeri p,>0, N, tali che per ogni
u=0 sia

Gi(u) Z py [ u |+ N,

Uipotesi che il campo D soddisfi alla condizione [Roo] pud essere soppressa.

Infatti in tal caso I’assoluta integrabilitd delle p..(2, ¥), 9oo(z, ¥) in ogni
campo D, (vedi n. 24) segue dalla (42) in modo analogo a quanto si & visto
al n. 10.

Ann ali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 17
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ESEMPIO. - Sia D=[0<z< + o, 0<y<1]. La funzione

22

1422

5 5 5
(43) F@,yyz,p, 0,78 ) =|r[T+|s|7+|¢]7+

non soddisfa a tutte le condizioni del teorema del presente numero, perché ha
luogo la (42) con G (u)=0. Tuttavia possiamo mostrare che, considerata una
classe K di funzioni 2(x, y) soddisfacenti alle condizioni del teorema in questione,
in tale classe esiste il minimo assoluto di Ig’[z]. Indicato con ¢ (=0) il limite
inferiore di Ig)[z] nella classe K, consideriamo una successione minimizzante
zm(2, y), (m=1, 2,....), tale cioé che sia

(44) ISl <i+ ..

~

Per quanto si & visto nella dimostrazione del presente numero, tutto sta a
provare che le p. (7, ¥), gn(z, ¥), (m=1, 2,...) sono ugualmente limitate in ogni
campo D;,,. A tal uopo consideriamo il rettangolo Ry= [1 <sgr<i+l, %S y<s g] )
con 7>36 (¢+1), che & tutto costituito di punti di D. Tenuto presente che per
|z|>18 F> %, osserviamo (cfr. n.17) che, in virth delle (43) e (44), I'insieme dei
punti di ciascuno dei rettangoli [1 sr<t+l1, % <y<§] , [1 <zr<t+1, g- <y<-§—]
nei quali & |2,(%, y)|>1 deve avere misura superficiale minore della metd del-
Iarea di uno di tali rettangoli. Quindi ¢’& almeno un punto (¥n”, y»") di R,,
tale che |gm(Tn”, yn”)| <18, (m=1, 2,..). Allo stesso modo esiste almeno un
punto (&'m, ¥'m) di By con | pml(®m ¥'m)| < % . Ne segue immediatamente, in

modo ben noto, che in ogni campo 5j+n contenente il rettangolo R, le pn(x, ),
gn(®, y), (m=1, 2,...) sono ugualmente limitate, ecc. ecc.



