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SUL DIVERSO COMPORTAMENTO DI UNA OMOGRAFIA
RISPETTO ALLE QUADRICHE CHE ESSA TRASFORMA IN SE

di GIOVANNI DANTONI (Pisa).

1. - Sia »
(1) zi=>) i’ (2=0,1,2,..,n)
=0
una sostituzione lineare in z#-+41 variabili, a determinante A=|a,~k|=l=0.
Il FROBENIUS (!) ha dimostrato che:
condizione necessaria e sufficiente affinché la (1) trasformi in sé almeno

n
una forma quadratica simmetrica ed a discriminante non nullo F=Z CikTiTr, ©
che i divisori elementari del determinante i, k=0
Qyy—0Q Qyy e By
Qy Qg = 0eee Ay
D= "7
Ang Any Apn— Q

siano a coppie di egual grado ed annullantisi per valori reciproci di g, eccetto
quelli che si annullano per p=7-1 ed hanno esponente dispari. In forma geome-
trica il teorema di FROBENIUS pud enunciarsi nel seguente modo:

condizione necessaria e sufficiente affinché I'omografia

n
2) z: =) baxy’ (=0, 1, 2,..., n)
* =0

trasformi in s&¢ almeno una quadrica F'=O0 non specializzata di S, (*), & che

(!) FroBENIUS: Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Crelle, 84, p. 41.

(®) A meno che non sia detto espressamente, nel presente lavoro considereremo sempre

sostituzioni, forme, omografie e quadriche di S,, a determinante ==0. Nelle (2), il simbolo =
n

indica che i numeri z,, z,,...., Z,, sono eguali ai numeri Ebim’ (¢=0,1,2,..,7) a meno
di un fattore di proporzionalita non nullo. k=0
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esista un numero o tale che i divisori elementari della sostituzione:

3) Zi=0 2 bazy’

=0

soddisfino alle condizioni sopra dette.
Ricordiamo che, se la sostituzione (3) trasforma in s¢ la forma F, si ha

| oba | =+ 1

e la (3) si chiama propria o impropria (®) secondo che |oby | vale +1 0 —1.
Ora se n ¢ pari, il segno di | 6by| non ha nessuna importanza per Pomografia (2).
Infatti insieme alla (3) anche la sostituzione che si ottiene da questa cambiando o
in —o, trasforma la forma F in sd. E poich?, per = pari, & |oby|= —|—obi|,
si hanno due sostituzioni lineari, una propria e I’altra impropria, che trasformano
la stessa forma in s& e corrispondono alla stessa omografia.

Cosi non & se n é dispari. In questo caso 'omografia (2) si chiama di 72 specie
o di 22 specie (*) secondo che |oby| vale +1 oppure —1.

C. SEGRE ha dimostrato che un’omografia di 12 specie che trasforma in s&

la quadrica F' muta ciascuno dei due sistemi di S,-, contenuti in F in sé stesso,
2

mentre un’omografia di 22 specie che trasforma in s&@ F permuta i due sistemi
di Su-t ().
2

La distinzione delle omografie di S, (n dispari) in 10 e 2¢ specie, va
riferita alle omografie che trasformano in sé una data V:_, e non a
gquelle che trasformano in sé almeno una V}_,; vedremo infatti che esistono
omografie di S, che trasformano in sé¢ una V?_, non specializzata conservando
ciascuno dei suoi sistemi di S.-, e nello stesso tempo trasformano in s& una

2

altra V2_, non specializzata permutandone i sistemi di S.—,; esistono cio& omo-
2

grafie che sono di 1* specie rispetto ad una quadrica e di 2 specie rispetto ad
un’ altra.

Questo equivale a dire che in S, (2 dispari qualunque), esistono omografie (2)
per le quali & possibile determinare due numeri ¢, e o;, tali che le sostituzioni

n n
Zi=0y 2 biks'l?k' e Zi=0; z b,-k:ck’ (i=0, 1, 2,...., n)
k=0 k=0

) FrRoOBEN1US, loe. cit., p. 35.

(*) C. SEGRE: Ricerche sulle omografie e correlazioni..., Mem. Ace. Torino, 37 (2),
18856, p. 9.

(°) C. SEGRE, loc. cit., p. 11.



rispetio alle quadriche che essa trasforma in sé 13

soddisfino alle condizioni del teorema di FROBENIUS, e tali.inoltre che sia
|obax|=+1 e |obix|=—1.
Un esempio & dato dalla omografia di S;:
z, =1z, Ty =—12y, T3 =1z5, z,=—z,,

la quale trasforma in sé le quadriche 2,2;—2:2,=0 e 22+ 22— Z:12,=0 ed & di
prima specie rispetto alla 1% e di 2* specie rispetto alla seconda.

I1 § 1 del presente lavoro & dedicato alla determinazione delle omografie che
godono di questa doppia proprietd (teor. 4). Nel n.° 6 come corollario se ne de-
duce che, se n+1=2" (r intero, positivo) le omografie di 1* specie rispetto ad
una quadrica e di 2* specie rispetto ad un’altra, sono tutte e sole le omografie
cicliche di ordine 72+1 con soli »+1 punti uniti.

Nel § 2, osservato che le quadriche (non specializzate) unite in una omografia
di S, (7 qualunque), se esistono, si distribuiscono in un numero finito di sistemi
lineari, si caratterizzano le omografie le cui quadriche unite e non specializzate
si distribuiscono in pilt di un sistema lineare (teor. B); nel n.° 8 si determina
il numero dei detti sistemi lineari e nel n.° 9 se ne deduce che, se n+1 & un
numero primo le uniche omografie le cui quadriche unite e non specializzate si
distribuiscono in pitt di un sistema lineare sono le cicliche di ordine n+41 con
solo n»+1 punti uniti.

§1.

2. - Sia n
“ Zi=p >, Quti’ ((=0,1,2,..,7)
=0

un’omografia di uno spazio ad n dimensioni con 7 dispari, non degenere, che
n

trasformi in s& la quadrica F=Z caZixr=0 non specializzata, e sia di 1* specie
4, =0

rispetto ad F. Sara allora possibile dare a u un valore tale che la sostituzione (4)
trasformi in s& la forma F. Senza per nulla limitare i nostri ragionamenti pos-
siamo supporre u—1. Sara allora |aq|=1.

Supponiamo ora che I’omografia (4) trasformi in s& anche un’altra qua-

n
drica 45=2 yixZitr=0 mnon specializzata di S, e sia di 2% specie rispetto a
i, k=0

questa. Esistera allora un numero o tale che la sostituzione:

(4') Ti=0 2 aiyczk'
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trasformi in sé la forma @; inoltre sard |oas|=—1 e quindi "' = —1. Posto:
Q=0 @y e Gon gy — 0 0y .. Oy
@y, Gy — Oere Qyp oay, 0@y — Q.... oay
D=\ 7 A= TR T
Qg @y A — 0 6yug 00y 0y — 0|

si vede subito che se ¢’ & una radice di D(9)=0 e se a ¢’ corrisponde in D(g) =0
il gruppo caratteristico (ei, és,..., €), allora oo’ & una radice di 4(¢p)=0 e ad essa
corrisponde in A(g9)=0 lo stesso gruppo caratteristico (e, €s,...., €:).

Sia k il pit piceolo intero positivo per cui o*= —1. Essendo o= —1
ed »+41 pari sara —n—}'c:l dispari e £ pari. Possiamo quindi porre %—1 =2{+1

({ intero =0) e k=2h (& intero >0), ciod
) n+1=2I+1)2h

Dalla definizione di £ segue facilmente che ¢® & una radice primitiva %£-ma di +1.
a). Consideriamo i numeri

1 1 _ 1
(4) 1 = e 5 G2h—1) —
1 1 1
h—
(B) [ ; 0'3 = 02( 1)+ ‘m.

Dalle cose dette segue che i numeri (4) sono tutte le radici %.-me di +1 e i
numeri (B) sono le radici #-me di —1.

Supponiamo che D(9)=0 ammetta uno dei numeri (4) per radice e sia per
esempio o> col gruppo caratteristico:

(6) (e, &) €., €}))

Per quanto si & detto 4(9) =0 ammetterd la radice p=o¢® col gruppo carat-
teristico (6). Per il teorema di FROBENIUS A(p)=0 ammetterad anche la ra-

dice g=613 col gruppo caratteristico (6); ma allora D(9)=0 ammetterd la ra-

dice g=% col gruppo caratteristico (6). Cosi continuando si vede che D(g)=0

ammette per radici tutti i numeri (4) scritti a destra di ¢® ed a ciascuna di esse:
corrisponde lo stesso gruppo caratteristico (¢, e¥, e®,...., eg)).

Inoltre, sempre nell’ipotesi che I'equazione D(p)=0 ammetta la radice ¢ col
gruppo caratteristico (6), si ha che per il teorema di FROBENIUS essa ammette
la radice % col gruppo caratteristico (6). Allora, per I’ osservazione fatta sopra,
la 4(9)=0 ammette la radice % col gruppo caratteristico (6); ne segue che

la 4(9)=0 ammette la radice ¢ col gruppo caratteristico (6) e quindi la D(g)=0
ammette la radice 1 col gruppo caratteristico (6). Resta cosi provato che,.
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se D(0)=0 ammette la radice ¢ col gruppo caratteristico (6), essa ammette per
radici tutti i numeri (4) scritti a sinistra di ¢®* e ciascuna col gruppo caratte-
ristico (6).

Si pud quindi affermare che se D(p)=0 ammette una radice 4-ma di +1,
essa le ammette tutte e con lo stesso gruppo caratteristico.

Si noti che poiché fra i numeri (4) ¢’é +1, per il teorema di FROBENIUS,
i numeri pari ¢ (¢,=1,2,..,¢,) debbono comparire a coppie.

b). Consideriamo i numeri (B) e (4) disposti nel seguente ordine :

1 1

1
z 1 s 2(h—1)—1 2(h—1)+1
5 0 5 0. 0 e
1 1
2 4 2(h—1 2h
1 68 5 o 0 g o

Con ragionamento identico a quello fatto in a) si prova che, se D(9)=0 am-
mette una radice Z-ma di —1 col gruppo caratteristico (¢?, e2,...., €Y), essa le
ammette tutte e con lo stesso gruppo ecaratteristico. Inoltre 4(p)=0 ammettera
tutte le radici k-me di +1 col gruppo caratteristico (e, €f)...., €7) e poichd fra
queste ¢’@ la radice 41 i numeri paré di detto gruppo debbono comparire a coppie.

¢). Sia g; un numero distinto dalle radici 4#-me di +1 e —1; conside-
riamo i numeri:

1 1
i 2 2h [ 4h—2
03 9362 030 9964 w030 9362""|'2 e 030 Q364h

03 02h+1

- 3 _ T o 4h—1
030 . Q030 9363 cene 9302,,’_*_1 wee 030 9364"’“‘1 .

I numeri della prima riga sono le radici dell’ equazione
1
@ (¢~ el (¢*— ) =0
@3
e i numeri della seconda riga sono le radici dell’equazione
1
(" +0%) (e" + Q—,‘) =0.
3

Col solito ragionamento si prova che se D(p)=0 ammette una radice della
equazione (7) col gruppo caratteristico (¢, &, €f’,..., €’), essa le ammette tutte
e con lo stesso gruppo caratteristico.

Si continui cosi fino ad esaurire tutte le radici dell’ equazione D(p)=0. Il ragio-
namento fatto, prova che:

d). Condizione necessaria affincheé una omografia (2 trasformi in s& due
quadriche F=0, ®=0 e sia di 1° specie rispetto ad F e di 2* rispetto a P, & che:
1) ¢ divisort elementart della sua equazione caratteristica st possano
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distribuire in gruppt dello stesso mumero Ic=%::}i—, con l inlero posttivo
o nullo, tali che quelli dello stesso gruppo siano di eguale grado e st
annullino per valori di o proporzionali alle radici k-me di +1;

II) ¢ gruppt st possano distribuire in coppie aventi per elementi
divisori elementari dello stesso grado ed annullantisi per valori reciprocs
di o, eccetto quelli che contengono divisori elementari di grado impari
annullantisi per le radici k-me di 1 (5).

3. - La condizione trovata al n.° 2, d) & anche sufficiente. Infatti sia 2 una
omografia che vi soddisfi. Scegliamo nelle sue equazioni il fattore di proporzio-
nalitd in modo che i divisori elementari della equazione caratteristica della corri-
spondente sostituzione:

®) zi=, aui’ ¢=0,1,2,.,n)

si possano distribuire in gruppi di # come & detto al n.° 2, d).

Sia o una radice primitiva 2k-ma di +1; allora sard ¢*=—1, e o® sara
una radice primitiva %4-ma di +1. Inoltre, poiché¢ n+1 & pari, dalla rela-
zione n+1=Fk(2]+1) segue che k & pari; poniamo %2=2k con % intero positivo.

Per I'ipotesi fatta, i divisori elementari dell’equazione caratteristica D(p)=0
della (8) si distribuiscono in un quadro del tipo:

1) e(.’) e(l)

=1 (=)™ . (@D (1=1,2 b))

2 &2 e®
e—=0) " (0—0%) " .. (o—o** )" (te=1, 2,..., L5)

9 e & & .

®) =00 (0=0s0) " (0=0s0™ ) (5s=1, B £)

) 6(-3) 1 e(‘3) e(.3)

i3 3 1 %
( —_ E;) ( -_— (.T.;;é) voe (Q— W) .........

........................

dove g, indica una radice di D(¢)=0, diversa dalle radici %k-me di +1.
Sempre per I'ipotesi fatta, i numeri pari e?, e, debbono comparire a coppie.
Ricordando che ¢**=1, dall’esame del quadro (9) segue che i divisori elementari

(®) In questo enunciato & sottinteso che la distribuzione dei divisori elementari del-
Pequazione caratteristica dell’omografia £ in gruppi di %4 come & detto in I) e II), deve
poter avvenire per un opportuno valore del fattore di proporzionalita u che compare nelle
equazioni di Q: z;=u zaikmk' .

Noi abbiamo dimostrato che, una tale distribuzione si pud fare quando si da a x4 un
valore u tale che la sostituzione ;=g 2 azry' trasformi in sé la forma F.
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della equazione caratteristica della (8) si possono distribuire in coppie dello stesso
grado ed annullantisi per valori reciproci di g, eccetto quelli di grado impari che
si annullano per p=741. La (6) soddisfa cio# alle condizioni del teorema di
FROBENIUS e quindi trasforma in s& almeno una forma quadratica F a deter-
minante non nullo.

Sia & una qualunque radice 2k-ma di +1; consideriamo la sostituzione
(10) zi—e ) aady

Per un’osservazione fatta in principio al n.° 2, i divisori elementari del deter-
minante caratteristico della (10) si possono ottenere dal quadro (9) moltiplicando
tutte le radici per &. Sono ciogé i seguenti:

(=0,1,2,.,n)

e(.i) e(}) e(})
(e—2) " (0 —&0?) a (o —e0h2) 4
o el o
(0—e0) (0 —e0®) (o—¢ea*™™)
11 e ) o®
o (e—0s8) © (0—0s60%) “ ... (0—psec** %) %
®) 3) ®
( € ei:: ( € ei: ( e 3:'33
L é;) - 5;?) - 0— 5:;,47_3)

...........................

Le radici che compaiono nella 12, 23, 32 42, riga del quadro (11) sono, rispet-
tivamente, le radici k-me di +1, F1, +of iik,...., dove va scelto il segno supe-
03

riore se &= 41, l'inferiore se &= —1.

Ne segue che i divisori elementari della prima riga sono a coppie di egual
grado ed annullantisi per valori reciproci di o, eccetto quelli che si annullano
per o=11. Questi ultimi esistono (nella 1°riga) se &= 41, non esistono se ef¢= —1.
Supponiamo che esistano; allora, poiché i numeri pari e (¢,=1, 2,..., £,) sono
a coppie, si ha che i detti divisori elementari (della prima riga) annullantisi
per o==11 sono a coppie di egual grado eccetto quelli di grado impari.

Un analogo ragionamento vale per la 2* riga.

Infine ad ogni divisore elementare della 32 riga se ne pud fare corrispondere
uno della 42, dello stesso grado ed annullantesi per il valore reciproco della ra-
dice per cui si annulla il primo. Continuando cosi per le altre coppie di righe
eventualmente esistenti, si prova che la sostituzione (10) soddisfa alle condizioni
del teorema di FROBENIUS e quindi trasforma in s& almeno una forma & a deter-
minante non nullo. Inoltre se si sceglie ¢ in modo che sia &= —1, poiche
n+1=Fk(@2l+1) si ha |eay|=e""|ax|=—|ax| e quindi I'omografia Q & di
specie diversa rispetto ad F e .

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 2
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4. - 11 teorema dimostrato si pud anche enunciare nella seguente forma:
TEOREMA A. - Condizione necessaria e sufficiente affinché una omo-

n

grafia z;= 2 agzy’ di un Sy, con n dispari, trasformi in sé almeno due V3:_,
=0

non specializzate e sia di specie diversa rispetto ad esse, é che:
741
con 1 intero positivo o nullo, tali che quelli dello stesso gruppo abbiano
la stessa caratteristica ed appartengano ad wuno spazio sw cut I’ omo-
grafia subordinata sia ciclica di ordine k.

ITI) I gruppi st distribuiscano in coppie corrispondenti a radici re-
ciproche e di egual caratieristica (7).

III) Nelle caratteristiche (e, €zyy €r)y (€1, €2'yny &') degli spazi dei
due gruppi corrispondenti alle radici k-me di £1, ¢ numeri e pari deb-
bono comparire a copptie.

In particolare, se Pomografia é generale la condizione III) si elimina auto-
maticamente, perche tutti i divisori elementari sono lineari. Inoltre la condizione
che gli spazi di ciascun gruppo e le coppie di spazi corrispondenti a radici reci-
proche abbiano eguale caratteristica, si pud sostituire con la condizione che detti
spazi abbiano la stessa dimensione. Si ha ciog:

Corollario 1°.- Condizione necessaria e sufficiente affinche un’omografia ge-
n

nerale zizz aizy’ di uno spazio S, di dimensione dispari trasformi in sé al-

I) gli spazi di puniti uniti si¢ distribuiscano in gruppi di k=

&=0
meno due V?_, non specializzate e sia di specie diversa rispetto ad esse, & che:
I') gli spazi di punti uniti si distribuiscano in gruppi di k=:—l-_|_|-_—11, con /

intero positivo o nullo, tali che quelli dello stesso gruppo siano della stessa di-
mensione ed appartengano ad uno spazio su cui ’omografia subordinata sia
ciclica di ordine £.

IT') I gruppi si distribuiseano in coppie formate di spazi della stessa di-
menstone e corrispondenti a radici reciproche.

Se poi I omografia trasforma gid in s& una V?_, non specializzata, dal teo-
rema A si elimina la condizione II), e quella relativa alla caratteristica degli spazi
del gruppo corrispondente alle radici 2-me di + 1, in quanto I’omografia soddisfa
gia al teorema di FROBENIUS; si ha cioé:

Corollario 2°. - Condizione necessaria e sufficiente affinché un’omografia
n

z; =, @z’ di S, (n dispari) che trasforma in s@ almeno una quadrica F non
k=0

(") Ececetto, si capisce, i gruppi corrispondenti alle radici k-me di -+1 e di —1 i quali
coincidono con quelli corrispondenti alle radici reciproche. Vedi anche la nota (%).
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specializzata, trasformi in s& anche un’altra quadrica @ e sia di specie diversa
rispetto ad F e @ & che:

1”) gli spazi di punti uniti si possano distribuire in gruppi di k=gf-_":_~11~
con [ intero positivo o nullo, tali che quelli dello stesso gruppo abbiano la stessa
caratteristica ed appartengano ad uno spazio su cui ’omografia subordinata sia
ciclica di ordine %.

II”) Nella caratteristica (e,/, e5/,...., ;') degli spazi del gruppo corrispondente
alle radici 2-me di —1 i numeri e par: debbono comparire a coppie.

Infine riunendo i risultati del corollario 1° e 2° si ha:

Corollario 3°. - Condizione necessaria e suffictente affinché wun’omo-
grafia generale 2 di S, (n dispari) che trasforma in sé una V:_, non
specializzata, ne trasformi in sé anche un’alira e sia di specie diversa
rispetto ad esse, é che gli spazi di punii uniti si possano distribuire in

gruppt di b= %, con 1 intero positivo o nullo, della stessa dimensione

e tali che nello spazio congiungente ciascun gruppo la £ subordini una
omografia ciclica di ordine k.

5. - Dal teorema A4, per /=0 e quindi £=#»n-+1 si ha che I’omografia & ci-

clica di ordine »+1 con soli #+1 punti uniti. Viceversa, scritte le equazioni di
2z .

una tale omografia nella forma zj:er’m ij’ (r,7=0, 1, 2., n), si vede che
per k=n-+1 sono verificate le condizioni del teorema 4. Quindi:

a) le omografie cicliche di ordine n+1 di un S, (n dispari qua-
lunque) con soli n+1 puniti uniti, trasformano in sé almeno due qua-
driche F e ® non specializzate, e sono di specie diversa rispelto ad
esse.

Inoltre se n+1=2" (m>0) si ha necessariamente £=n+1 e quindi:

b) Negli spazi di dimensione 2™ —1 (m>0) le omografie che trasfor-
mano in sé almeno due gquadriche non specializzate F e @ e sono di
specie diversa rispetto ad esse, sono tutte e sole quelle cicliche di or-
dine 2™ con soli 2™ punti uniti.

In particolare nella retta (n—1) le dette omografie sono tutte e sole le invo-
luzioni; nello spazio ordinario (z=38) sono tutte e sole quelle cicliche di 4° or-
dine con soli 4 punti uniti; ece.

6. - La determinazione delle nostre omografie non presenta difficoltd alcuna.
Per esempio sia n=>5.

I valori possibili di { sono: O ed 1; si ha quindi £2=6 oppure k=2.

Per k=6 si ottengono le omografie cicliche di 6° ordine con 6 soli punti
uniti.
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Per £=2 si hanno i casi:

D) —=(*—1)*(e*+1);  D(@)—(e*+1)*;
D(o)—(e*+1)(e*—e)) (9”— 91)

Nel primo caso si hanno i divisori elementari:

(e—1), (e+1);  (e—1), (e+1);  (e—19), (e+79);

e quindi si ottengono omografie di tipo (®) [(11)(11)11].
Nel secondo caso:
(e—7)%  (e+9)%;
oppure :
(e—1?), (e+9);  (e—79), (e+7); (e—17), (e+7);

e si ottengono, rispettivamente, omografie dei due tipi [33], [(111)(111)].
Nel terzo caso:

(e—17), (e+72);  (0—es) (o+es); (9—5;), (e+é1;);

e quindi si ottengono omografie di tipo [111111].

§2

7. - Ripetendo il ragionamento dei n. 2, 3 con lievissime modifiche si trovano
interessanti proprietd dei sistemi di quadriche trasformate in s& da un’ omografia
di un S, (n qualunque).

Osserviamo anzitutto che, mentre le forme quadratiche (a determinante diverso
da zero oppure nullo) trasformate in s& da una sostituzione lineare formano un
un unico sistema lineare, le quadriche (specializzate o no) trasformate in s& da
una omografia si distribuiscono in uno o piut sistemi lineari completi.

Basta interpretare le quadriche di S, come punti di un opportuno Sy,; una
omografia Q di S, si pud allora pensare come un’ omografia £’ di Sy, e i punti
uniti di Q' sono le quadriche trasformate in s&¢ da Q.

Per esempio nel piano le coniche (degeneri o no) trasformate in s& dall'omografia:

X, =X+ X, X=X+ Xy, X=Xy

sono tutte e sole quelle del fascio A(2X,X; — X2+ X, X;) + uX7=0, mentre quelle

(%) Notazione di C. SEGRE.
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trasformate in s&¢ dall’omografia:
27 4n

X=X/, X;=e® Xy, X:=e®Xy
sono tutte e sole quelle dei tre fasei:
AX\ X, + puX3=0, AX, X+ pnX37=0, AX, X3+ uXE=0.

Proponiamoci di caratterizzare le omografie di un S, (2 qualunque) le cui
quadriche unite non specializzate si distribuiscono in pilt sistemi lineari com-
pleti: 2, 2,,..

a) Siano: n
(12) Ti=u 2 aikzk’ (7,=0, 1, 2,...., n)
k=0
le equazioni di una tale omografia I'. Determiniamo il fattore di proporzionalitd u
in modo che la corrispondente sostituzione trasformi in sé una forma ¥ di 2,;
per semplicitd indichiamo ancora con a; i coefficienti di questa sostituzione:

n
(12’) Ti= E a,'kka' (Z=O, 1, 2,...., n)
k=0

La (12’) trasforma in sé tutte le forme del sistema lineare 2,. Infatti sia G=0
una quadrica di 2, distinta da F=0; la (12') trasformerd la forma G in =G
(r fattore costante non nullo), perch® I’omografia (12) trasforma in s& le qua-
driche del sistema 2, e G'=0 appartiene a 2. Allora la sostituzione (12")
trasformera ogni forma H=F+AG nella forma H'= F-+ArG qualunque sia il
valore del parametro 4. E poiche la quadrica H=0 appartiene al sistema lineare =,
le quadriche H=0 e H’'=0 debbono coincidere per 4 qualunque. Ne segue che
deve essere t=1, e quindi la (12’) trasforma in s&¢ la forma G.

Poiché l'omografia (12) trasforma in s@ anche le quadriche del sistema
lineare 2, esisterd un numero ¢ tale che la sostituzione:

”
127 ZTi=0 2 axzy’ (z=0, 1, 2,...,, »)
&=0
trasformi in s& una forma di 2, e quindi, per I'osservazione fatta sopra, tutte
le forme di 2,.
Ricordando che i determinanti |@y| e | 6ax| assumono i valori +1 o —1 (indipen-
dentemente), dalla relazione |oair|—o0"*|ax| si ha ¢"t'= 41 oppure o™= —1.
Sia % il minimo intero positivo per cui ¢*= 41 oppure —1; ne segue facil-
mente che £ & un divisore di 41 (°).

(°) Poiché o"+!=-+11 si ha k<<n-}+1; dividendo n + 1 per k e chiamando ¢ il quoziente
ed » il resto, si ha n+1==Fkg+}». Ne segue ¢™t'=(0*)%", da cui 0"=-41 oppure o"=—1;
e poiché » <k, per la definizione di £ deve essere »=20.
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Se fosse k=1, sarebbe 6= +1 oppure 6= —1 e quindi la sostituzione (12’)
trasformerebbe in s& tanto le forme di 3, che quelle di 2,. Ma allora, detta F
una qualunque forma di 3, ed F; una qualunque forma di 3, la sostituzione (12’)
trasformerebbe in sé tutte le forme del fascio F,+AiF,. Cioé la nostra omo-
grafia (12) trasformerebbe in s& le quadriche del sistema lineare congiungente =
e 2,; e cid & assurdo perchg, per ipotesi, i sistemi lineari di quadriche 2, e 2,
sono distinti e completi.

Infine dalla definizione di % segue facilmente che ¢* & una radice primi-
tiva k-ma di +1.

Ora se k& & pari (k==2h), sard ¢*=—1 e si pud ripetere letteralmente il
ragionamento fatto al n. 2, a), d), ¢). Se k & dispari (k=2h-+1) si ripeta il
ragionamento del n.° 2, @) per i numeri:

[y

1 012 LA o2 a'% a*®
o (1_, o ;—3 G2y oe(hi%l ot
ed il ragionamento del n.° 2 b) per i numeri:
_1& o 617? ot G-t 020:%7 o=+t ,,_zh!:ﬁ
1 ¢ ‘% ct... o271 az—(,lb_—i) a*h ;1—”.

Procedendo analogamente per ¢) si viene a provare che per la nostra omo-
grafia (12) sono verificate le condizioni I) e II) del ne° 2, d), in cui perd k&
rappresenta solo un divisore di »-+1, maggiore di 1 (*°).

b). La proprietd s’inverte ragionando come al n.° 3. C’& solo da osservare
che qui il numero £ pud essere pari o dispari; nel primo caso (k=2#) il ragio-
namento del n.° 3 si pud ripetere letteralmente. Nel secondo caso (k=2h+1)
ai divisori elementari del quadro (9) bisogna aggiungere la colonna:

o 0) ® ®
N P S R P
Cosi si prova che, detta ¢ una qualunque radice 2%k-ma di +1, le sostituzioni
zi= >, @i, zi=¢ >, agw;’ soddisfano al teorema di FROBENIUS. Siano 3|
e 2, i pit ampi sistemi lineari di forme (degeneri o no) trasformate in s¢ da
queste due sostituzioni. La nostra omografia I' trasforma in s& le quadriche
dei due sistemi lineari 2, e 3,; le quali quadriche sono generalmente non
specializzate perché le due sostituzioni scritte sopra soddisfano al teorema di

n+41

(1% Cioé % non & soggetto alla limitazione k= —— del n.c 2, d).

21
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FROBENIUS. Inoltre & facile vedere che, se si sceglie =11, i sistemi lineari
di quadriche 3, e X, non hanno alecun elemento in comune e tanto 2, che 2,
non sono contenuti in sistemi lineari pii ampi di quadriche unite in I" (**).
Ne segue il:

TEOREMA B. - Condizione mecessaria e sufficiente affinché le quadriche
n

(ron specializzate) unite in una omografia zizz aqxzi st distribuiscano
in piu sistemi lineari completi é che: k=0

I) gli spazi di puniti uniti si distribuiscano in gruppi di k tali che
quelli dello stesso gruppo abbiano la stessa caratteristica ed appartengano
ad wuno spazio su cut I’omografia subordinata sia ciclica di ordine k,
essendo k un divisore di n+1 maggiore di 1.

IT) I gruppi si distribuiscano in coppie corrispondenti a radici reci-
proche e di egual caratiteristica (*?).

IIT) Nelle caratteristiche (e,, ez, €3,.., &), (€, €', €3,..., &') degli spazi
dei due gruppi corrispondenti alle radici k-me di +1, ¢ numeri e pari
debbono comparire a coppie.

Analogamente a quanto si & visto per il teorema 4, se la omografia & generale
si elimina la condizione IIT); se I’omografia {rasforma gia in sé una quadrica
non specializzata, si elimina la condizione II) e quella relativa alla caratteristica
degli spazi del gruppo corrispondente alle radieci 2-me di +1; infine si ha:

Corollario. - Condizione mnecessaria e sufficiente affinché le quadriche
(non specializzate) unite in una omografia, generale e che trasforma al-
meno una quadrica (non specializzata) in sé, st distribuiscano in piu
sistemi lineari completi é che gli spazi di punii uniti si possano disiri-.
buire in gruppt di k della stessa dimensione e tali che nello spazio
congiungente ciascun gruppo U omografia subordinala sia ciclica di or-
dine k; essendo k un divisore di n+1, maggiore di 1.

8. - Ritornando al caso generale, sia I" una omografia che soddisfa alle condi-
zioni del teorema B. Indichiamo con K il pit grande divisore di #+41 per cui
sono soddisfatte le dette condizioni. Dico che:

(1) Se F==0 fosse una quadrica (degenere o no) appartenente tanto a 3, che a 2, allora
la forma F sarebbe trasformata in s& dalle due sostituzioni: :ci=2 a;pry e z;—¢ 2 iy’ ;
ma se la forma F & trasformata in sé dalla prima sostituzione, la seconda la trasforma in £2F,
e quindi dovrebbe essere ¢=—+-1.

Se poi il sistema lineare X, di quadriche fosse contenuto in uno piit ampio X,’ formato
di quadriche unite nella omografia (12), allora la (12') trasformerebbe in s& le forme di X,’
e quindi =, non sarebbe il pilt ampio sistema lineare di forme trasformate in sé dalla sosti-
tuzione (12'). Analogamente per Z,.

(2) Vedi nota (7).
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Le quadriche (non specializzale) trasformate in sé da I' st distribui-
scono tn K sistemi lLinear.

Infatti, conservando le notazioni del numero precedente, siano le (12) le equa-
zioni di I. Sappiamo (n.° 7, b)) che le % sostituzioni lineari I,:

2 . m
(18) gj=e K ayzy (r=0,1,2,., K—1)
k=0
soddisfano tutte alle condizioni del teorema di FROBENIUS. Consideriamo i pil
ampi sistemi lineari di forme quadratiche 3, 2),.., 2k, trasformate in sg,
rispettivamente, da Iy, I'},..., I'x_,. L’omografia I" trasforma in s& le quadriche
dei K sistemi lineari definiti da X,, 2\,.., Zx_i.

Le quadriche di uno qualunque 2. di questi sistemi lineari non possono essere
tutte specializzate perché I', soddisfa alle condizioni del teorema di FROBENIUS;
inoltre due qualunque di essi, 2, e 3, non possono avere una quadrica in comune,

27 ., 2x 27 .
altrimenti sarebbe ¢ 2K —+ ¢ & ciod ez(r_s)ﬁ'=1, e poichd |r—s|<K sa-
rebbe »=s. Infine nessuno dei sistemi lineari 2, di quadriche pud essere conte-
nuto in uno pitt ampio formato di quadriche unite in I" (efr. n.° 7, 32 nota).

Dopo cid, per provare la nostra proposizione, bastera dimostrare che fuori
dei K sistemi lineari 2, non pud esistere alcuna quadrica F=0, non specializ-
zata ed unita in I Infatti, supponiamo che esista; vi sara allora un numero &
tale che la sostituzione I’,_,:z,-=sz agry, trasforma in sé la forma F. Sard
inoltre &"t*==41 (cfr. n.° 7, a)) e detto %, il pit piccolo intero positivo per
cui e1=+1 oppure —1, sard %, un divisore di z+1. Dal n.° 7 a) segue che
i divisori elementari della sostituzione I', soddisfano alle condizioni I), II) del
n.° 2, d) rispetto a k,.

Dalla definizione di K segue %, <K. Ora se k, & un divisore di K, sard ¢®**=1ela
2n

sostituzione I, coincide con una delle I, oppure con una delle z;= —¢ &° Z anzy'.
In entrambi i casi perd la forma F appartiene ad uno dei K sistemi lineari 3,
considerati.

Se %, non & un divisore di KX, chiamiamo 7 il m. ¢. d. di %4, e K. Sia (0—g)*
un divisore elementare dell’equazione caratteristica D(p) =0 della sostituzione I%.
In D(p)=0 vi saranno i divisori elementari

27 \a
(9 —pe ¥ ) (r=0,1,2,., K—1)
ed insieme ad ognuno di questi vi saranno, per I’ osservazione precedente, i divi-
sori elementari ( m, aa
o—pe X ¢k (s=0,1,2,.., %k, —1).

Ora, poiché moltiplicando in tutti i modi possibili le radici K-me di +1 per
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le radici k,-me di 41 si ottengono le radici di ordine v=%k‘ di 41, si pud
dire che se, in D(9)=0 c’& la radice g ci sono tutte quelle dell’equazione g? —p?=0,
ed a ciascuna di queste corrisponde lo stesso gruppo caratteristico. Inoltre,
poiche I’y soddisfa al teorema di FROBENIUS, se p=+ t 1 insieme ad essa,

in D(p)=0, ¢’¢ la radice % con lo stesso gruppo caratteristico e quindi ci sono

anche tutte le radici di p?~— :1—=0, ciascuna col gruppo caratteristico di p.

Sia (ey, €s,..., €;) il gruppo caratteristico corrispondente alle radici v-me di +1.
Poiche fra queste ¢’& la radice +1 e I, soddisfa al teorema di FROBENIUS, i
numeri pari ¢; (j=1, 2,...,, {) debbono comparire a coppie.

Sia (e/, e2',...., €,") il gruppo caratteristico corrispondente alle radici v-me di —1.

. . . K ko . . . k
Osserviamo che uno almeno dei due numeri — e ;’i & dispari; sia Zl =2h+1.
2h-H1 . 7 .
? s . . 3 3
Fra le radici v-me di —1 ¢’&8 ¢ ? =—eK che & radice K-ma di -—1; quindi
i numeri pari del gruppo (e, e,..., €,’) debbono comparire a coppie. Analoga-

mente se :% & pari e g & dispari (*?).
Questo ragionamento prova che i divisori elementari di D(p)—0 soddisfano
alle condizioni I) e II) del n.° 2, d) anche rispetto al divisore »(>1) di n+1.

P

E poiché »> K, questo & assurdo per la definizione di K.

9. - Dal numero precedente segue:

a) le quadriche mon specializzate, unite in una omografia di S,
(n qualunque) si distribuiscono al pin in n+1 sistemi lineari.

b). Tutte e sole le omografie di Sy le cui quadriche unite non specia-
lizzate st distribuiscono in m-+1 sistemi lineari, sono le cicliche di or-
dine n+1 con solo n+1 puntt uniti.

Se 8 K=n+1 si ha un solo gruppo di »+1 spazi e quindi questi spazi
sono punti e I'omografia & ciclica di ordine »+1; viceversa, ogni omografia
ciclica di ordine n+1 soddisfa alle condizioni del teorema B, per K=n-+1.

¢). Se n+1 é un numero primo, le quadriche unite non specializzate
tn una qualunque omografia di S,, se esistono, si distribuiscono in un
unico sistema lineare oppure U omografia é ciclica di ordine n+1 con
solo n+1 punti uniti.

Infatti in questo caso il solo valore possibile di K & n+1.

d). Sia n+1 un numero pari; indichiamo ancora con K il numero dei

e SR

K
(!3) Poniamo ™ =2h'}1; fra le radici v-me di —1 & e ° —¢™ che & una ra-
dice k;-ma di —1. Ora i divisori elementari della equazione D(g) — 0 soddisfano alle condi-
zioni I) e II) del n.° 2, d), anche rispetto a k,, come si & osservato sopra. Ne segue che anche
in questo caso i numeri pari del gruppo (e,’, €’,...., ¢,') debbono comparire a coppie.
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sistemi lineari in cui si distribuiscono le quadriche non specializzate, unite in

una data omografia I" di S,. Si ha:

1°) se n_};l é pari, la I' é della stessa specie rispetio a tutte le qua-
27 .]'n-l—i

driche dei K sistemi lineari. Infatti si ha [er %K' —1 (vedi no 8, (13)).

20) se 7% é dispari e quindi K é pari, allora per le quadriche

di g sistemt lineari la I' é di 1° specie e per le quadriche degli altri ;—{
27 Intd

sistemt lineari é di 2o specie. Infatti in questo caso si ha {erﬂf } =+1

oppure —1 secondo che » & pari o dispari.

10. - La determinazione delle omografie le cui quadriche unite non specia-
lizzate si distribuiscono in pilt di un sistema lineare non presenta difficoltd. Per
esempio se n=1, 2, 4 si ricade nel caso ¢).

Se =3, si ha K=4 oppure K=2; nel 1° caso si trovano le cicliche del
4° ordine con solo 4 punti uniti e nel 2° caso si trovano quelle aventi per divi-

sori elementari: _ _ 1 1 _
(e—0), (eteo) (9-— 3), (e+ 3>, (con @*=+1)

che sono del tipo [1111]; e le biassiali armoniche.
Se n=>5 si ha: k=6, 2, 3. Nei primi due casi si ritrovano le omografie del
n° 6, e nel caso £=3 si trovano quelle aventi per divisori elementari:

- lo—zet ) lo—ge™ ) (o-2) (9— = > (e— i ) (con g*=+1)

-

oe

— %

oe

che sono del tipo [111111]; e le omografie cicliche del 3° ordine con tre rette
di punti uniti.

11. - I teoremi 4 e B e relativi corollari si estendono immediatamente alle
omografie permutabili con una reciprocita non degenere. Basta ricordare che:
1°) una reciprocita di S, si pud rappresentare mediante una forma bili-

neare R a discriminante diverso da zero, in due serie di # variabili.
n

29) Se la sostituzione z;= ) g2’ (¢=0,1,2,..,n) trasforma in s& una
£=0
forma bilineare R a discriminante non nullo, si ha |ax|=21.
8°) Condizione necessaria e sufficiente affinché una sostituzione trasformi
in s& almeno una forma bilineare R & che i divisori elementari della sua equa-
zione caratteristica siano a coppie di eguale grado ed annullantisi per valori
reciproci, eccetto quelli che si annullano per &1 (*¢).

(4 FroBENIUS, loc. cit.,, p. 34.
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Un’omografia (12) di S, (» dispari) che trasforma in s& almeno una reci-
procitd non degenere R si chiama di 12 specie o di 2* specie rispetto ad R, se-
condo che, scelto il fattore di proporzionalitd u in modo che la sostituzione (12')
trasformi in s& la R, risulta |a@sx|=+1 oppure —1 (*9).

I teoremi 4 e B divengono:

TEOREMA 4’. - Condizione necessaria e sufficiente affinché¢ un’omografia:
n

2=, agxy’ di S, (n dispari) trasformi in s& almeno due reciprocita e sia di
=0

specie diversa rispetto ad esse, & che:

n 41

2l41
intero positivo o nullo, tali che quelli dello stesso gruppo abbiano la stessa

caratteristica ed appartengano ad uno spazio su cui I’omografia subordinata sia
ciclica di ordine k.
II) I gruppi si distribuiscano in coppie corrispondenti a radici reciproche
e di eguale caratteristica (°).
TEOREMA B’. - Condizione necessaria e sufficiente affinché le reciprocitad non

I) gli spazi di punti uniti si distribuiscano in gruppi di k= con !

n
degeneri permutabili con una data omografia: zi.z_z agxy’ si distribuiscano in
£=0
almeno due sistemi lineari, & che si possa determinare il fattore di proporzio-
nalitd ed un divisore £ (>1) di »+1, in modo che:

I) gli spazi di punti uniti si distribuiscano in gruppi di % tali che quelli
dello stesso gruppo abbiano la stessa caratteristica ed appartengano ad uno spazio
su cui l'omografia subordinata sia ciclica di ordine %, essendo %4 un divisore
di »+1 maggiore di 1.

II) I gruppi si distribuiscano in coppie corrispondenti a radici reciproche
e di egual caratteristica.

E da notare che, data una quadrica non specializzata di S, (» dispari) esi-
stono sempre omografie di 12 e di 22 specie che la trasformano in s& mentre lo
stesso non si pud dire per le reciprocita (!7).

(*%) In un prossimo lavoro esamineremo il significato geometrico di questa distinzione.
(16) Vedi nota (7).
(1) Vedi FrROBENIUsS: Ueber die schiefe Inmvariante, ecc. Crelle, 86, pp. 47-48.



