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SUL SETTIMO PROBLEMA DI HILBERT

di GrovaNNI Riccr (Pisa).

Al Congresso Internazionale dei Matematici del 1900, tenutosi a Parigi,
D. HILBERT, in una sua conferenza, tratteggido ventitré problemi per le mate-
matiche del futuro [6] (*); uno fra questi (il settimo) riguardava la natura arit-
metica dei numeri della forma &7 con & e # algebrici. (Esempio: 2z & algebrico
o trascendente ?).

Furono poi dimostrate le proposizioni seguenti che costituirono un primo
avvicinamento alla soluzione del problema :

«Se £ (£=F0, £5=1) & algebrico e =t }n con % intero naturale, allora &7 &
trascendente ». (A. GELFOND [2], 1929).

« Se & (£==0, £==1) & algebrico e 1]=V7_z irrazionale, con » intero naturale,
allora &7 & trascendente ». (C. SIEGEL [9], R. KuzMIN [7], 1930). (Dunque 212 &

Y

3_
trascendente; ma, 22 & algebrico o trascendente ?).
« Se & (£==0, £==1) & qualunque e 04, 0s,..., 6; sono numeri linearmente indi-
pendenti di un corpo algebrico di grado s (s =2), allora degli s numeri &%, £%, ... &6,

3
uno almeno & trascendente ». (K. BOEHLE [1], 1933). (Ma, ancora, 22 & alge-
brico o trascendente ?).

Finalmente A. GELFOND [3], [4] (1934), diede definitiva risposta al problema
posto col dimostrare in maniera agile e brillante: « Se & (=0, £==1) & alge-
brico e 5 & algebrico irrazionale, allora &7 & trascendente » (?).

Uno studio della dimostrazione di A. GELFOND ci persuase che opportuni
accorgimenti in essa introdotti potevano condurre ad una proposizione, che
all’ ingrosso avrebbe potuto dire: « &7 & trascendente quando & (£=0, £==1)
e 7 (irrazionale) sono approssimabili abbastanza velocemente con numeri alge-
brici »; e gli opportuni accorgimenti consistevano nella manovra di una formula

di interpolazione dovuta, nella sua forma generale, a CH. HERMITE.

(!) I numeri entro parentesi [ ] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della Memoria.
(®) Proprio in questi ultimi giorni sono comparsi due lavori di TH. SCHNEIDER nel
primo dei quali [8] viene di nuovo dimostrato il teorema di A. GELFOND.
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In questo lavoro presentiamo il risultato di tale studio.

Chi vuol rendersi conto dell’agilita e acutezza della dimostrazione di A. GELFOND
veda [4], dove alle pagine 628-630 trovera un « doppio passo » che porta allo
scopo; oppure veda i nl 21-27 di questo lavoro. Ma qui & piu difficile tale apprez-
zamento per le « sovrastrutture » dell’interpolazione, e anche per il fatto che
all’ agile « doppio passo » di A. GELFOND abbiamo dovuto sostituire, preceduta da
accurati preparativi, una «arrampicata di un numero finito di piceoli passi». Vo-
lendo un po spiegarsi: « arrampicata » per potere arrivare piut in alto possibile;
«numero finito » perche, per il modo come sono eseguite le valutazioni asinto-
tiche, non ne risulta garantita la loro validitd uniforme rispetto al numero dei
passi; «piceoli passi» perché abbiamo dovuto limitare la «lunghezza del passo »
in relazione a certe costanti per potere poi disporre della piccolezza di queste.

Veramente, quando, muniti della formula di interpolazione di CH. HERMITE
(vedi n.0 14), ci accingemmo all’«arrampicata » eravamo animati dalla speranza
di potere dimostrare una proposizione che, se vera, sarebbe bella, e ciog: « Se &
e 7 sono numeri traseendenti di LIOUVILLE, {7 & trascendente »; ma non ci siamo
arrivati. Soltanto per una classe speciale di numeri trascendenti di LIOUVILLE
siamo riusciti a dimostrare che questa proposizione & vera; e, come si intuisce
dal discorso che precede (quando si rifletta sulla definizione di tali numeri),
questa proposizione & vera per quei numeri di LIOUVILLE che sono « molto
di LIOUVILLE ».

Tuttavia riteniamo degno di nota il fatto che, mediante i risultati qui conse-
guiti, si ottengano, tra I’altro, estese classi di numeri trascendenti del tipo & e
del tipo ¥ con £ algebrico, tali classi avendo la potenza del continuo (vedi n.° 7).

Al n. 1 enunciamo il Teorema I, dal quale seguono (n. 2-6) come corollari
i successivi, via via pit semplici e pili espressivi. La dimostrazione di questo
Teorema I & svolta ai n. 28-31 e si basa su un lemma fondamentale (n.° 8)
molto complicato. Abbiamo preferito isolare tale lemma, sebbene complicato (la
sua dimostrazione & svolta ai n.! 16-27) perché crediamo che, attraverso analogie,
ci possa essere utile in ulteriori studi sulla struttura aritmetica delle funzioni
analitiche.

Risultati.

1. - TEOREMA I. - Siano assegnate £-+1 successioni (k=1) di numeri alge-
brici tutte convergenti
g By &y & e é

Ni,1y  Ma,2y N, 3yee 7 1

\ Mgy Mky2y Nk, 3900 ™ Nk

e diciamone rispettivamente &, 3, %2,...., 7 i valori limiti. Supponiamo £==0, &==1.
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Denotiamo, per r=1, 2, 3,..., con:
gr il grado di un corpo algebrico K, contenente &., %y ryuy Wi, ry
z, il minimo intero razionale positivo per cui z,&, & intero (algebrico),
¥, il minimo intero razionale positivo per cui Y9, », ¥r2, ryrey Yrtk, » SONO
tutti interi (algebriei),

Or=Max (|E—& |y [7s =71, by [ 96— 71,0 )y
X.=Max (|&]) (), Y,=Max (|54, |52, r

yeeeny l '77’»‘, r E))

A, la quota fino alla quale i numeri 1, #,, .., %k, » sono linearmente indi-
pendenti (nel campo razionale) (*).
Allora, det k numeri (°)

Ehy g BTk

uno almeno é trascendente quando esistono tre numeri reali (positivi) o, o, 0
pet quali sono verificate tutte e tre le condiziont seguenti

a) 0O<o<o+o<l, 6>1+1,
o1 ®
% 1 \k6
b) (gr ’log3—) =0(4,), - per 7 — + oo
/ [

1
% - 1
gr{g:log (ey,Y,)je=o (log 5—)

ale

1
c) T grig.log (ez,X,)} =o(log —) per 7 — 4 oo

,{ gf‘ g g3 log (ey.Y,) ;ol‘_:o(lOg 51:)7 (91 = %0 _If%_"l)

() Una notazione: Se &, #,...., { sono numeri algebrici con Max(|§|, [ 7 ey [Z‘I) deno-
teremo il massimo modulo di &, #,..., { e di tutti i loro coniugati.

(*) Una locuzione: Ricordiamo che ~ numeri {;, ly,...., {1 si dicono linearmente indipen-
denti (si sottintendera sempre «nel eampo razionale») quando essendo ¢,, ¢;,...., ¢, interi razio-
nali indeterminati, 1’ uguaglianza ¢, + ¢y + .... + ¢;{=0 equivale a ¢;=¢y=...=¢,=0.
Allorquando ¢, Csy...., {5 non siano linearmente indipendenti sussistono uguaglianze ¢,, +
+ely+ e +erln==0 con |e,|+]|e|+...4]en| >0, e si pud considerare I’ estremo supe-
riore A dei numeri positivi 4 tali che il sistema

Cici + CQCQ + o el = 0, ]Ci l él, 102 | = ,1,...., i(}/, | él

porti di conseguenza ¢; == ¢, = ....= ¢, = 0. Diremo allora che {;, {,,...., {» sono linearmente
indipendenti fino alla quota A (o anche: almeno firo alla quota A). Infatti in questo caso
nel reticolo ad % dimensioni (¢, ¢3y...., ¢;) di punti a coordinate intere, 1’iperpiano ¢,{, 4
+ ety 4 . el =0 passa per I’origine (0,0,...,0) e non incontra alcun punto interna-
mente al dominio quadrato — A <e¢; <4 (i==1, 2,...., k). Quando {,, {o,...., {» siano linear-
mente indipendenti sara da porre A = --oc.

(%) Con &” intendiamo e” log per una determinazione fissata di log &.
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Nel caso semplice k=1, soddisfatte le condizioni precedenti, si conclude
che &1 ¢ trascendente (n,=n).

Osservazions. - 1*). Se 0,=0 (cioe &.=&, 51, =10y Nk, »="nk) conveniamo
di assumere (com’é& del resto naturale) log 61_, = + o0, e i quozienti delle tre espres-
sioni che compariscono ai primi membri di ¢) per log(% sono da considerarsi
nulli per quel valore di 7. '

22). Notiamo che la condizione b) & soddisfatta quando per ogni » (r=1, 2, 3,....)
0,>0 e i £+1 numeri 1, 9, ry, 5k, » s0N0 linearmente indipendenti (A,= + ).
Quando, per un valore di » sia A,—+ > e 6,=0 conveniamo di porre

' RS
(giﬁ"' log ;517>/c9§ Ay
questa convenzione & giustificata dal fatto che ad ogni successione di d, nulli si
pud sostituirne un’altra di 4, positivi e abbastanza piceoli da accordarsi con le
relazioni di limite contenute in ¢).

3%). La simmetria delle due prime limitazioni in ¢) si riflette in una certa
simmetria in cui vengono a trovarsi le posizioni della base & e degli espo-
nenti 71, %250y k- o -

4%). Risulta evidentemente z,X,—=Max (|z,é,|), dove z,& sono algebrici in-
teri e quindi #,X,=1; analogamente y,Y,=1. Dunque

(1.1) log (ey. Yy) =1, log (ex, X)) =1.

2. - Da questo teorema generale se ne possono ricavare immediatamente altri.
Sia {4, L2, £3y.... una sucecessione di numeri algebrici che converge a {; possiamo
fissare 1'idea su due forme tipiche di approssimazione: 1°) col supporre che [,
(r=1, 2,....) siano tutti di grado limitato (=@ indipendente da #»); 2°) col supporre
che le due successioni 2, 2z, #3,.... € Zi, Zs, Zs,.... Siano entrambe limitate (dove 2,
& il minimo intero razionale positivo per cui z,{, & algebrico intero e Z,—=Max (]E,.[)).
Fissando I'idea ora su I'una ora sull’altra di queste due forme di approssima-
zione si deducono i teoremi seguenti via via pilt particolari; e nei loro enunciati
(salvo affermazione contraria) ci serviremo delle notazioni introdotte al n.° 1.

TEOREMA II. - Se, per »=1, 2, 3,...,, i numeri &, #,, ..y 91, » SONO di grado =G
(indipendente da r); allora dei £ numeri

gy M, E (60, &+1)

uno almeno & trascendente quando esistono tre numeri reali (positivi) g, o, 0 pei
quali sono verificate tutte e tre le condizioni seguenti:

10) 0O<o<o+o<l, O>1+1,
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2°) i numeri 1, 7y, yy..y g, » SON0 linearmente indipendenti almeno fino alla
1
quota (—log 6,)¥ (r—1,2,3,..),
k .
30) con 01:%6?6—7 e per 7‘-*—{-00 e

6 \ 8
loge (ey,Y,)=o0 (\log 61) , loge (ex, X;)=o0 (log 517) , log? (ey,Y,)=o0 (log 61,)

Osservazione. - Poichée g% 0, secondoche 6 =1+ % + o, si conclude che nella
condizione 3°) si potra tralasciare la prima o la terza delle tre relazioni di limite
secondoche & 0<1+]1€+Q oppure 921—!—%-{»@.

Questo teorema si ottiene dal precedente, osservando che nelle nostre ipotesi

¢ g,=0(1).

3. - TEOREMA III - Supponiamo che esistano un intero razionale N e un nu-
mero positivo L (ambedue indipendenti da #) tali che i numeri N&,, Nuy, yyery N7jie, r
siano algebrici interi, ed essi e tutti i loro coniugati abbiano modulo <L
(r=1,2,8,....). Allora dei % numeri £",..., &' (£= 0, £=1) uno almeno & trascen-
dente, quando sono soddisfatte le due condizioni seguenti:

1°) i numeri 1 N1, ryeeey N, » SONO linearmente indipendenti almeno fino alla

quota (— g2 log o )2’°+i (r=1,2,3,.); iy
2°) esiste un numero reale ¢ >0 per il quale & g, *

£=0(log51;),perr—>+oo.
Osservazione. - La condizione 1°) & sicuramente soddisfatta nel caso parti-
colare in cui 1, %4, %s,.., yx sono algebrici linearmente indipendenti, coll’assu-
mere 7; ,=1; (¢=1,2,.., k).
Dimostrazione. - Le ipotesi ei dicono che z,, y,, X,, Y, sono tutti limitati
per r —+4 oo, e la ¢) del n° 1 si riduce a gy—o(—log o), dove y & il massimo

4 +261 Posto 6= 2+ 7 0=0= risulta

1
dei tre numeri _+§’ k 2+ ST

k

1 6 1 7] 3 1 3 1 3
z+5:z+;=4+z+8'(2+@)=4+k‘+87 1120, =4+,

Per cid che riguarda la b), si osservi che 6—’%=2, kO=2k+1.

4. - Fissiamo in particolare 1 attenzione sul caso in cui %4, %2y..., 7% SONO tutti
algebrici. Assumiamo #;,=n; (¢=1, 2,..., k; r=1, 2, 3,....); allora i numeri ¥, e Y,
risultano limitati. Vale il seguente

TEOREMA IV. - Supponiamo che &, sia algebrico di grado ¢, (r=1,2,3,....)
e che i £+1 numeri 1, 9, #s,..., 71 siano algebrici linearmente indipendenti.

Sia & —§ &40, £=+1, ,=|&—&|, 2,&, intero, X,=Max (|&,]).

Allora dei % numeri &, £%,...., £% uno almeno & trascendente quando & soddi-
sfatta la condizione seguente:
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A) esistono due numeri reali g, 6 con 0<p<p+ o<1, tali che per
6=1+%+29 e r —~ 4 oo risulti
1,6 1.6 6
ite 1 ite. 1
gr e =o(log (Y)’ g “log (ez,‘Xr)=0(log 6_)'

Questo teorema non cessa di valere se alla condizione A4) si sostituisce la
seguente (piu restrittiva):
B) 9,—=0(1) ed esiste un numero reale ¢>0 tale che per r — 4 oo risulti

, k—e
( %1
2, X,=0 (e(log 31;) ) .

Dimostrazione. - Partiamo dal Teorema I: le condizioni a) e b) sono veri-
ficate, e rimane a soddisfare la ¢). La seconda relazione limite di ¢) figura in 4);
essendo y,Y,=O(1), per le altre due basta avere gr=o(—log d,) dove y & il

. . .1 6 1
massimo dei due numeri E+§’ 7.:+26‘; ma

2k60

1
Tw—r—1 k"o

re!tt

+ 20, =

Per completare basta provare che dalla B) segue la A): infatti, essendo
gr= 0(1), se poniamo

e=3, 0= T (>1+3), =i E2 (<)

risulta (con opportuno G,= O(1)) Eee
e : A o lees) ™
gr °log’ (ez,X,)=O0\log’ (ex,X;))= O \log"\eG,e =
k—= . 2
s
—0(0(1)+(log 6) + )=o(log g)
poiché infatti
k—e 6 _k—3¢ k41 k—e _ —3s,<1

Etr1 6 k41 k—¢& k—2 k—

5. - Termineremo ecol considerare due casi particolari interessanti in cul
vale g,—=O(1).

TEOREMA V. - Supponiamo che i numeri & %, %2y, 7% (£=1) siano alge-
brici e che i £+1 numeri 1, #,, %2,.., % siano linearmente indipendenti.

Siano &, 5., 52’y qiy £+1 numeri reali e &&'=0, £&'==1.

Allora dei £ numeri

(), @Y ()W
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uno almeno & trascendente quando esistono un numero reale ¢ >0 e £+ 1 succes-
sioni di numeri razionali

br | &, I’u‘r

Pryr e
o . Ny 2, (r=1,2,38,..)

ra

convergenti rispettivamente a &, #,/,.., 7/, in guisa da avere

!
Pl 1 | Py 1 [, 1 Pror| 1
[ 5 7- < q(;, ’ ‘ M1 a Q$ 900y | q- ;) ’
2 1-}—3 +&
(\w= (log gv) ( k) )

Per k=1 risulta w=Ilog*** ¢, e il numero (££')7"" & trascendente non appena
sia soddisfatta la condizione enunciata.
Dimostrazione. - Evidentemente un corpo algebrico contenente & 2., 7&
p Pyyr Dkyr

contiene anche tutti i numeri 5—(I—f P T e M € quindi g,= O(1). Inoltre

X,:Max(lsf;i"'):ou), ¥, = Max (
quindi ez, X,.= O(q,), ey.Y,.= O(q,).
Partiamo dal Teorema II (n.° 2). La condizione 2°) & soddisfatta; si tratta
di soddisfare alla 3°) con le costanti g, o, 6 soddisfacenti alla 1°) cioé

22y |22 )= O(1),

0<p<o+o<l, O>1+.

Essendo ez, X,=0(q,), ey, Y,=O(q,) la 3°) prende la forma

1 [ k6
(5.1) 10g7 qr=0 (log (Tr)’ y=MaX (E’ ;, I*cb:“—k*:i) .

D’altronde, l'ipotesi di questo Teorema V eci dice che esiste un numero G
(indipendente da ) per il quale

_ o B , yr | - G
4= G Max (ig —‘Z—!, %771 _%Tl '1]k’—&f})<-

»

cioe 0,9, < @, da cui

Pl

3424
(6.2) w log q,=log q,<log G'+log 61 .
Dunque se, per ¢ >0, assumiamo p=0= i o) 6= g + % risulta
6 0 2 , 0 2
5232(3+z)(1+8)’ W_r—1—STp

e per ¢ abbastanza piceolo (basta < g) dalla (5.2) segue la relazione limite (5.1).
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6. - TEOREMA VI. - Siano §, 5 due numeri algebrici, 7 irrazionale.
1°) Se £==0, £==1, allora &7 & trascendente (A. GELFOND).
20) Se £==0, £1 e nello sviluppo in frazione continua di un numero

reale irrazionale a esistono infinite ridotte Iqi per le quali
‘ !< w, (w=1log*** g,, ¢>0 indipendente da 7),

allora &7 & trascendente.
3°) Se &a=+0, £a=F1 e nello sviluppo di a esistono infinite ridotte % per
le quali ’

la—P <X (t=log'* q,, ¢>0 indipendente da 7),
‘ qr q;

allora (£a)” & trascendente.
Dimostrazione. - Tutto & conseguenza immediata delle proposizioni prece-
denti. Dimostriamo ad esempio 2°). Riferendoci al Teorema I abbiamo

k=1, ¢,—0(), ex,X,—0(1), Y,—O0(1),
ey, Y,=0(q,),  log(ey.Y,)=O0(logq;)

e basta dimostrare che per o e 6 opportuni con 0<p<1,0>2 6,= 0{ si ha
6
o [ 1 1
log® g,=o0 (log 3:), log% q,.=o(log &)'

Ma, per l'ipotesi, esiste un numero @, indipendente da 7, per il quale & ¢y, < G, ciog
w log q,=log*** g, <log G +log 61

Assumendo 6=3, =1 + -, con & >0 abbastanza piccolo (basta &< ) si
~~~3(1 +s’)<3+e, 0,=3<3+¢ e il teorema risulta dimostrato.

7.- I numeri reali a che soddisfano alle condizioni del Teorema VI sono infiniti;
ricorrendo alla definizione mediante la frazione continua regolare si costruiscono
facilmente degli esempi: basta evidentemente che nella successione dei quozienti
parziali vi siano infiniti di tali quozienti « molto grandi » rispetto a quelli che
li precedono. Per esempio, se f=[b,, b4, bs, b3,...] & un irrazionale reale qualunque,
scelta arbitrariamente una successione crescente {4} A, hs, hs,.... di interi positivi,
si costruisea il numero a=[a,, a4, @2, as,...] con la legge a;=b,c; dove:

¢;=1 quando s non & in {A{;

¢y — [elo8* @hobre b, @erc, )] quando s & in A}
E facile riconoscere che il numero a cosi costruito soddisfa abbondantemente
alle condizioni in discorso.
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E evidente che 1'insieme dei numeri a ha la potenza del continuo. Dunque
i risultati conseguiti ci forniseono infiniti numeri trascendenti del tipo (v e del
tipo »* con ( algebrico, e tale infinita ha la potenza del continuo.

L:emma fondamentale.

8. - Siano
(01, ®2y0y ), (T1y T2y Ty)

due N-uple di numeri (complessi), la prima delle quali sia costituita di numeri
distinti.
Supponiamo che esistano due numeri 4 e x non nulli tali che
Ay, AWy, Ay, ney,  upet., ue’y
siano tutti algebrici interi e appartengano a un corpo algebrico K di grado g¢.

Poniamo (°)

A—Max (@], | @y | @y |y |74}y |72 ooy |75 ])
1\7
H="i

0=Max (|ws—7], | w2 — 73 |yonsy |wN—tN|)
L=Max (| Aoy |, | 2s |yeeey !E)—N')
M—Max (| pe" |, | u€™ |y | ™).
Per ogni successione di coppie di V,-uple
(o, (,....y 0P, @) T,y ), (N=N,; r=1,2,3,..)
per le quali sono verificate le circostanze precedenti, i numeri

N’ l’ I"L? g’ A7 H; 6’ L} M

risultano funzioni di 7.
Allora, non possono esistere sei numeri reali

a B o & v O
pet quali sono verificate tutte le circostanze sequenti (7)
(8.1) =a<a+p=1, y =0, =0, ¥>0,

(®) D’ora in poi saranno conservate queste posizioni.
(") Tutte le relazioni di limite che considereremo d’ora in poi, salvo che sia detto espli-
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(82) H ++ o,

(8.3) H*log® H— 4 oo,

(84) AHFlog* H ~+ 0,

(8.5) log A —o(H* logt+ H),

(8.6) g log N=o(AH*+f log H),

(8.7) log (| 4] Loty = o (H* log*+* H),

(85) log (o] M=) = o(A HA~ logi= H),
(89) g 1og (|4 T3~ = o He++—1 log H),
(8.10) g l:g (NH—totbtrr=9))y = o(Hetb+1—1 log H),
(8.11) log%>0AH“+ﬂ+”7 log H—i—Nl:g A.

Osservazioni. - 1*). Quando & =0 conveniamo di porre log%:- +o00 e la
disuguaglianza (8.11) & da considerarsi in questo caso soddisfatta.

27). Abbiamo incluso nel lemma enunciato anche i casi estremi a=0, y=0,
che possono presentare interesse; qualora ci limitassimo a supporre ay >0 molte
delle relazioni di limite che in esso figurano verrebbero a semplificarsi col tenere
conto che per qualunque ¢>0 & log H=o0(H?").

11 complesso delle limitazioni (8.1),...., (8.11) & molto complicato; si intravede
perd qualche connessione fra le limitazioni in giuoco. Vogliamo citare un sem-
plice esempio che riuscira istruttivo come indicatore di quelle connessioni e anche
come indicatore dello spirito di « stretta economia » col quale & costruito il lemma.

Se in (8.1) si sostituisce #=0 in luogo di #>0 e in (8.8) si sostituisce
AH?f7log! *t< H in luogo di AH#rlog'~ H, la proposizione cessa di valere,
come lo dimostra I’esempio seguente.

Per ogni intero N poniamo

1
wr=1.=k log (1 + Kr)’ (k=1,2,.., N)
in guisa che posto ;—=log (1-{—%,), pu=N¥ i 2N numeri

1, 2., XN, NN(l—l——;,), NN<1+-1%,>2,...., NN(1+J—;)N

citamente il contrario, saranno valutate per »r — 4-00. Seguendo 1’uso corrente poniamo,

+ +
per « positivo, log u=1log u per w=1, logu=0 per u<1.
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risultano tutti »azionali interi. Le nozioni elementari sui limiti ei dicono
che Nlog (1—}— le) -~1 per N-—~+4oc e quindi si ha

g=1, A=14o(1), =0, H:gl‘—; X —Nto@)

log A=log (log (1 + ﬁl)yi =log (N+o(N))=log N+ o(1)=log H+o0(1)

log u=Nlog N=H log H+o(H log H)

= + + +
log (|4 L9~Y)=log | 1| =log 4, log (| | M9~t)=log | pu|=log p.
Se assumiamo

a=0, p=1, y=0, r=0, 9=0, &>e>0

tutte le limitazioni (8.1),..., (8.11) con le modificazioni di cui sopra, risultano
soddisfatte; la proposizione modificata non & vera.

In modo analogo si vede che non & vera la proposizione ottenuta sostituendo
in (8.1) la catena 0=a<<a+pf=1+9 (>0 qualunque) in luogo di 0=a <a+ f=1.

Infatti con lo stesso sistema di coppie di N-uple si assuma
a=1 p=1+1 —0, »=0, &¢=-—1 P=1
97 27 7=4Y Y ’

e le limitazioni (8.1),..., (8.11) risultano tutte verificate.
Ai n.i! 16-27 dimostreremo il lemma fondamentale, per il quale si richiedono
altre semplici proposizioni ausiliarie che presenteremo ai n.' 9-15.

9. - Consideriamo la funzione intera

N
9.1) G2)=>D cie™,.
i—1
dove ¢, €ay.., Ccy sono razionali interi, e le sue derivate
N
9.2) G)(z) =2 eitie”” (s=0,1,2,...; GO)=G(2));
i1
risulta
N
(9.3) G¥(2) —hy(2) = Z ciwie™,
i—t

dove abbiamo posto
N
(9.4) hy(2) 22 ci(ti—wd)e’”.
i=1
In tutto cid che segue supporremo

(9.5) PAESY, (i=1,2,.. N; C=1)

e, quando convenga, per facilitare la scrittura porremo exp {z{=e.
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10. - Lemma 1°.
(1) | G(2) | <exp {log N+log C+ 4 | z|}.

E evidente, poiche per (9.1) e (9.5) &
N

b
1G() =N |ee” | =0 e l<= Nee' 17,
i

i=1

11. - Lemma 2°, - Stano S e T razionali interti =1; se
N N

(11.1) [CHT+1]1<([C]+1)5T

¢ possibile scegliere © coefficienti ¢, Cuy.., ¢y (razionali interi) non tutts
nulli e in modulo non superiori a C, in guisa che valgano tutte le ST
disuguaglianze

§ | G(£)| <exp 3glog2+1og N+SlcjrgA+AT—<ég?,—1>log 0%

(IT)
(s=0,1,..,S—1; t=0,1,.., T—1).

Osservazione. - Per N>28T e C abbastanza grande la (11.1) & soddisfatta.

Procediamo, con A. GELFOND, secondo un classico metodo di DIRICHLET :
In uno spazio a 28T dimensioni, nel quale sia fissato un sistema di coordinate
cartesiane ortogonali, assumiamo come immagine della funzione G(z) il punto
avente per coordinate:

KRGO(H),  IGNE), (s=0,1,..,8—1; {=0,1,.., T—1).

Poiché G'(z) & determinata dai suoi N coefficienti ¢4, ¢;,..., ¢y, se a ciascuno
di questi facciamo assumere i valori O, 1,.., [C], nel nostro spazio verranno
definiti ([C]+1)¥ punti e tutti, per la (9.2), saranno contenuti nel dominio qua-
drato avente il centro nell’ origine e dimensione

(11.2) 2Max |GU(f)|<2NCASeAT
05 S—1, 0tT—1
dove A5 & da sostituire con 1 tutte le volte che 4 <1.

Dividiamo ogni spigolo di tale dominio in D parti eguali; otterremo, mediante
iperpiani paralleli a quelli coordinati condotti pei punti di divisione, una suddi-
visione del dominio quadrato in DT domini quadrati uguali. Tutte le volte
che D¥T< ([C]+1)¥ esiste almeno un dominio quadrato della suddivisione con-
tenente almeno due punti immagini di due funzioni G(2), G:(z) distinte; se
supponiamo soddisfatta la (11.1) e poniamo

N
(11.8) D=[C3T 41],
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risulta D*T<([C]+1)¥ e la funzione G(2)=Gi(2) — G»(2) ha i coefficienti ¢,
€2y €y che rispondono alle condizioni del lemma e inoltre, essendo

. B
log D=log [C?5T 4-1] >log C?5T =

GO(t) = GP(t) — GP(),

¥ieg ¢
28T ?

risulta evidentemente per la (11.2)

REO(8)
IGI(0)

N log C

+
log 2-+log N+log C+ Slog A+ AT— 28T

$<exp
 (s=0, 1., S—1; £=0,1,.., T—1).

E passando al modulo |G¥(f)| segue ovviamente la (II).

12. - Lemma 3°. - Nelle posizioni (9.3) e (9.4), per ogni coppsa (s, t) di
interi non negativi s e t st verifica necessariamente una almeno delle dve

circostanze sequenti
(12.1) GO(8) =hy(2),

(122) |G¥)(¢)|=expf{—(9—1)log N—(g—1)log C—slog (|A|LI~*) —tlog (|u| MI~*)} —
—exp {log 6+log N+log C+(s—1) log A+ At+log s}.

Infatti il numero N
03, t= 2 Ci(}y(Di)'g(lLLeti)t

=1

& intero nel corpo K; per esso e pei suoi coniugati éq,t vale la limitazione
|6,,4| = NCL*M*
e poiché la norma di 6, & nulla oppure =1 si conclude

0.,1=0 oppure |0, = (NCL*Mt) 9+,
D’ altronde &
| GO = hul)] = #O0, e[ =1 ]| 0]

quindi o vale l'uguaglianza G®(f)=h.(¢) oppure &
(12.3) | GO(t) —ho(8) | = | A[F | w (N CLEMY) 071,

Adesso osserviamo

T R0t e o = 05457,

| ri—oi|=[ri—w]-

quindi per la (9.4)
(124) | hs(8)| = NCdsAstedl.

Dalle (12.3) e (12.4) si ricava
| GOH)| 2| 45| 1 NCLAMY 0+ — | h(t)| Z 1| (N CLMY)-0+: — SN Cs dr— e,
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ciog vale la (12.2). Il lemma 3° risulta cosi dimostrato. Questo lemma ci dice

tra I’altro che:
Per (s=0,1,..,5—1; t=0,1,.., T—1) vale necessariamente almeno una

delle due circostanze sequenti
GO(E) =hy(d),
(I11) |GO(¢)|=exp {—(9—1) log N—(g9—1) log C—Slgg (4] Lo~1) — Tlog (|| BL974)}-
—exp {log d+1log N+log C'—l—Sl_(l;g A+ AT+1log S

18. - Lemma 4°. - Diciamo P(2) il polinomio (unico) in z dt grado =ST—1,
pel quale st abbia
(13.1) PO()=h(t), (s=0,1,..,S—1; t=0,1,.., T—1),
e poniamo
Q) ={2(z—1).... (¢—T+1)}5.

Esiste un numero T', tale che per qualunque |z|=T=T' risulta

P)

(Iv) )

‘éexp flog 6—STlog T'—log (|z|—T+1)+

+
+log N+log C+Slog A+ AT+ Slog S+
+28T+ Tlog (S+ T)+ Slog 2+ 8 log S+log 7.

Per stabilire questo lemma ricorriamo alla formula generale di interpolazione
di Cu. HERMITE [5], che qui conviene ricordare.

14. - Siano a,, di,.., ar_4 numeri distinti (77=1),

S0y Siyey Sp_y interi razionali positivi (so+8y+ ... +8_1=n++1),

Bi e,y (£i=0, 1,..y $i—1; =0, 1,..., T—1) un sistema di »+ 1 numeri arbitrari.
Esiste uno, ed uno solo, polinomio P(z) di grado == che soddisfa alle n41
condizioni

(14.1) PO a))=pir, (r=0,1,.,8—1; ¢=0,1,., T—1); (P°(z)=P(2)).
Posto
(14.2) @(2) = (2— ap)*(z — ay)P.uu. (2— ar_s)° T4,
il polinomio P(z) & dato dalla formula di CH. HERMITE
P st sP(a)
(149) 0~ 250 o |

Y

dove la somma & estesa alle 7' coppie (a, s)
(20, S0)y  (@1y 81)yeery (@715 S74)

e le derivazioni indicate in ciaseun termine si devono eseguire riguardando il
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corrispondente a come variabile, z come una costante, e, dopo eseguite le deri-
vazioni si deve porre in luogo di P)(a;) i numeri §;, assegnati.

7@
)
uno qualunque dei 7" termini che compariscono al secondo membro di (14.3). Posto

P(z) =

w(z) risulta indipendente da quell’a e, derivando ¢(2) s volte rispetto ad a e
ponendo poi z=a, otteniamo

Ci proponiamo di maggiorare , € per questo fissiamo I’ attenzione sopra

(z—a)
w(2)

’

(—1)’s! sP(a) (—
®) () = = —
()v ((l) "/)(a) ’ (p(x)(a)(z — a) ( 1) ] P(a) (Z a) y}(a)!

e pel termine della somma in (14.3)

i1 sP(a) | S PO (= a)HO) O (a)
(14.4) oot %(p("‘)(a)(z—a)g—(——al_z;%__ts‘1 al T Y et

essendo la somma estesa alle soluzioni intere non negative dell’ equazione

a+b+ec=s—1.
Osserviamo
(14.5) ((z—a) O =b ! (z—a) >,

e se pensiamo (per fissare le idee) a=a; risulta
w(ai) =TI(o;—a;)
essendo il prodotto II esteso ai valori dell’indice j (0<j= T'—1; j == 1¢); ricaviamo

1dl

pw(a,)—c'ZH o @),

‘l~c‘

e poiche

;§(a,—a) (- 1)l(g+l%¥'(ai—a}—“*l~—( 1)51'(6+l_1)(ai—a)""""l,

si conclude
©)(a) N oyr (S5 G—1 s
(14.6) PO = (= 3 I (VT @)

2.'6-=c *

15. - Fermiamoci sul caso particolare che ci interessa ponendo
a0=0, (11=1,...., aT_1=T——1; So=81=....=ST__1=S; n+1=S71,
p)=fz(z—1)... 2—T+1){=Q(2),

e andiamo a maggiorare separatamente ciascun termine al secondo membro

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 24
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di (14.3), ciog il secondo membro di (14.4); perverremo a questo scopo maggio-
rando ciascun termine che comparisce nella somma al secondo membro di (14.4)
col tenere presenti le espressioni date in (14.5) e (14.6) ai fattori di tale termine.

Intanto, essendo |z2|=7, b=0 e |z—a|=|z|—T+1=1 dalla (14.5) ricaviamo

(=00 _

(15.1) =(|z|-T+1)

Consideriamo la (14.6): essendo 0=/=c¢=8—1, =15, a;—a; =1 risulta
(77 @) Y ST a5 - TS+ —1)=
() e == 5 s

Poiche ¢=8—1, il numero dei termini della somma in (14.6) &

s

e si conclude per (14.6)

(15.2) |5

c!

—28
g([g]l) 85(S+ T)T2s,
Infine osserviamo che, essendo per 0=s=S5—1

|7 — o} |=|ti—w;| « |7 20+ o + 0 =05 A5 =0SA47,

dove
Air:MaX (1, A),
in base alla (9.4), proprio come per la (12.2), otteniamo

(15.3) | hs(2) | = ONCASeAT.
Per le (13.1) abbiamo

(15.4) 1% 1 = | PO(#) | =| ha(t) | = SN CASSeAT.

Le (154), (15.1), (15.2) ci maggiorano i tre fattori del termine generico della
somma in (14.4); questa somma possiede un numero di termini = S2 La somma
in (14.3) possiede 7' termini. Essendo ¢(2)=@(2) si perviene finalmente alla
disuguaglianza
P(z)
Q@)

Per tradurre il fattoriale in esponenziale ci serviamo della ben nota formula
di STIRLING log (z!)=xlog z—2+ o(2), 1a quale ci dice che per T'=7" (1" con-
veniente) risulta

(15.5) =] [g ] !)‘”(; 2| — T+ 1) NCASeATSS(S 4 T) 72885 T,

log <[§}|)> T log T—T,

e introdotta questa in (15.5) otteniamo senz’altro la (IV).
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Dimostrazione del Lemma fondamentale.

16. - Per dimostrare il Lemma fondamentale (n.° 8) proveremo che il veri-
ficarsi simultaneo delle circostanze (8.1),..., (8.11) conduce all’assurdo.
Cominciamo con le seguenti semplici osservazioni :
1°) Il numero & >0 entra soltanto nelle relazioni (8.10) e (8.11), le quali sussi-
stono a maggior ragione quando a ¢ si sostituisca un numero ¢ con 0<% <.
Essendo >0 si pud quindi supporre J<p, e si pud fissare un numero o =1
in guisa da avere (vedi (8.1))
(16.1) O<£;<z’)<ﬁé1—u.
2°) Le relazioni (8.8),..., (8.11) sussistono ancora se ai due numeri y e »
si sostituisecono due altri numeri y’ e »’ con 0=y’ =y, yy=9»"y’; allora, poiche >0
(vedi (8.1)), impicecolendo eventualmente y, potremo fare in modo da avere

(16.2) 0=y<d=y+8<p, » razionale intero =0,

convenendo di porre »=0 per y=0.
3°) Per (8.3) e (8.4) &

N=gAH=AHZ= O(1)+ AH“=O(1) + (H* logt H)(AH? log—* H) -~ + o,

dunque risulta
(16.3) N — 4.

4°) Avuto riguardo alle relazioni (8.3),.., (8.8), si pud determinare una
funzione y=wy(r) crescente abbastanza lentamente da avere

(16.4) potoo,  y—o(H<log' H),  y—o(log H),
+ H* logte i
(16.5) log 4—o(*—E—T),
atB 100
(16.6) glog N=o (fg_li,,,,flfsz,g ) ,
+ H* leg*te 1
167) tog (] 129 =o 78T,
+ y v 1—¢
(16.8) log (|| M9~y =0 (f%f,{, i&,j )
ed essendo, per (16.3), log V- -+ ~ dalla (16.6) ricaviamo in particolare
atf 100
(169) amthiogH Al
gy gy

Per collegarci opportunamente coi lemma precedenti poniamo

a--p
(16.10) S— ZIEAH/)’ log H|,  T—[H<logt H], logC— fi’f—g—;pﬂg-—’{ :
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Per le (16.10), (8.4), (8.3) e (16.9) risulta
S 4 o0, T+, C—+x,
(16.11) ’—i}gﬂ AH“Hr—STg;—Q AHS,  40ST= AH— 05 =N.
In tutto cid che segue supporremo di assumere 7>’ (con 7’ conveniente) in
guisa da avere
(16.12) H=3, S=3, T=3, T=7, c=c’

essendo 77 e C’ i numeri adatti per la validitd rispettivamente del Lemma 4° e
del Lemma 2°. (Si noti che 287<49ST<=N e per C=(", con C’ conveniente,

vale la (11.1)).
Andiamo adesso a studiare la forma asintotica delle disuguaglianze dei

Lemma 1°, 2° 3° e 4° in queste posizioni.

17. - Da (16.6) e (16.10) ricaviamo

a8
‘ log N=glog N=o (Aﬂ - vl(-)gf[),
v
(17.1) atp
AH log H
log C=*-"-- o == =o(4H"+" log H).

Dunque la (I) del n° 10 diventa
) | G(2)| =exp fo(AH+# log H)+ A |z|}.

Osserviamo, perché ci servird nel seguito, che su questa disuguaglianza non
influisce I’ espressione che abbiamo assegnato a 7" in (16.10).

18. - Consideriamo la (II) del n° 11: un semplice calcolo ci mostrera che,
nella somma entro parentesi {} al secondo membro, I ultimo termine & prepon-
derante. Infatti, ricordiamo che per (8.1) & a=0, >0, a+ ﬁ<1 I’ ultimo ter-

mine in discorso & (vedi (16.10) e (16.11))

N _ (9AH 1 AH log H
(g7 1) 108 0= {57 1) g 02 (20— ) 255

mentre pei termini precedenti si ha (vedi (16.9), (16.6), (16.10), (16.5), (16.4))

3 _ (AHlog H _ (AH“TPlog H\  (AH log H
EIogQ-o(— ), logN——o( ” )—o( ” ),
+ H* logite B AH*TF Jog H AH log H
2 AHP log iSRS -
Slog 4= AH log Ho( ” ) o( ” ) 0( ” ),
atp
AT< AH=log* H—o(AH*+)—=0 (ﬁf’—lp—‘i%i’)zo(“i:;’i’i).
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Si conclude che, nelle nostre posizioni, la (II) assume la forma

anr) | Ge)N(2) | <exp 3—(29—}—0(1)— ! )AHlogHg.

gHi—agﬂ Y
19. - Consideriamo la (IIT) del n.° 12: vediamo subito che nella somma entro la
prima parentesi {1 il termine preponderante (quando non sia nullo) & (g —1) log C,
mentre nella somma entro la seconda parentesi {} il termine preponderante & log é.
Infatti (vedi (16.10), (16.8), (16.7), (16.8), (8.11), (16.4))
1\ AH" TP log H
(9—1) log C—(1— ) 1,
AHP log H )
’

(9g—1)log N<glog N=o ( T

Slog (jA[L9- i)< AHﬂlog“ Ho

(H“ log*t® H) (AH“+ﬂ log H)
=0 y
v v
f—y 1—¢ at-p
T'log (| | M9) = H log* Ho(“” ;"g H) —o(* w“’g ”),

log 0 < —3AHtF+t7 log H= — 9 A H*# log H,

log S=log (AH? log* H)= O(log (AH# log—* H - H* log® H))=
ath
= O(log (AH*+F))=o(AH+F)=0 (ﬁ*H_“’g.’i )

(7]

Tenendo presenti anche le relazioni trovate al precedente n.° 18, otteniamo
dalla (III)

a+p
ARTTIBH | exp {— (94 0(1)) A Ho+# log H.

G(e)(t)gexp3 (1_-+ o(1))

Dei due termini exp {{ che figurano al secondo membro il primo & preponderante
poiche ¢>0 e yp— + oco. Si conclude che
Per ogni coppia (s, t) di interi s e t con (0=s=8—1,0=¢{=T—1) st ha
GO(t) = hy(2),

oppure
a+g
111*) GO(t) Z exp 3 (1— Iy (1)) AHT W“’g H %

20. - Dal confronto di (II*) e (III*), essendo asintoticamente

1

H*VF log H
R <(20+o0(1)— i ﬁ>AH10gH

1 A
(1 ~ 7 +0(1)> -
si conclude

GO(t) =hs(t), per s=0, 1,., S—1; ¢=0, 1., T—1.
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21. - Procediamo adesso per induzione (finita) dimostrando che dal sistema
di uguaglianze
‘ GO(t)=hs(t), per s=0, 1,.., S—1; {=0, 1,.., T,—1

| s [ﬁ; AH? log H}, T, = [ He loge H], (0=n=»)

(21.1)

segue quello non meno ampio:
‘ GO(t)=hs(t), per s=0,1,.., S—1; =0, 1,., Ty, —1
@12 | §= [4-15 AHP log— Hj, Ty = [HeHHy Toge H,
1=n+1=v+41).

Per y=0 questa proposizione & vera perché i due sistemi coincidono.
Sia y=0. Posto '

(21.3)  Qu)=fele—1). = Tut 1)}

e detto P,(z) il polinomio di grado =S7,—1 per cui si ha

(21.4) PO(#)=hs(t) (s=0,1,.,S—1; {=0,1,..., T,—1)
la funzione

(21.5) Fu)= ¢ @Qf(;f’”—‘z’

risulta intera, e il massimo modulo dei valori che essa assume nel cerchio
(21.6) |z|= Hetbtor =7,

viene assunto sul contorno |z|=2Z,.
Coll’ osservare che 0=y<f, H=3, H—~+ > abbiamo

To=[Htmr logt H) =T, =[H*t0+97 logt H]=o(H*t#")=0(Z,).
Supporremo r=r7,, dove », & tale che per =7, sia
(21.7) T.=Tw=2Z,.

Andiamo a valutare il massimo modulo di F,(2) in |z|=Z,; poiche¢ @Q,(2)
non si annulla per |z|=2, e

6@ | | | P
PRI

si tratta di maggiorare separatamente ciascun termine del secondo membro.
Per |z| =T, risulta evidentemente dalla (21.3)

| Qu(2)| = exp { STy log (2| — T+ 1)}

e, posto |z|=2Z,= HtF+nr, coll’ osservare che >0 e 7,=o0(Z,), otteniamo

@1 Ri=| 2914 |

, per |z|=Z,,

ST, 1og (||~ T+ 1) =(1+ 0(1) STy log Z, = “FEET A g protinr tog B,
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da cui

(21.9) | Qu(z)| =exp ‘i’i"%‘V_“’L(I)AHaJrﬂﬁLny log H{, vper |z|=2Z,.

e

La funzione | G(2)| per |z|=Z, & maggiorata mediante la (I*) (nella quale non
figura T}, vedi osservazione alla fine del n.° 17) e otteniamo per la (I*) e la (21.9)

G(2)
Qn(2)

da cui si ricava subito (Z,= H>titm)

<exp % o(AH" log H)+ AZ,— ﬂ%@@ AHe«++nr log H,

(21.10) I g((zz){<exp % _“_Jr/”ii%yig(ﬂ AH P log Hé’ per |z|=7%,.
22. - Per valutare Z"Ei; applichiamo la disuguaglianza (IV) del n. 13.

Cominciamo col semplificarla: per il solo fatto che S — 4 o0, T'— 4 oo tutti
i termini ehe compariscono nell’ ultima riga entro la parentesi {§ sono o(S7'log T')
e possiamo scrivere

P

@21 |55

=exp {log 6—(1+0(1))ST log T—log (2| —T+1)+

+
+log N+log C+Slog A+ AT+ Slog S}

valida per |z|=7 e T'=1" (con 7" conveniente).
Poniamo in questa P(z)=P,(2), Q(z) = @n(2), T=1T,; come al n.° 18 si ricava

+ wtp
(222)  log N+log O+ Slog A— o(i‘%ﬂ‘“—gf’)zo( AH log H);

d’ altronde per la (16.10)

_l_
Slog S=<Slog 4+ Slog H—¢eS loglog H
B aH*Flog H e+ o(1) AH*VF loglog H
i¢ H%log* H 4e H® log® H

=o(4AH*tF log H)+

e poiche (vedi (8.3)) H<*log® H-~+ co risulta

(22.3) Slog S=o0(A H*6 log H)=o(A He+nr log H),
(224)  AT,= AH~m log® H=o(AHet+nry—o(A Hetp+7r log H).

Dalle (21.1) ricaviamo, per a+ny=0:
ST, log T,= 1——{—;? AH b §(a+ny) log H+¢log log H}

(22.5) - ?‘i‘”%_:"(ll AHet8+2r Jog H.
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Dalla (8.11) ricaviamo
(22.6) log 6 < — (& +0(1)) A HotF+7r log H, (¥>0).
Per |2|=T, & log (|z|—T,+1)=0, dunque la (22.1) per T=T, e |z|=T,
ci fornisce in definitiva

Pll(z)
Q.2 |

(227)’ >’exp%—(15‘-{—(H—M—#o(l)) H"+ﬂ+”710gH%, per |z|=T,.

23. - Introducendo le (21.9) e (22.7) nella (21.8), coll’osservare che (vedi (16.1))

9+a+n7>a+l:9+n7

)

si conelude‘ '
' = _ ‘iﬁjﬂ‘i@ atptn
©@3.1) 3 |F(z)|_exp% To AH vlog H ¢,
per I z I —_ Hﬂ+ﬁ+n/

24, - Passiamo ora da 7, a T,,. e proponiamoci di maggiorare |G(2)| per
|2|=Tns1; a questo scopo ci serviremo della disuguaglianza

(24.1) |G(2)| = | Fu(2) Qu(@) |+ | Pu(?) |
conseguenza della (21.5). Dalla proposizione (21.3) abbiamo

Max |Q.(2)| < exp { ST, log (Tnis+ Th) i =exp § ST, log (2Tn 1) =
|2|<T -+

(24.2) <exp et ®+0y+ol) 4 ratprny log H% ,

40

e questa, insieme alle (23.1) e (21.7), ci fornisce

(243) | Ful2) - Qu(2)] \exp3 ﬂ“’J‘L"AHwﬂﬁ-nr log H%, per |z|<Tp.,.
Essendo | P,(2)|= g‘g || - |@n(2)| (per Qu()=+0), la disuguaglianza (22.7)
valevole per |z| =7, e la disuguaglianza (24.2) valevole per |z|<T,, ci forniscono

(24.4) | Pu(z)| =exp 3 _ (0— e 0(1)) AHH Jog H% . per 2| =T,

valevole per |z|=T,, poiche P,(z) & intera.
Le (24.3) e (24.4) introdotte nella (24.1) ci danno (essendo 9> f;g, vedi (16.2))

(24 5) G)| \exp% £- %;Lf"-” AH 7 Tog H%, per |z| STy,

25. - Questa disuguaglianza fornisce una maggiorazione di |G(z)|; ma a noi
serve una maggiorazione di |G®(?)| colla quale si possa contraddire la disugua-
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glianza (III) del n.c 12, onde poter concludere G*)}(£) = ky(Z). Per maggiorare |G¢)(¢) |
applichiamo la formula di CAUCHY:

GO(t)—
(8=0,1,.., 8§—1; ¢=0,1,.., Tor,—1).

s! [ G(x)dz |
2‘;{] G— i (2]=Tu);

Essendo s!<8!< 85, |[z—¢|=1, e valendo (24.5), abbiamo :

{GO(t)|=exp 3 — &—VTZ—O—(Q AHet# log H+ Slog S+1og Toys f -

PN

Nella somma entro la parentesi {{ il primo termine & preponderante poiche

(Vedl (223)) S log S:O(AHa—I-/H'nY log H),

log T4 = log (H oty Jogs H) = O(log H)=o0(AH*"log H) =
=o(AH>tf+mr log H).
Si eonclude

(25.1) |GO(E)| < exp 3 - /i,—_%z)g) AH« 0 log H,
(s=0, 1,y S—1; £=0,1,.., Tpy —1).

Andiamo adesso a precisare la (III) col porre in essa T=T,,,; dobbiamo
eseguire un calcolo perfettamente analogo a quello svolto al n.° 19, col tenere

+
conto, per quello che riguarda il termine Slog 4 del caleolo eseguito al n.° 18.
Poiché y=0 e yp— + >, verifichiamo subito che tutti i termini
._I.
(9—1)logN, (9—1)logC,  Slog(|A|Ls?),
+
log N, log C, Slog A4, log 8
sono o(AHw+6+nrlog H), e d altronde

+ B~7 1oot ¢ H
]‘“+‘ lOg (IuMg—i) < Ha+(1z+1)y lOgE Ho (‘iug;j) =O(AHa+ﬂ+ny lOg H)1

log 6 < — A HetF+7 log H, (9>0),
AT, = AH o+ loge H=o(A Hotb+n7)=o(A H TP+ log H).
Poiche >0 e 0=n=y, la (III) assume la forma
|G¥)(t)| = exp § o(A Ha+#+nr log H)}—exp §— (9 +o0(1))AH /7 log H} =

=(14o0(1)) exp fo(AHot#tm]log H)} =
Zexp {o(AH i+ log H)Y, 0=n=y).

Dal Lemma 3° (n.° 12) otteniamo: Per ogni coppia (s, {) di interi s e ¢
con 0=s=8—-1¢e 0=¢({=T,,—1, si ha G®(¢)=Ah,(¢), oppure

(25.2) |GO)(t) | = exp {o(A H++mr Jog H)J.
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La (25.2) non pud valere perché contraddice la (25.1), dunque
GO(E) =hs(2), (s=0,1,..,5—1; {=0,1,.., T, ,—1);

e siamo passati dal sistema di yguaglianze (21.1) al successivo (21.2).
Poiché per n=0 il sistema & vero, esso risulta vero per n=0, 1,.., »; in
particolare abbiamo
S G@¥(t) =h(?), per s=0,1,.., 5—1; {=0,1,..,7,—1

| 5= [i AHPlog“H|,  T,—[H"r"log' H].

26. - Dopo avere fatti » passi avanzando la 7, da 7, a 7,, procediamo a fare
I ultimo passo avanzando la S. Intanto la (28.1) per n—v» ci da

o(1
(26.1) s l F,,,(Z)| gexp % —_ ’iﬁi—zve_yi.o.QAHa"—ﬂ‘f“'V log H y

| per | 2| < Z,= Hetttn,
Cerchiamo di maggiorare |G(z)| per |z|<Z*= Heat+ft—? Essendo

atry<a+ptrvy—id<a+p+ry,
e quindi anche
T, = Hotloge H=0(Z*), VARG

si pud supporre r=r", dove r” & tale che per »=7" sia T,=7Z*<Z,. Allora
nel cerchio |z|=Z* valgono tutte le disuguaglianze (ottenute con procedimento
perfettamente analogo a quello seguito al n.° 24)

Max |Q,(2)|=exp { ST, log (Z*+ T){=

i<z’
? éexp3a+ﬂ+vy—z9+o(1>AHa+ﬁ+,.ylog H%
40 )
| F2) Q@) = exp | — " 12D g pretitn tog H|, per |2|=2*;
| P(2)

- |@u(2)| =exp 3 _(ﬂ+ ot V7+°A(L>_a+ﬂt”7_—""_+£(_1))AHa+ﬂ+w 1°gH€ ,

Xz 10 io

per T,=|z|=Z* da cui
— ﬂ — 3 £
| P.(2)| =exp % — (19 — +o(1))AH"+ﬂ+”Y log H{ , per |z|=Z*
Introdotte queste disuguaglianze nella (24.1), in cui si faccia n=w, col tenere

conto che & 0<f<4p¥, per cui anche 0<4%< 0—’3—;;£, si conclude

(262) |G(2)|=exp ; — 19—4;5-(}2 AH~tB+7 log H { , per |z|=Z*=Hetftro,
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27. - Applicando la formula di CAUCHY:

" G(2)dz

G0)= 2L /

27t ,

([ z 1 — H'a—l—ﬂ—i—l"/—ﬂ)’
valutiamo |G®(0)| per n=0, 1,..., N—1. Otteniamo dalla (26.2)

G"”(O) =exp 3 nlog n— 'z%{l——) A H*t6+7 log H—nlog HotF+n—? ﬁ =
=exp 3 n log (nH~(wtp+r—2) ﬂ—*—t : W g getstn log H % =
=exp % Nlog (NH—(atftrr—9) — '?%s(—l) AHtF v log H % .
Essendo per (8.10)

_{A
N IOg (NH—(u—I—/)'-l-v)'—'l'))) = gA H log (NH_(“_H?_}_W“ 0)) =
< AHo(Ht#+7r—*log H)=o0(AH 7 log H),

si perviene in definitiva a
(27.1) |G)(0) | < exp 3 — ’-’%é’il) AHw+H+m log H§ . (=0, 1,.., N—1).

Applichiamo il Lemma 3° (n.° 12) al caso 0 =s=n=N—1, {=0; dalla (12.2)
ricaviamo :

(272) |G(0)| = exp {—(g—1) log N—(g—1) log O—Nlog (4] Lo~} —
—exp §log d+log N+ log O+N18Lg A4 +log V3.
Come abbiamo veduto al n.° 25, i termini
(9—1logN, (9—1)logC, loghN, logC
sono tutti o(4Ho+HFtrlog H), mentre per (8.9) e (8.11) &
N lg—g (|A|L9)y=gAH l:g (|A| L) =0(4 Hoti+r log H),
log 6+ N ljg A< —9AH«H+7 log H,
e dalla (27.2) si ricava:

(@7.3)  G(0)=exp {o(AHe++7 log H)}—
—exp {— (9 +o0(1)) A Hot+i+7 log HY = exp fo(A H*tF7 log H)J.

E questa & incompatibile con la (27.1). Il Lemma 3° ci dice dunque che

(27.4) G (0) =,(0), per n=0, 1,.., N—1.
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Per queste uguaglianze e per le (9.3), gl’interi razionali ¢, ¢,,...., ¢y, non tutti
nulli e scelti in base al Lemma 2¢ (n.° 11), soddisfano al sistema di N equazioni
lineari e omogenee

N
M eiwi=0, (s=0,1,.., N—1),
(=1

il cui determinante & il determinante delle differenze degli N numeri distinti
®i, W3,y ©y € quindi non & nullo. Questo & assurdo, e il Lemma fondamen-
tale risulta dimostrato.

Dimostrazione del Teorema 1.

28, - Si tratta di provare il Teorema I come conseguenza del Lemma fonda-
mentale.

Cominciamo con la seguente ovvia osservazione: Non si altera la generalita
del teorema quando alla condizione ¢) si sostituisce la seguente, solo apparente-
mente pilt restrittiva:

1

/ 6
- 1
9% 19- 10g (ey, Y,)J¢ log { g log (ey, ¥7)} —o(log 5 )
[

-

¢) < gk §grlog (ex.X,)}° log { ¢, log (ex. X))}~ ( )
1
%

~ grig:log (ey, Y;){% log t g; log (eerf)%=o(log a*)

Questo dipende dal fatto che in a) figura la condizione p+o<1 (aperta, e
non p+o=1). Nel caso che queste relazioni limite non valessero, pur valendo
quelle in ¢), si potrebbe sostituire alla terna (g, ¢, 6) un’altra (g’, ¢’, ') (coll’aumen-
tare di abbastanza poco i tre numeri) in guisa da avere ancora

0<o' <o+ <1, 9'>1+;c

e anche
’ ’ 6_ 6 6_ 0
e >0 g >0 6'>0, E)>E" B>;’y
e risulterebbe 6,’ <0,
6, = i < Lﬂ - =6,.

O —Fk—1 kO —Fk—1

Poiche per u,=1, 0<a’'<a, >+ > risulta wy log u,= O(uy), le tre limita-
zioni in ¢’) sono evidenti.
Dunque nel seguito supporremo soddisfatte le a), b), ¢’) anziche le a), b), ¢).
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Scegliamo una funzione H,= H(r) in guisa da avere

1
g H,—~+c, ¢Hlog H.—o0 (log ai)

(28.1) 1 LS 6
? tg-log ey, Tl 0, {g.log (e.var)go_vo' {griogey, 1:4% o

H. H, H,

Questo & sempre possibile per le ¢); infatti se, ad esempio, denotiamo per un
momento con Z, il massimo dei tre numeri che figurano al numeratore di queste
tre ultime frazicni risulta per le ¢’)

1

Giallog Zy—s log 5 (e - +0, 8~ +0)

1
e si pud assumere H,—Z,, %; essendo Z,=1 segue H, -+ o, e si riconosce
subito che vale anche la seconda delle (28.1):

1 11 S U

gEH] log H,=s, *g%2] log Z,+ 55 log - g5 = o|log 5.

Poniamo ¢+ o0+ y=1 e, per riferirei al Lemma fondamentale,

=g, B=o+7, (a'ﬁﬁzl)

Per le (28.1) e le (1.1) abbiamo
9

(282) grlog (eyrY,)=o(H), g.log (ezX,)—o(HL "), g3 log (ey.¥,)—o(H;),
6

(283) g,—o(Hy),  gr—o(H"),  g:=o(H;"), logg.=O0(log H,).

29, - Per dimostrare il Teorema I partiremo dall’ipotesi che i 4 numeri &y
&7, E™ siano tutti algebrici e giungeremo al verificarsi simultaneo di tutte le
circostanze del Lemma fondamentale (n.c 8).

Denotiamo: con g, il grado di un corpo algebrico K, contenente questi £ nu-

. .1 - . - . 1 -t- 1 1 7]1 7’? ’]/4 - 1-
meri, con z, il minimo intero razionale positivo pel quale z,£", 2,&™,..., z,&"* risu
tano algebrici interi,

X,=Max (| &), |&"],..., |E7%)).
Associamo all’intero » (r=1,2, 3,...) le due N,-uple

5 (@7, @Pyy @F), (@) Why 1), (N=N,)
? W = (@11, + Qa2+ F e + A, -+ b) log &,
o = (@ + @eyp + ... +apny) log £4 b log &,

(29.1)
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essendo (@, (a,..., ar, b) tutte le k4 1-uple distinte di razionali interi che soddi-
sfano alle limitazioni

(29.2) O0=a;=B,, (=1,2.,,k); 0=b=08,,

B, un numero positivo che definiremo tra breve, e convenendo di scegliere per log &,
la determinazione in guisa da avere log &,.—~log & per r— -+ .
Andiamo a caleolare i numeri (%)

Ny, ey iy Gfy Aw H, 8/ L., M,

che entrano nell’ enunciato del lemma (n.° 8).
Risulta
(29.3) Ny=[B,+ 1]

Supposto (per »=r,, con 7, conveniente questo si verifica) che sia

|log &,|<2|log &|

risulta

[T <(k+2)[log £| By, |0V <(k+2)[log £| By,
quindi
(29.4) [log &|[B]=A4,<(k+2)|log &| B,.

Come subito si riconosce,.si pud assumere

Y KB, 1B,
oo,

(29.5) dp= ﬁg‘g ) Hr=1T,

(r)
Tutti gli interi i,0{", u.e* (i=1,2,.., N,) appartengono a un corpo alge-
brico pel cui grado ¢,/ risulta g,=g¢g,/=g.¢,, € si pud assumere

(29.6) 9/ =99,  (1=g/=g).

I numeri coniugati a A0}’ si ottengono tutti (eventualmente con ripetizioni)
sostituendo a #y,,, %2,y Mk,» 1 loro coniugati in tutti i modi possibili; consi-

derazione analoga vale per ,ure""; risulta dunque
L= [BAGRY, 41, M= (@0 Xo) PNz, X,) P
Si arriva cosi alle due disuguaglianze

k41 e.
(29.7) L.= ITOZ?I ¥, Y, B,, M, = (2o XO)IB,( 2, XT)B,..

Se al numero H, definito al n.° 28 vogliamo dare lo stesso significato che

(®) Fer evitare ambiguita gli elementi g, e 6, del Lemma vengono qui indicati con g.' ed.
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al numero H del Lemma fondamentale, occorre e basta scegliere B, in guisa che
risulti N,=g,’4,H,; cioé per le (29.3), (29.6), (29.4) abbiamo

g0 |log &g BNH, = [B,+11F" =g, (k+2) } log 5! - ¢.B.H,,
da cui
(29.8) Bi=gy/(k+2)|log £| - g, H,=< (k+2) - Bit O(B:).

Poicheé H.— + >, e per (28.3)
log (9, H,) = O(log H,),
da (29.8) e (29.4) ricaviamo

(29.9) A~ + o, B+ x, 4,=0(By), B,=0(4,),
1 1
(29.10) A,—O(EHP),  log B,— O(log H,).

I numeri o, o)., o (N=N,) dati dalle (29.1) sono distinti, almeno
per 7 =7’ (con 7’ conveniente): infatti i numeri 1, %y, 7x,» Sono linearmente
indipendenti fino alla quota 4,, e A, soddisfa alla b) (n.° 1); d’altronde, pel modo
come abbiamo scelto B, (vedi (29.9) e (29.10)) e per la seconda delle (28.1) &

11 1 1

B,=O(giHf),  H.—o(g, * (l"g )5)
e risulta

1
Qe =

Br=o(gr ’10g )E‘=o(/1,.).

30. - Non ci rimane che valutare J,: per questo osserviamo (vedi (29.1))

™ — o ={a; (g —y1,) + v + (. —nk,r)} log &+ b(log &,—log &),

da cui

(30.1) |1 — ™ | = B(k|log &| - 6,4 |log & —log &).
Essendo

(30.2) log &, —log é=(log | &,|—log | &]) + i(arg & —arg &)

e inoltre |&,| —~

&0, arg &.— arg &, ricaviamo
, arg g

log lsrl—loglé}=log|'§’ } —log 1— ig"§||—§—|)=—(1+0(1)) w‘-ﬂ;—”‘s—'

e poiche 115 | '*ll<ys_§,| si trae una prima conclusione

(30.3) [log |, —log | £]| = (1+0(1)) 1“5
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analogamente

|E—& | = |&| - |sen (arg E—arg &,)|=]| & - argé ;‘"g & (a,.g;,;'arg &) T+ | =

=|&](1+0(1)) |arg é—arg &,

e si trae una seconda conclusione

(304) |arg & —arg &|=(1+0(1)) iil‘;fr'.

Per le (30.3) e (30.4), dalla (30.2) si ricava:

V2+o(1) g |= _EET(}_)&“

|log &, —log &|=

e introdotta questa in (30.1):

|0 — 0| = =) Bs,

[€]

da cui in definitiva
(30.5) 0," = O(B,0,).

31. - Ci rimane soltanto da far vedere che in base alla scelta dei numeri

1
60— —~=
! k

=0, p=o+y, y=1--0—0 e=0, V= Ty 19:5

(tutti positivi, salvo ¢ che & nullo) tutte le relazioni (8.1),.., (8.11) del lemma
sono verificate.

Le (8.1) sono evidenti. Per verificare le altre ricorriamo alle relazioni stabi-
lite in questi ultimi numeri; e precisamente alle (28.1), (28.2), (29.5), (29.6),
(29.7), (29.9), (29.10) e (30.5). Ricaviamo in modo ovvio

H,—~+o, Hflog H,—~+~, AHlog™ H,—+

+ +
log 4,=log { (k+2)|log &|+ B,}=0O(1) +log B,= O(log H,)=o0(H; log*** H,),
g+'log Ny =g0'g, log ([B-+1]"*) = O(g, log B;)= O(g, log H,)=o0(H; log H,)=

—o(4,H log H,),
+ i + . (k1 g9,/—1 oF (e
log (|4, 1% ™) = log [lo‘?’ggmlogslerB,.) %ggr log § 1ot-4 4, Yo B, { =

= O(gr) + O(gr log By) + O(g; log (ey,Y,)) =
=0 (Ha) + o(H; log H,) +o(H;)=o(H, log'* H,),

* - ¢ [
tog (|| M) Slog (xoB' oFr (@ Xo) Pr(e, X) P ) =

=g’ log ¢ (@ X) B+ (2,X,) B }=O(g+B;) + O(g9,B; log (ez,X,))==
—o(B,H ")+ o(B,H! ") = o(4,H{ " log'™ H,),
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’ + g,/ =1\ _~ +
g9/ log (|4-| L¥r ") = g, log

yr (k+1 9. 1)
o7 [lag B | =
—~ ’ k 1 2
< g, log o Y YoB,| = O(g3 log B) + O(g} log(ey, Y,)) —
(7] [}

— o(H log H,)+ o(HP) = o(H " 1og H,)

(poiché 0%:@:—;—_——14—6 1—~—vy a+ B+vy— 1)

"o —(atptrr— ) / ket
g9/ log (N H, ) =0(1) + g, log § (B, +1)***}= O(g,log B;) = O(g.log H,)
0
—o(H log H,)=o(H ™" " log H,),

+ + +
N,log A,=[B,+ 1] log 4,=g, (k+2)] log &| - 9.B.H, log A,=
1,06

1+4
— O(g»B,H, log 4,)— O(gs ¥ H. *log H,)— o(g';H1+ 50 log H,)—

11 4 1
—o(g*H? (9+1+" ) log H,)=o0(g9*H{ log Hr)=o(log 6_)’

o—L 23
A H P log H,— A,H, *log H,= O(g*H{ log H,)=o0 (log })

Essendo per la (30.5)

10g3~—0(10g6 ) ()(logB +log6 ) O(logH -Hog(3 ) O(log6,>,

si conclude + .
B4, H; P log H,+ N, log 4,=0 (‘Og Zs_'),

e risulta soddisfatta anche la (8.11).

11 verificarsi simultaneo di tutte le circostanze del Lemma, ci dice essere as-
surdo il supporre che tutti i £ numeri &M, £,..., £ siano algebriei.

Il Teorema I risulta cosi dimostrato.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 25
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