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KONFORME FELDTHEORIE II; R UND SPINRAUM

von JAN ARNOLDUS SCHOUTEN und JOHANNES HAANTJES (Delft).

Zusammenfassung.

Ist 1Rs’ die 15-gliedrige und oo*5 Transformationen enthaltende Gruppe der
reellen Drehungen in einer R; mit beliebiger Signatur, die sich innerhalb der
Gruppe stetig in die identische Transformation iiberfithren lassen, und ist #, die
15-gliedrige und o003’ Transformationen enthaltende Gruppe der unimodularen
komplexen linearen homogenen Transformationen in einer E, (Gruppe der Spin-
vektoren), so lautet das Problem: diejenige Untergruppe H,” von #, zu bestimmen,
die mit IR¢’ meroedrisch (2.1) isomorph ist (*). Es zeigt sich, dass fiir geraden
bzw. ungeraden Index von R;, .’ diejenige Untergruppe von E, ist, die eine her-
mitisch symmetrische Grosse w;, bzw. eine hermitisch umkehrbaren Grosse 24 2
invariant lisst. Durch Spezialisierung lassen sich dhnliche Sétze fiir B; und R,
ableiten. Im letzten Abschnitt wird auf die Konsequenzen fiir die Physik hinge-
wiesen.

Einleitung.

Wir betrachten eine E, (*) mit den kartesischen Koordinaten X4 (4.,
G=1,., 4), die der Gruppe aller reellen und komplexen linearen Transformationen
unterworfen sind. Diese Gruppe ist 20-gliedrig und enthiilt co4® Transformationen.
Die 4 Bestimmungszahlen der kontravarianten Vektoren dieser E, unterliegen der
Gruppe aller linearen homogenen Transformationen, die 16-gliedrig ist und co3?

(*) Wir verdanken Herrn W. v. d. WoUDE, dessen Arbeit unmittelbar vor dieser abge-
druckt ist, die Idee, die beiden Scharen von E; zur Bestimmung der isomorphen Gruppe
heranzuziehen. Unsere Behandlung ist von der seinigen unabhingig und weicht wesentlich
davon ab. Schon die Formulierung des Problems ist eine andere, da wir fiir physikalische
Anwendungen nicht einen 3- bzw. 5-dimensionalen projektiven Raum brauchen sondern den
vierdimensionalen Spinraum und eine R;. Sodann gehen wir von den infinitesimalen statt
von den endlichen Transformationen aus und wihlen die Beziehung zwischen dem Spin-
vektor v* und der korrespondierenden Bivektordichte e ganz allgemein um eine von
jedem Bezugssystem freie Gleichung fiir die invarianten hermitischen Grdssen -, bzw. ‘QL?T?
aufstellen und die Beziehungen der x” ;p zu den Diracschen «* ableiten zu koénnen.

(!) Eine E, ist ein n-dimensionaler Raum mit einer gewohnlichen affinen Geometrie.
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Transformationen enthiilt. Die Bestimmungszahlen der kontravarianten Vektor-
dichten vom Gewicht + !/, unterliegen der Gruppe #, aller unimodularen linearen
homogenen Transformationen, die 15-gliedrig ist und co®® Transformationen enthlt.
Die 6 Bestimmungszahlen der kontravarianten Bivektordichten vom Gewicht !/,
unterliegen einer Gruppe R, die mit der letzt genannten isomorph ist und zwar
in dem Sinne, dass zwei Transformationen der Gruppe in 4 Variablen, die sich nur
durch das Vorzeichen unterscheiden, einer einzigen Transformation der Gruppe in
6 Variablen entsprechen. In der E, betrachten wir nur Affinordichten mit einem
Gewicht, das gleich !/, mal der Differenz zwischen kontra- und kovarianter Valenz
ist. Diese Affinoren, die sich alle mit der Transformationsdeterminante +1 trans-
formieren, nennen wir Spinoren, insbesondere auch Spinvektoren u.s. w., und
die E, Spinraum. .

Die kontravarianten Spinbivektoren bilden eine E. In dieser K ist der Spin-
quadrivektor, definiert durch die fiir alle Bezugssysteme giiltige Gleichung

) g9 =3,

ein Tensor von Range 6. Seine Umkehrung ist
1

2 G1234= 735
da
3 948c09°PFF=aiip),

wo o der Einheitsspinor ist. Wird dieser Tensor als Fundamentaltensor einge-
fiihrt, so wird die ;s zu einer R; (%). g4%°? und g4pcp konnen verwendet werden
zum Herauf- und Herunterziehen von zwei alternierenden Indizes zugleicherzett.
Offenbar sind die Determinanten der Matrizen der Bivektoren p4p und p4¥F gleich.
Die 15-gliedrige Gruppe ist dann die Gruppe 1R, aller o03° reellen und kom-
plexen Drehungen (d. s. orthogonale Transformationen mit Determinante 4 1) in
dieser R;. Da komplexe Koordinatentransformationen zugelassen sind, hat es noch
keinen Sinn von der Signatur des Fundamentaltensors zu sprechen. In der R,
fiihren wir jetzt beliebige nicht notwendig orthogonale kartesische Koordinaten z*
(%yeey T=1,...., 6) ein. Die neuen Bestimmungszahlen v* einer Bivektordichte sind
dann irgendwelche lineare homogene Funktionen der alten »45:

1
(4) VH = 3 past AB?)AB.
Fiir den Fundamentaltensor gilt dann

1 1
(5) 9= 1% 481" cpg PP =7 1 apyME.

() Eine R, ist eine E, mit einer kriimmungslosen metrischen Geometrie.
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Aus dieser Gleichung folgt aber

1
(6) 1% ep=7 1" a8 2i “Bx% cp,
woraus hervorgeht dass
(7 1 482 co=4a{op).

Die Umkehrung von (4) lautet also
®) pAB — % 2. 4By,

Die Gleichung (5) ldsst sich auch schreiben

3 3

— % 24P ep+ % 1¥Box™ ap+ % 2%cax?pp.
Uberschiebung mit gFBCD erzeugt
(10) 1 apyPPB=graf.
Jeder Vektor v* in R; hat eine Norm, definiert durch die Gleichung
(11) Vg, =v4ByCPg 4 pep.

Wir wihlen jetzt 6 gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren, d. s. Vektoren mit
Norm =+ 1. In bezug auf das durch diese Einheitsvektoren bestimmte orthogonale
Koordinatensystem verschwinden alle Bestimmungszahlen von ¢;, und g** mit
ungleichen Indizes und die anderen haben einen Wert 1+ 1. Die Gruppe der in
bezug auf dieses Koordinatensystem reellen Drehungen, die sich innerhalb der
Gruppe stetig in die identische Transformation iiberfithren lassen, bilden eine
15-gliedrige Untergruppe 1R:’ von 1R;, die co*® Transformationen enthilt. Es gibt
fiir jeden Index 7=+ 6 reelle Transformationen mit Determinante +1 in 1R, die
nicht in IR’ enthalten sind (3). Ist der Index 1 oder 5 (im allgemeinen 1 oder z —1),
so sind die reellen Transformationen von 1R, die in 1R’ enthalten sind, bekanntlich
gerade diejenigen, welche die beiden inneren Teile des Nullkegels nicht vertauschen.
Bei der Gruppe R, ist die Signatur von g,,, wie sie auch gewihlt sein mag,
invariant. Das Problem ist die Untergruppe #,’ von #, zu bestimmen, die dieser
Untergruppe IR’ entspricht. Die Losung dieses Problems riibrt fiir den Index
(=Anzahl der + -Zeichen) 6, 4 und 3 von CARTAN (*) her. Wir geben hier eine
elementare ohne gruppentheoretische Vorkenntnisse verstiindliche Ableitung, die
auch den Fall umfasst, wo der Index gleich 5 ist.

() Wir verdanken diese Bemerkung Herrn B. L. vAN DER WAERDEN.
(*) E. CARTAN: Les groupes simples, finis et continus, Ann. de 1’école norm. sup., 31
(1914), S. 263-355, S. 354.
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Vorbereitende Betrachtungen.

Ausgangspunkt ist ein geometrisches Theorem. Bekanntlich liegen auf dem
Nullkegel in einer R,, zwei verschiedene Scharen von E,. Das Theorem ist nun
folgendes :

Eine E, der einen Schaar ist fiir geraden Index komplex konjugiert
2u etner Ey der anderen Schaar, fiir ungeraden Indexr dagegen zu einer E,
derselben Schaar.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. Man bringt eine Tangential-
hyperebene an und beweist, dass das Theorem fiir p=g¢q gilt, wenn es fiir p=¢—1
gilt. Fiir p=1 ist es aber trivial.

Es seien z4p die Spinbivektor-koordinaten eines Vektors der R;. Jedes der
beiden Gleichungssysteme

(12) viz4p=0, wprP4=0,

wo vy und w? irgendwelche fest gewiihlte Spinvektoren sind, besteht aus 4
Gleichungen, von denen grade 38 linear unabhiingig sind. Jedes System bestimmt
also eine E; und da aus jedem der Systeme hervorgeht, dass

(13) z148%cp)=0,

liegen beide £; auf dem Nullkegel. In nicht notwendig orthogonalen kartesischen
Koordinaten der R, lauten die Gleichungen

(14) - vy, 4p2%=0, wpy, BAr=0.

Man beweist leicht, dass die beiden Ej; zu verschiedenen Scharen gehdren, dass
sie stets einen Punkt (z*=0) gemeinsam haben niemals nur eine E,, und dann

1
und nur dann eine E,, wenn v4w, =0 ist, und dass zwei aus ¥4 und »4 bzw. w?
1 2

. v
und wp abgeleitete ¥;, die nicht zusammenfallen, die Gerade des Vektors mit den

1 2
Spinbivektorkoordinaten v4v®l bzw. w4 wp gemeinsam haben.
1 2

In der F, fithren wir nun neben den gewd6hnlichen Grossen auch Grossen
zwetter Galtung ein, die in bezug auf die komplexkonjugierten Koordinaten-
transformationen definiert sind und gestrichene Indizes bekommen (%). Zu jedem
Spinvektor erster Gattung v4, wp gehdrt dann ein Spinvektor zweiter Gattung
mit den komplexkonjugierten Bestimmungszahlen, den wir mit 74, wy bezeichnen.
Allgemeiner gehort zu jedem Spinor erster Gattung, z. B. P4 3¢ ein Spinor zweiter

(®) J. A. ScHOUTEN und D. VAN DaNTz1G: Uber die Differentialgeometrie einer hermi-
teschen Differentialform und ihre Bezichungen zu den Feldgleichungen der Physik, Proc.
Kon. Akad. Amsterdam, 32 (1929), 60-64.



J. A. SCHOUTEN-J. HAANTJES: Konforme Feldtheorie II 179

Gattung PA . Daneben gibt es hermitesche Spinoren, die beide Arten von In-
dizes tragen, z. B. Q‘f . Sein komplexkonjugierter sei mit Q po Pezeichnet.
Hermitisch symmetm’sck bzw. alternierend heisst eine hermitesche Grosse Rz,
wenn _ —

(15) B,z=+Rg, bzw. R,z=—Rg, .
Hermitisch positiv bzw. negativ umkehrbar heisst eine hermitesche Grosse S{‘E
vom Range 7, wenn 1 o

(16) S4p =1 84p.

Durch Multiplikation mit V——T geht eine hermitisch symmetrische Grosse in eine
hermitisch alternierende iiber und umgekehrt. Ein hermitisch 4+ oder — um-
kehrbare Grosse bleibt + bzw. — umkehrbar bei Multiplikation mit eie.

In der R, beziehen wir uns von jetzt an nur auf die oben gewihlten ortho-
gonalen Koordinaten und lassen nur 7reelle Koordinatentransformationen zu. Die
Indizes in bezug auf dieses System seien mit p,.., w bezeichnet, sie durchlaufen
die Werte 0,..., 5. Dieses Koordinatensystem sei mit (p) bezeichnet. In der R;
gibt es also keinen Unterschied zwischen Grossen erster und zweiter Gattung.
Aus der Gleichung (10), geschrieben in bezug auf (p):

(17) %(?’ABXQ)EB ngQag

folgt, dass die Matrizen der Bivektoren y() . und y»4F die Determinante + 1
haben (%).

Der Fall des ungeraden Index.

Nehmen wir zuerst an, der Index von g,, sei ungerade. Sodann muss wegen
des obengenannten Theorems
(18) 4y Z—x”—O

gleichwertig sein mit einer Gleichung von der Form
19) wiypap2?=0
und es existiert infolgedessen () eine bei H,’ invariante Grosse Q4 3, sodass stets

(20) wAZpAB'QF 6=5 _x-pza.

©) XpBe steht fiir die 6 Spinoren Xoper Lsper Dieser Prozess heisst abdrosseln des
Index p und wird durch einklammern des abgedrosselten Index angegeben.

(") Dies ist noch nicht unmittelbar evident. Gehdoren aber vd und w? zu konjugiert
komplexen Ej; und ist das gleiche der Fall bei pp und g¢p, so sind wd und gp rationale
Funktionen der 74 bzw. pB Die Zuordnung von wi z2u v4 und qB zu pp ist also ein-
eindeutig und anti-analytisch. Ausserdem lisst sie die Gleichung v p 4 invariant. Eine ein-
eindeutige anti-analytische Zuordnung der Punkte und Ebenen eines projektiven dreidimen-
sionalen Raumes, die die Inzidenzrelation invariant ldsst, ist aber eine Antikollineation und
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Durch Uberschiebung mit #€ folgt

(1) wy, 4528 59°=0
oder )
(22) Q4 0B = cwd.
Substitution in (20) ergibt:

1 _
(23) e 2029 8 hpon=2pi5
oder 1 _ —1_
(24) . ZchQ Ci= Xpox Q%%

welche Gleichung als Definitionsgleichung von £4 aufgefasst werden kann,
die 4 bei festgewihltem ¢ bis auf das Vorzeichen festlegt. Aus (23) folgt:

-1 -1

(25) 557‘.’;!5".’,;759 co=72* 75
und daraus geht hervor, dass
—1

(26) Q¢ Z=y§¢_' i’ y?=c¢c¢=positiv reell.

Bekommt ¢ einen Faktor ge*, so bekommt Q4 3 einen Faktor + ei Yo und »*
demzufolge einen Faktor o. Es ist also stets moglich ¢ so zu wihlen, das Q€ ;
hermitisch umkehrbar wird _1
27) Q0 =10°

¢ ist dann nur noch bis auf einen Faktor ¢?? bestimmt. Da die Determinante der
Matrix von Q€ ; infolge (27) von der Form ¢* ist, kann man diesen Faktor stets
so wihlen, dass diese Determinante gleich +1 wird. Wir wollen voraussetzen,
dass Q4 in dieser Weise festgelegt ist. Aus (23) ergibt sich dann

1 —

und daraus geht hervor, da die Determinante von X(pyaB gleich +1 ist, dass
(29) c=1,

und LB 48244 also infolge (24) und (27) hermitisch symmetrisch oder alter-
nierend ist.

Die Gruppe B, lisst 4 3 invariant, d. h,, ist 745 eine Transformation von #,"
so ist —1
(30) T46Q0 ;TP =04 .

daraus folgen die Existenz und die Invarianz von Q‘?E. Wir verdanken diese erginzende
Bemerkung Herrn B. L. v. d. WAERDEN.
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Dies sind scheinbar 32 Gleichungen fiir 74z, in Wirklichkeit aber nur 16, da
die komplexkonjugierte von (30) mit (30) identisch ist. Die Gruppe #,’ ist also
durch die Bedingung der Invarianz von £43 und die Forderung, dass die Deter-
minante der Matrix jeder Transformation gleich +1 sein soll, vollstindig fest-
gelegt. Ist as+ ,3“.1 At eine infinitesimale Transformation von #,/, so folgt aus (30)

(81) pA ¢ Q05— QA BC-=0.
Nun ist infolge (24)

S —1_ —1_ _
(B2)  wpPrame ) 5— 24 G Pty pr=1r" P2 552 B+ 20 0 01 X 55— O-

Schreiben wir also
(33) ap ¢ 4 =2(p*2q1cB,

so bilden die 15 Spinoren a(,y4% s, von denen man leicht beweist, dass sie linear
unabhiingig sind, gerade 15 unabhingige infinitesimale Transformationen, die 24 I
invariant lassen.

Wir haben also den Satz erhalten:

Fiir ungeraden Indexr in R; ist die Gruppe B, im Spinraum, die mit
der Gruppe der reellen von der Identitit aus stetig erreichbaren Drehungen
in Rs korrespondiert, die Gruppe, die eine bis auf das Vorzeichen be-
stimmte hermitisch wmkehrbare Griosse Q45 imvariant lisst. Die allge-
meine infinitesimale Transformation von B, hat die Form:

(34) T4 g = o+ friyi,ACyq0m di.

Bekanntlich fehlt bis jetzt in der Algebra eine Klassifizierung der Grossen der
Form P45, Fir £43 lisst sich aber leicht eine Normalform ableiten. Fiir den
Index 3 in R, lisst sich bekanntlich im Spinraum ein Koordinatensystem finden,
so dass #l,’ gerade aus allen in bezug auf dieses System reellen linearen homo-
genen Transformationen mit Determinante +1 besteht. (Cayley-Kleinsche XKor-
respondenz). In bezug auf dieses Koordinatensystem ist also

(35) Q4 268 (),

sodass sich die Matrix von Q43 auf die Diagonalform mit lauter Zahlen +1
bringen ldsst.

Fiir den Index 5 kann man zeigen, dass sich u. a. eine Form mit +1, 41,
—1, —1 in der Nebendiagonale mit lauter Nullen an den anderen Stellen er-
reichen lisst.

() £ Dbedeutet, dass das Bestehen der Gleichheit nur behauptet wird in bezug auf die
Koordinatensysteme, die in der Gleichung selbst verwendet werden.
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Der Fall des geraden Index.

Es sei nun der Index von g,, gerade. In diesem Falle bestimmen die zwei
Gleichungen
(36) vy, 4577 =0, vy, 752" =0

zwei K, die verschiedenen Systemen angehoren. Es gibt also einen kovarianten
Spinvektor w4, sodass sich die Gleichung der zweiten £; auch schreiben lisst
(37) wy yp B2 =0.

Infolgedessen existiert eine Grosse wy,, so dass

(38) (DEAwaI;AB=?_)Apo§.

Uberschiebung mit 8 ergibt :

(39) VBog,wyys48=0.

Da aber die sechs Bivektoren y(,“? linear unabhiingig sind, ist diese Gleichung
gleichbedeutend mit ~

(40) w50 =cwp

wo ¢ eine beliebige Konstante ist. Sodann ergibt Substitution in (38)

(41) wg 4 2p Pz p= 1pis
oder =
(42) Dp4 Xp ABchpZEwBA,

welche Gleichung man als Definitionsgleichung von wy, auffassen kann, die wy,
bei fest gewiihltem ¢ bis auf das Vorzeichen festlegt. Sind nun ’»4 und ‘'wp zwei
andere einander zugeordnete Vektoren:

(48) "DBwg, —=c'wp

so ist diese Gleichung gleichbedeutend mit

(44) oA PA.

Wird (40) mit ‘v4 iiberschoben, so ergibt sich

(45) cvBw EA%:EA "‘ws=c"viwy.

Da aber 'v4w, gleichzeitig mit 74 'w; verschwindet, muss

o4 =€
(46) wg, 0% =yag
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sein, wo aﬁ; der Einheitsspinor zweiter Gattung ist, oder anders geschrieben
woraus folgt yy=1. Die zu (42) konjugierte Gleichung lautet

—1
(48) ® 7P A0=Cx? 4p 0 A,

Uberschiebt man diese Gleichung iiber die Indizes » und B mit (42), so folgt
unter Beriicksichtigung von (47)

(49) oy =c.

Bekommt nun ¢ in (41) einen Faktor ge*?, so bekommt wy, einen Faktor igljei‘f‘
und y also einen Faktor ¢*¢. Es ist also moglich ¢ so zu wihlen, dass wy, her-
mitisch symmetrisch wird
(50) Wip=Wp7

und gleichzeitig die Determinante der Matrix von wz, gleich +1 wird. wg, ist
dann bis auf das Vorzeichen bestimmt und aus (49) folgt c=1-1 (°). Wir wollen

—1
diese Wahl von wy, voraussetzen. Infolge (10) ist 1P pewC die. Umkehrung
von y(p4Cwg, und aus (42) geht hervor, dass

— -1
— —1_ 1 _ _ —_ . - AT
(51) x(?’)BcwCA =y PpowiC= — ;@ st 14—+ wgé%(p)CA

und jeder der 6 Spinoren y(;“Cwg, ist also hermitisch umkehrbar.

Die Gruppe B, lisst w 1B invariant, d. h. ist 743 eine Transformation von A,
so ist
(52) TC. TP ws=wzp.
Da die Matrix von wyz, die Determinante +1 hat, lasst sich w;, durch 15 reelle
Zahlen festlegen und es bleiben also co!5 Transformationen, sodass Z\,’ durch die
Forderung der Invarianz von g, vollstindig festgelegt ist. Ist a‘};+ B4 pdt eine
infinitesimale Transformation von #,, so folgt aus (52)

(53) BCrwgpt+ B poz,=0.
Nun ist
1, -1
(54) 71" xq]DA g+ 2p° xq]DBwAC cx[p\Cleq]DAw +cx[plEA1xq]DBwDE 0

wegen (42) und (50). Die 15 Spinoren, die man aus

(55) ap ¢4 B =114 2q08

(°) Es ist z. B. ¢= 41 fiir die Signatur + 4+ 4+ 4+ —— und ¢= —1 fiir die Sig-
natar — — — — 4 4.
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erhilt, indem man fiir p und ¢ die Zahlen 0, 1,...,, 5 einsetzt, bilden also 15 linear
unabhiingige infinitesimale Transformationen von Zl,”. Wir haben also den Satz
bewiesen : .

Fiir geraden Index in R, ist die Gruppe R, im Spinraum, die mit
der Gruppe der reellen von der Identitit aus stetig erreichbaren Drehungen
in Rs korrespondiert, die Gruppe, die einen bis auf das Vorzeichen be-
stimmten hermitisch symmetrischen Spinor wy, tnvariant lisst. Die all-
gemeine infinitesimale Transformationen von . hat die Form:

(56) T4p=ap+proyA g0 di.
Mann zeigt leicht, dass der Index von wy, 4 bzw. 2 ist, wenn der Index in R,
den Wert 6 bzw. 4 hat.
—1 _
Mit Hilfe von w4? und wg, lassen sich Indizes herauf- und herunterziehen,

—1
Gestrichene Indizes gehen dabei iiber in ungestrichene und umgekehrt. Statt w kann

dann o geschrieben werden. Die Gleichung (42) geht dann iiber in
(57) 1A=, 5 A= — Tt

und die Gleichung (10) lisst sich jetzt schreiben

(58) 214157985 —cgriaz.

Es ist bekanntlich bewiesen, dass es keine 6 vierreihigen Matrizen y? geben kann,

die die Gleichung
(59) 7 (Py? = gre

erfiillen. Jetzt hat sich aber gezeigt dass es dagegen 6 vierrethige Matrizen
gibt, die die Gleichung
(60) AT —egr,  e=+1

erfiillen. Die zugehorigen Grossen sind nicht mehr erster Gattung, sondern her-
mitisch. Durchlaufen die Indizes a,..., g die Werte O,..., 4 und schreiben wir

(61) a%4p =y 4503l —gss,
so folgt dass ,
(62) alagh) = gab,

Es sind dies die Grossen (Diracschen Zahlen) a% die in der projektiven Spin-
theorie auftreten.

R, und Spinraum.

Die Gruppe R, der reellen und von der Identitit aus stetig erreichbaren
Drehungen in R, ist 10-gliedrig und enthilt co!® Transformationen. Ohne Ein-
schriinkung der Allgemeinheit kann man die R; in R; durch den Ursprung
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senkrecht zum Einheitsvektor ¢» wihlen dessen einzige nichtverschwindende Be-
5

stimmungszahl 7,5~ 1 ist. IR;’ besteht dann aus den Transformationen von R’ die 7,1’

invariant lassen, und die Untergruppe 214 von A/, die mit IR’ korrespondlert
besteht also aus allen Transformationen von #,, die den Bivektor @Px 4B jnva-

riant lassen. Ist die Signatur in R, also gerade, so lidsst Eh einen Blvektor und
einen hermitisch symmetrischen Spinor wj, invariant, ist die Signatur dagegen
ungerade, so bleibt ein Bivektor und ein hermitisch umkehrbarer Spinor 04

5
invariant. In beiden Fillen legt diese Invarianz die Gruppe #l,” vollstindig fest.
Die zwei Fille sind nur scheinbar verschieden, da im ersten Falle y?4Cw .5 her-
mitisch umkehrbar, im zweiten Falle aber Q€ 4 XpBc hermitisch symmetrisch oder

5

alternierend ist. Die infinitesimalen Transformationen von #,” reduzieren sich auf

die, welche sich aus den 10 Spinoren y4%uicp; @ b=0,.., 4, ableiten lassen.
Wir haben also den Satz bewiesen :

Die Gruppe ﬁ/ tm Spinraum, die mit der Gruppe der reellen von
der Identitdt aus stetig erreichbaren Drehungen in Rs korrespondiert, ist,
ungeachtet der Signatur in Rs, stels die Gruppe, die einen Bivektor, einen
hermitisch symmetrischen und einen hermitisch umkehrbaren Spinor inva-
riant ldsst. Diese dret Grdssen sind bis auf das Vorzeichen bestimmdt,
irgend zwei derselben bestimmen die dritte bis auf das Vorzeichen (°).

5
Die allgemeine infinitesimale Transformation von R, hat bei geeigneter
Wahl des Bezugssystems die Form

(63) T4p —of+ Ay nendt. (a,6=0,1,2,3,4).

R, und Spinraum.

Die Gruppe 1R, der reellen von der Identitiit aus stetig erreichbaren Drehungen
in R, ist 6-gliedrig und enthilt co® Transformationen. Ohne Einschrinkung der

Allgemeinheit kann man die B, in R, durch den Ursprung senkrecht zu ¢ und
5

zu dem Einheitsvektor iP wihlen, dessen einzige nichtverschwindende Bestim-

mungszahl z“ 1ist. R/ besteht dann aus den Transformationen von 1R, die 7,1’

(1%) Bei CARTAN (l. c., 1914, S. 354) findet sich fiir den Index 4 und 5 die Zuriickfiihrung
auf die Gruppe, die einen Bivektor und w-, invariant ldsst. Fir den Index 3 gibt er die
Zuriickfithrung an auf die reelle Gruppe die einen reellen Bivektor invariant lisst. Be-
sehrinkung auf reelle Transformationen ist aber gleichbedeutend mit Invarianz eines geeignet

gewihlten hermitisch umkehrbaren Spinors (vgl. S. 181).
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4
und ¢P invariant lassen und die Untergruppe #,/, die mit 1R, korrespondiert,
5

besteht also aus allen Transformationen von H,, die die Bivektoren ¢?y,4%
0 4

und ¢Py,4% invariant lassen. Unabhingig von der Signatur kann man also #,/

5 .

festlegen durch zwei Bivektoren und einen hermitisch symmetrischen oder auch

(nach freier Wahl) einen hermitisch umkehrbaren Spinor. Die infinitesimalen

4
Transformationen von #,’ reduzieren sich auf die, welche sich aus den 6 Spinoren

(64) 1A% acm (hyt=1,2,38,4)
ableiten lassen.
Wir haben also den Satz bewiesen:

Die Gruppe ﬁ,’ in Spinraum, die mit der Gruppe der reellen von der
Identitit aus stetig erreichbaren Drehungen in R, korrespondiert, ist, un-
geachtet der Signatur in R,, stets die Gruppe, die zwei Bivektoren, einen
hermitisch symmetrischen und einen hermitisch wumkehrbaren Spinor inva-
riant lasst. Diese vier Grissen sind bis auf das Vorzeichen bestimmi, die
ersten zwet bestimmen mit der dritten (vierten) die vierte (dritte) bis auf

. 4
das Vorzeichen (‘). Die allgemeinste infinitesimale Transformation von B,
hat bei geeigneter Wahl des Bezugssystems die Form :

(65) T4p — o+ friyACyion di (r,1=1, 2,3, 4).

Die beiden invarianten Bivektoren liegen involutorisch und legen also zwei
Ebenen im Spinraum fest.

Konsequenzen fiir die Physik.

In der Physik fangen wir mit der lokalen Raumzeitwelt an, also mit einer R,
mit der Signatur — — — +. Im Spinraum gibt es zwei invariante Ebenen und
die Forderung der Invarianz eines wz, oder 04 5 ldsst sich so formulieren, dass
es ein Koordinatensystem g4ibt, in bezug auf welches diese beiden Ebenen komplex

konjugiert sind, und dass Z,’ nur die in bezug auf dieses System reellen Trans-
formationen von ¥, enthilt, die beide Ebenen invariant lassen und in beiden eine
lineare homogene Transformation mit Determinante + 1 induzieren. Nimmt man
ein (nicht reelles) Koordinatensystem mit zwei Achsen in der einen Ebene und die

4

komplexkonjugierten Achsen in der anderen, so besteht #,’ aus den Transfor-
mationen der komplexen linearen homogenen Gruppe mit Determinante +1 in der
einen Ebene kombiniert mit den komplex konjugierten Transformationen in der

(1) Man vergleiche hierzu die Resultate von E. CArTAN (l. c., 1914, S. 353).
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anderen Ebene. Identifiziert man dann die gewdhnlichen Spinvektoren der einen
Ebene mit den Spinvektoren zweiter Gattung der anderen und umgekehrt, so gibt
es nur noch eine einzige E,. Dies ist der tiefere Grund der Tatsache, dass man
urpriingligh mit Spinvektoren in einem (komplexen) zweidimensionalen Raum,
eben eine dieser K,, auskommen konnte.

Sobald man Unifizierungstheorie treibt, kommt man nicht mehr mit der R, aus
und muss zu der R; schreiten. Man kann die B; entweder in gewohnlichem Sinne
deuten (KArLuza, KLEIN, MANDEL, EINSTEIN, MAYER) oder projektiv (VEBLEN,
HOFFMANN, SCHOUTEN, VAN DANTZIG, PAULI). Im ersten Falle ist die lokale
Raumzeitwelt in R, eingebettet, im zweiten hier weiter erortertem Falle entsteht
sie aus der R; durch den Prozess der « Zusammenlegung » wobei jeder Strahl
durch den Ursprung als Punkt aufgefasst wird. Die Koordinaten der R; werden
homogene Koordinaten und die lokale Raumzeitwelt wird eine P, (*?) mit einer
quadratischen Hyperfliche. Die zugrundeliegende Gruppe ist nicht mehr die Lo-
rentzgruppe, sondern die 10-gliedrige Gruppe aller reellen projektiven Transfor-
mationen in P,, die diese Hyperfliche invariant lassen. Fiir diese Bs hat man dann
die Wahl zwischen dem Index 1 und dem Index 2. In der R; bleiben in jedem
Falle ein Bivektor, ein hermitisch symmetrischer und ein hermitisch umkehrbarer
Spinor invariant. Es hat sich aber gezeigt (‘*), dass der Index 2 zu Unzutriglich-
keiten fiihrt bei der Durchfithrung des Variationsprinzips und wir wihlen also die
Signatur — — — — .

Nun ist zu beachten, dass, sogar in dem Falle, wo man mit einer R, arbeitet,
der ganze Spinraum als etwas tatséichlich vorhandenes angesehen werden muss.
Jeder Punkt des Spinraumes ist nicht anderes als ein gebundener Vektor auf einer
der Geraden der Einheitskugel der B, (¢). Es gibt co® (komplexe) Vektoren dieser
Art und der Spinraum ist nichts anderes als die Gesamtheit dieser co® Vektoren.
Alle Gebilde des Spinraumes sind also auch Gebilde der R, und namentlich gilt
dies von den o0?? Bivektoren des Spinraumes, die eine komplexe R bilden.

Im Spinraum liegen, so lange wir uns auf die gewdhnliche Relativititstheorie
der oo? Lorentz-Transformationen beschrinken, zwei invariante Bivektoren und ein
invariantes wy, und infolgedessen auch ein invariantes Q{‘E. Von den oo*2 Bi-
vektoren sind co® ausgezeichnet durch die Forderung, dass sie der Gleichung (42)
geniigen und oo¢ andere durch die Forderung, dass die Gleichung (24) besteht.
Unter diesen gibt es co* Bivektoren die in bezug auf die beiden invarianten Bi-

(!?) Eine P, ist ein n-dimensionaler Raum mit einer gewohnlichen projektiven Geometrie.

(13) G. F., VI: J. A. ScHOUTEN und D. v. DANTZIG: On projective connerions ant their
application to the general field-theory. Ann. of Math., 34 (1933), 271-312. — G. F., VIII:
J. A. ScHOUTEN und J. HAANTIES: Autogeod. Linien wund Weltlinien. Zs. f. Phys., 89
(1934). 357-369.

(% G. F, V: J. A. SCHOUTEN: Raumzeit und Spinraum. Zs. {. Phys., 81 (1933), 405-417,
S. 412,
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vektoren involutorisch sind und auf die Menge dieser Bivektoren bildet sich die
lokale Raumzeitwelt eineindeutig ab. Die lokale Raumzeitwelt ist also ein Gebilde
in einer R;, deren Punkte selbst wieder als Gebilde der lokalen Raumzeitwelt aufge-
fasst werden konnen. Man kann nun die Gruppe erweitern, indem man die Inva-
rianz des einen Bivektors fallen lisst. Die co® Bivektoren, die der Gleichung (24)
(oder (42)) geniigen und involutorisch in bezug auf den anderen Bivektor sind,
bilden dann eine R;. Einerseits sind die Punkte dieser Rs Gebilde der lokalen Raum-
zeitwelt, anderseits ist die lokale Raumzeitwelt in dieser R; entweder eingebettet
oder sie entsteht aus ihr durch Zusammenlegung. Es entsteht so eine der oben er-
wihnten Relativititstheorien, die auf der Gruppe der co*’ reellen Drehungen in Ry
aufgebaut ist. Unabhiingig von der Signatur bleibt im Spinraum ein Bivektor und
ein wy, und infolgedessen auch ein 04 7 Anvariant.

Man kann nun eine nochmalige Erweiterung der Gruppe vornehmen, indem
man auch die Invarianz des zweiten Bivektors fallen ldsst. Dann muss man sich
aber auf eine bestimmte Signatur festlegen, bei — — — — 4 + bleibt im Spin-
raum ein wy, invariant, bei — — — — 4 — dagegen ein 04 5~ Die Quantentheorie
verlangt natiirlich Invarianz einer hermitisch symmetrischen Grosse und die
zweite Moglichkeit scheidet also aus. Wir gelangen' also zu einer Relativitits-
theorie, die auf der Gruppe der ~o!5 reellen Drehungen in einer R; mit Sig-
natur — — — — + + aufgebaut ist.

Wie sich die lokale Raumzeitwelt aus dieser R, zuriickbilden ldsst, hingt
natiirlich (wie im Falle der R;) von dem Aufbau der Theorie ab. Werden die Koor-
dinaten der R; projektiv gedeutet, so geht die R; iiber in eine P; mit einer festen
reellen quadratischen vierdimensionalen Hyperfliche. Die Gruppe aller reellen
projektiven Transformationen, die diese Hyperfliche invariant lassen ist 20-gliedrig.
Sie induziert in dieser Hyperfliche eine 15-gliedrige Gruppe und diese Gruppe
ist bei der Signatur — — — — + + gerade die Gruppe aller konformen Trans-
formationen in vier Dimensionen. Wird also die lokale Raumzeitwelt mit der
Hyperfliche identifiziert, so ergibt sich eine lokale konforme Geometrie. Wir treiben
also dann Relativititstheorie auf Grundlage der konformen Gruppe, d. i. aber ge-
rade die Gruppe, die tatsichlich die Maxwellschen Gleichung invariant lisst. Diese,
zuerst von BATEMAN und CUNNINGHAM (!3) entdeckte Invarianz, tritt hier in ein
ganz neues Licht. Hat uns doch die Betrachtung des Spinraums und die fiir die
Quantentheorie notwendige Forderung der Invarianz eines hermitisch symme-
trischen Spinors gerade auf diese konforme Invarianz gefiihrt.

Zur Relativititstheorie auf konformer Grundlage machen wir noch folgende
vorldufige Bemerkungen.

1). In der projektiven Theorie bleiben die beiden Weltfunktionen M und N

(*) E. CUNNINGHAM, Proc. Lond. Math. Soc., 8 (1910), S. 77-98. — H. BATEMAN, ebenda,
S. 223-264, 469-488.
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ohne logische Verkniipfung nebeneinander stehen (i¢). Einige vorliufige Rech-
nungen, auf die wir in einer spiteren Arbeit zuriickkommen werden, macht es
wahrscheinlich, dass die einfachste Weltfunktion der konformen Theorie auto-
matisch M und N zusammenfassen wird. Damit wiire einer der grossten Ubel-
stinde der projektiven Theorie beseitigt.

2). Der Fundamentalprojektor G;,, der in der projektiven Theorie auftritt, ist
eigentlich ein Fremdkorper, von dem man nicht versteht, wie er in eine projektive
Theorie hinreinkommt. Ist aber diese projektive Theorie nichts anderes als eine
Vorstufe zur konformen Theorie, so erklirt sich diese merkwiirdige Vermisslung
von projektiven und metrischen Gesichtspunkten ganz von selbst, das metrische
Element ist ja einer konformen Geometrie wesentlich und das projektive kommt
hinein durch die Verwendung homogener Koordinaten.

3). Wie wir auf S. 177 erwiihnten, enthiilt die Gruppe der reellen Drehungen
in R, fiir den Index 1 und n#—1 eine Untergruppe mit derselben Parameterzahl,
die die beiden inneren Teile des Nullkegels nicht vertauscht. In der gewohnlichen
Relativititstheorie bedeutet Beschrinkung auf diese Gruppe in R,, dass Vergan-
genheit und Zukunft nicht vertauscht werden diirfen. Beim Ubergang zu R; indert
sich daran nichts, wir haben ja gesehen, dass die Signatur — — — — 4+ vor-
zuziehen ist. Beim Ubergang zur R; mit der Signatur — — — — 4 4 liegt der
Fall aber anders, die Gleichungen von Naturerscheinungen, die bei der konformen
Gruppe invariant sind miissen auch bei Vertauschung von Vergangenheit und
Zukunft und gleichzeitigem Vorzeichenwechsel der sechsten Koordinate invariant
sein und sogar bei Drehungen in der Ebene der beiden letzten Koordinaten. (In
der Tat lassen sich z. B. die retardierten Potentiale ohne weiteres durch voraus-
eilende Potentiale ersetzen). In einer rein elektromagnetischen Welt ohne Materie
gibt es also erstens nur eine konforme Metrik und zweitens keine bevorzugte
Zeitrichtung. Nun fordert die physikalische Erfahrung mit Sicherheit, dass es in
einer von Materie erfiillten Welt erstens eine feste Metrik und zweitens eine be-
vorzugte Zeitrichtung gibt. Wie man sieht, sind nun diese beiden Forderungen
logiseh verkniipft. Die Materie muss die konforme Metrik in eine feste Metrik ver-
wandlen, d. h. im Spinraum einen bestimmten Bivektor fest legen und damit ist
dann gleichzeitig eine Ry mit Signatur — — — — 4+ festgelegt, wodurch die beiden
Zeitrichtungen wesentlich verschieden werden. Es ist Aufgabe der konformen
Theorie, zu erklaren wie die Materie dies fertig bringt. Wahrscheinlich wird das
Massenglied der Diracschen gleichung hier eine Rolle spielen.

(1) G. F., IV, S. 135. Vgl. auch W. Pavri: Uber die Formulierung der Naturgesetze
mit fiinf homogenen Koordinater. Ann. d. Phys., 18 (1933), 305-372. Selbstverstindlich miissen
sich die Maxwellschen Gleichung konforminvariant mit 6 Koordinaten schreiben lassen. Eine
konforminvariante Schreibweise mit 4 Koordinaten findet sich in unserer Arbeit, K. F., I:
Uber die konforminvariante Gestalt der Mazwellschen Gleichungen und der elektromagne-
tischen Impuls Energiegleichungen. Physica, 1 (1934), 869-872.



