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UBER DIE DREHUNGSGRUPPE IN R,

von WILLEM VAN DER WOUDE (Leiden).

Am Schlusz seiner Verhandlung: Les groupes réels simples, finis et continus
(Annales Scientifiques de I’ Ecole normale supérieure (3), 31 (1914)) gibt E. CARTAN
eine Aufzihlung bemerkenswerter Beispiele von aequivalenten Gruppen (*). Dabei

wird eine dieser Gruppen stets gebildet von den reellen linearen Transformationen,
n

mit Determinante gleich 1, die eine der Formen Zj:z% (n=4, 5, 6) invariant
=1

lassen; m. a. W. eine dieser Gruppen ist die Drehungsgruppe im vier-, fiinf- und

sechsdimensionalen euclidischen oder pseudo-euclidischen Raume.

Es ist hier an erster Stelle meine Absicht diese Aequivalenzen fiir den Fall
n=6 nochmals in ganz andrer Weise — CARTAN geht von den infinitesimalen
Transformationen, ich gehe von den Gleichungen in endlicher Form aus — ab-
zuleiten, wihrend hier auch der bei CARTAN nicht vorkommender Fall der Signatur
(+ + + + + —) beriicksichtigt ist. Die Cartanschen Resultate fiir 2—=25 ergeben
sich sogleich hieraus; der Fall n=4 ist 6fters behandelt.

Ich zeige dazu, dasz man, von der bekannten Abbildung der Geraden eines
dreidimensionalen Raumes R; auf die Punkte einer quadratischen Varietit in R;
(F. KLEIN) ausgehend, sofort zu diesen Aequivalenzen gefithrt wird (§ 5).

Ich meinte aber dasz es angebracht sein konnte, wenn ich einige Eigenschaften
dieser Abbildung hier noch einmal wiederhole (§§ 1, 2). Indem ich angebe welche
(endliche) Transformationen in den aequivalenten Gruppen korrespondieren, zeigt
es sich dann, dasz die Abbildung der einen Gruppe durch die andere stets auf
zwei verschiedene Weisen moglich ist, wie auch aus den Automorphismen dieser
Gruppe (oder aus den Transformationen der Kleinschen Varietit in sich mit Ver-
wechslung der auf ihr liegenden Ebenenscharen) unmittelbar ersichtlich ist.

§ 1. - Es sei R; ein dreidimensionaler projektiver Raum; Punkt- und Ebenen-
koordinaten werden respektive mit z; (¢=1,...,4) und &; bezeichnet. Eine Gerade

(!) Herr Dr. H. FREUDENTHAL war so freundlich mich auf die Arbeit Cartan’s hinzuweisen.
Auch fiir einige Bemerkungen danke ich ihn.
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durch die Punkte 4(@;) und B(b;) kann man durch die sechs homogenen Koor-
dinaten pu(=a;0r—airb;) bestimmen; es besteht dabei zwischen diesen Koordi-
naten die Identitit

P2sPratPsiP2a +p12p34=0-

Wenn man nun die p; als Punktkoordinaten in einem fiinfdimensionalen
projektiven Raume R} auffaszt, so ist jede Gerade des R; auf einem Punkte
einer in R} liegenden Varietit

1) *=posPrat+PsuPrs+ProPss=0
abgebildet.
Umgekehrt ist jeder Punkt von Q* das Bild einer Geraden des R; (Abbildung
von F. KLEIN).
Auf 0" liegen zwei Ebensysteme. Das erste System wird durch die folgenden
Gleichungen dargestellt
[ —T3Pos+ToPss T4 Pes=0,
s T3Pra—T1Pss +TuPs =0,
| —TePist+TaPos+LPr2=0,
( ZiPos+ToPar+ T3 Pia=0.

(2a)

Von diesen vier Gleichungen sind stets, d. h. fiir jedes Wertsystem der z;,
drei von einander unabhiingig; liszt man aber eine Gleichung fort, so bestimmen
die drei anderen nicht mehr jede Ebene des Systems. Eine Ebene dieses Systems
werde ich unten durch {z,, s, 23, 2,} angeben; man darf vorliufig die z; nur als
Parameter dieser Ebenen betrachten (unabhingig von den Punktkoordinaten des
Ausgangsraumes R;, worauf sie weiterhin abgebildet werden). ‘

Ebenso kann man das zweite Ebenensystem durch

/

— &P+ EaPre+Eipi1s=0,

‘ EsPos—&EiPro+Ep2=0,
) —&opostEipar+Ep3=0,
Exprat-Eepes+ §3p34=0,

(20)

darstellen.
Eine Ebene dieses Systems werde ich mit {&,, &, &, &} bezeichnen.
Man beweist nun leicht die drei Sétze:
1). Zwei Ebenen eines und desselben Systems haben stets einen Punkt
gemein.
2). Eine Ebene {z{ und eine Ebene {£} haben keinen Punkt gemein, wenn nicht

4
Z §xi=0;

=1
in diesem Falle schneiden sie sich in einer Geraden.
3). Durch eine Gerade auf ©* geht eine Eben {z} und eine Ebene {&}.
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§ 2. - Man kann den Gleichungen (2a) eine ganz andere Deutung geben. Wenn
man die z; als Punktkoordinaten und die p; als Geradenkoordinaten im Ausgangs-
raume R; auffaszt, dann driicken sie die Bedingungen aus, dasz eine Gerade (p)
durch einen Punkt (z;) geht. Mit den Punkten einer Ebene auf £* korrespondieren
bei der Kleinschen Abbildung dann in R; die Geraden eines Biindels (z). Die
Abbildung der Geraden in R, durch die Punkte der Varietit ©* in R} induziert
also die Abbildung der Punkte (z) in R, durch die Ebenen f{z} des ersten
Systems und ebenso die Abbildung der Ebenen (£) in R; durch die Ebenen §£}
des zweiten Systems auf 2* (ausfithrlicher gesagt: mit jeder Geraden in einer
bestimmten Ebene (&) in R; korrespondiert ein Punkt einer bestimmten Ebene §’g‘ §
auf %),

Die drei vorhin gegebenen Sitze kann man also als Ubersetzungen der fol-
genden Aussagen auffassen:

1). Zwei Punkte bestimmen eine Verbindungsgerade, zwei Ebenen eine
Schnittgerade.

2). Eine Ebene und ein Geradenbiindel haben keine Gerade gemein, es sei
denn dasz der Mittelpunkt des Biindels in der Ebene liegt; dann aber haben sie
einen Strahlenbiischel gemein.

3). Ein Strahlenbiischel hat einen Mittelpunkt und liegt in einer Ebene.

Man kann ebensogut die Punkte des R; auf die Ebenen des Systems (20)
abbilden. Ich deute dazu auf einen Augenblick die Punktkoordinaten in R¥ mit p¥,
statt p;i an, ebenso die koordinaten der Ebenen beider Systeme auf Q* mit ] und &;;
die ungekreuzten p;, z;, & mogen fiir die Geraden-, Punkt- und Ebenenkoordinaten
in R; reserviert bleiben. Die vorgehende Abbildung wird dann durch die Gleichungen

Ph=pi
gegeben ; sie induziert die weiteren Abbildungén, die durch
i =1, &=&
charakterisiert sind.
Man bekommt nun die zweite Abbildung durch
Pu=Pisy  Pu=DPs,  Pu=Dau, LA

es folgen dann die weiteren Abbildungsgleichungen

§ 8. - Eine Drehung in R; um den Ursprung des Koordinatensystems ist eine
orthogonale Transformation, d. h. eine Transformation

6

3) yi = 2 YikY 1
k=1
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6
welche die Form 2 y% invariant liszt, wenn sie noch den folgenden Forderungen
i1
geniigt: alle Koeffizienten yy sind reell, |yy|= +1.
Statt der Drehungen in R nehme ich im folgenden die mit ihnen nahverwandte
Bewegungen im elliptischen Raume R; als Ausgangspunkt.
Ich betrachte dazu die y; als homogene Koordinaten in einem fiinfdimensionalen
projektiven Raume RY (z. B. dem uneigentlichen linearen Raume des R;) in dem

eine quadratische Varietit
6

(4) =3 yi=0
=1
gegeben ist.
Eine (elliptische) Bewegung in diesem Raume ist jede projektive Transformation,
6

L) Q?li'=2 YirYx
. =1

welche die Varietit £*=0 invariant liszt und wobei man, durch Multiplikation
aller Koeffizienten mit demselben Faktor erreichen kann, dasz sie alle reell sind
und ihre Determinante den Wert +1 hat. Am einfachsten ist es, wenn man stets
annimmt, dasz die Koeffizienten schon in dieser Weise normiert sind : nimmt man
dann g= 11, dann geht die elliptische Bewegung in R{ in eine sechsdimensionale
Drehung iiber. Also;

Die Gruppe der .elliptischen Bewegungen in R ist homomorph (1, 2) mit
der Drehungsgruppe in R;.

§ 4. - Ich fiihre nun in R neue Koordinaten ein. Dazu setze ich
Yo+ =p, ) Yo +1Ys=p; ) Ys+1Ys=ps
Yi—Wa=D1\  Yo—Ws=D2\  Ys— W=Dy

(Ich schreibe hier p,, ps, Ps, D1, D2, D3, statt wie in § 1 pos, Pas, Pizy P11, P2s, P34)-
Die Gleichung (4) geht iiber in

3
(6) 2= pror=0,
=1
die Transformationsgleichungen (5) gehen iiber in

3 3
opi'= E Oupr+ 2 0Pk
k=1

P
0D/ =) 6P+ X, 675Dk
Diese Transformationen lassen (6) invariant; wenn man die Koeffizienten y;

zuerst normiert hat, gilt von den Koeffizienten 4, dasz d; und d55, und ebenso d7;
und J; konjugiert-komplexe Zahlen sind (sonst hat man dazu alle Koeffizienten

Q)
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mit einem Faktor zu multiplizieren); die Determinante | 4| hat den Wert +1. Am
einfachsten ist es, wieder stets anzunehmen, dasz man fiir die Normierung der
der Koeffizienten 6 schon gesorgt hat.

Die Gleichungen der Ebenensysteme schreibe ich noch einmal auf

— 3D+ 2203+ 24Py =0, —&spa+Eaps+Epi =0,
T3P — T D3+ TP =0, s Espr— &1 ps+E:p2=0,

8 _ _ 8b il
(8a) ' — T3 D1+ T P2+ T4 P =0, (80) —&pi+&ipe+Ei0s=0,
TyP1+ TP+ T3ps=0, 5151"‘52524‘531_73:‘0-

Es liegt dann auf der Hand neben R einen projektiven Raum R; einzufiihren
und auf der in den §§ 1, 2 angegebenen Weise die Punkte von £ als die Bilder
der Geraden in R; zu betrachten; mit den Punkten (z) von R; mdgen die Ebenen §{z}
von (8a), mit den Ebenen (£) von R; die Ebenen {&} von (8b) korrespondieren.

Durch eine Kollineation

4
) T = Z iRk
k=1

in R; wird dann in R eine projektive Transformation der p; und p; induziert
(Pr=0a2b3—a3by, Dy =0a,bs—a,b, ; u. s. w.), die (6) invariant 1&szt. Sie braucht aber
nicht eine elliptische Bewegung in Rf zu sein, weil die Koeffizienten in der Trans-
formation der p; und p; nicht den genannten Bedingungen geniigen. Umgekehrt
ist es bekannt, dasz jede elliptische Bewegung in R} eine Kollineation (9) in R;
erzeugt (*°). Es entsteht so die Frage, welche Untergruppe der Kollineationen in R,
mit der Gruppe der elliptischen Bewegungen in R;* isomorph ist.

§ 5. - Zur Beantwortung dieser Frage werde ich, wie es auf der Hand liegt,
als konjugiert-komplexe Punkte in R, oder R.* ein Punktepaar bezeichnen, dessen
y-Koordinaten konjugiert-komplexe Zahlen sind. Welche lineare Riumepaare als
konjugiert-komplexe bezeichnet werden sollen, bedarf dann keiner weiteren Er-
orterung. Komplex-konjugierte Zahlen deute ich durch ¢ und @, b und b an.

Ein Blick auf die Gleichungen (8a) und (8b) lehrt dann sogleich:

Eine Ebene {z} und eine Ebene { £} sind dann und nur dann konjugiert-
komplex, wenn
(10) @£i=zi (7,= 1,...., 4).

(®) Man sieht z. B. leicht ein, dasz nicht nur 0Q*=0 invariant bleibt, aber dasz auch
die beiden Ebenensysteme auf 0* in sich selbst iibergehen, sodasz in R eine Transformation
9% &' = filgy, Ty, T3, Ty)

entsteht, die ein- eindeutig Punkte mit Punkten, Geraden mit Geraden, Ebenen mit Ebenen
korrespondieren 1iszt. Diese Transformation ist also eine Kollineation (nicht eine Antikolli-
neation, s. (9%)).
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Liegt nun eine elliptische Bewegung (7) in R.* vor, dann werden, wie wir
gesehen haben, auch die Parameter z; und &; der Ebenensysteme auf Q% (oder
die Punkt- und Ebenenkoordinaten in R;) projektiv transformiert und zwar kontra-
gredient zu einander, weil die Beziehung

4
D Ezi=0
invariant ist (§ 1). =1

Aber auch die Beziehungen (10) sind invariant; kehrt man zu den Variabeln y
zuriick, so hat die Transformation ja nur reelle Koeffizienten.

Also ist auch die Gleichung .

z .72151 = 0,

=1

wenn man auf z; die zu (9) konjugiert-komplexe Transformation ausiibt, invariant.
4
Die Form Z zz; wird dabei mit einer positiven Konstante 4 multipliziert. Man
=1 1 A
kann, dadurch dasz man die Matrix ||a;|| mit 2 > multipliziert, dafiir Sorg tragen,
4

dasz diese Konstante gleich +1 ist; dann ist auch ) #;z; invariant und (9) stellt
=1

eine unitire Transformation dar. Man kann aber noch einen Schritt weitergehen

und erreichen, dasz |a;|=-+1.

Es ist hier wieder am einfachsten anzunehmen, dasz die Matrix || a;|| in dieser
Weise normiert ist (s. dieser §, Schlusz); sie ist also eine unitire Matrix mit
Determinante gleich + 1. Die zugehorige Transformation (9) nenne ich weiter eine
unttire Kollineation.

Mit einer Drehung in R, oder mit einer Bewegung in R;* korrespondiert also
eine unitire Kollineation in R;. Dasz diese Korrespondenz der Kompositionsvor-
schrift — aus B, — K, und B, — K, folgt B, B, ~ K, K, — geniigt, ist sofort klar.
Weil nun alle die drei Gruppen — die der Drehungen in R, die der Bewegungen
in R;* und die der unitiren Kollineationen in R, — fiinfzehngliedrig sind, sind
sie also homomorph (isomorph im Kleinen).

Deute ich ncch einmal (gleichwie in § 3) die Punkte und die Ebenen des ersten
Systems von £Q* mit p;*, p;* und z;* an, wihrend die Koordinaten der Geraden
und Punkte in R; durch p;, p; und z; angegeben bleiben,

(pi = agbg — agbg, I_)i =a1b4 - a464 y W S. W.)
so ist diese Abbildung durch
D =pq, D =p;

(und demzufolge z;*=zx;) dargestellt.
Also: Die Bewegungsgruppe in Rg* ist isomorph (auch im Groszen) mit
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der Gruppe der unitiren Kollineationen in R;; beide sind mit der Drehungs-
gruppe in R (°) homomorphk (1,2). A

Es ist iibrigens selbstverstindlich, dasz man ganz leicht diesen Satz beweisen
kann, ausgehend von einer Kollineation

s
) o/ =) anti
=1

mit unitirer Matrix; auszerdem denken wir uns die Koeffizienten wieder normiert,
sodasz |ay|=+1. Die Transformation (9) erzeugt nimlich in R; eine projektive
Transformation der Geradenkoordinaten, also in R;* eine Punkttransformation (7),
die O* invariant liszt. Es ist bekannt (und man iiberzeugt sich leicht davon), dasz
die Koeffizienten d;; und 73, und ebenso d7; und d,;, komplementire Matrizen
in der Matrix || a;;|| sind; das bedeutet, weil || ai || unitiir ist und ihre determinante
den Wert +1 hat, dasz d;; und é53, d5, und 9,7, konjugiert-komplexe Zahlen sind.
Auszerdem hat |0| den Wert +1; es gilt

6=Iam|3~———{—1.

Die in R;* erzeugte Transformation ist also eine Bewegung (§ 4). Wenn man
dann in der gefundenen Transformation (7) ¢ durch +1 oder —1 ersetzt, findet
man zwei verschiedenen Drehungen in Rg; es bleibt ja, wenn man zu den Koor-
dinaten y zuriickkehrt, in R; der Kegelraum £*=0 invariant, die Transforma-
tionsdeterminante ist gleich 41 (also bleibt auch £* invariant) und die Trans-
formationskoeffizienten sind reell.

Dasz diese Abbildung der unitiren Kollineationen in R, auf die Bewegungen
in R.* die Umkehrung der vorigen ist, leuchtet, weil zur Darstellung der Abbildung
die nimlichen Gleichungen beniitzt wurden, wieder sofort ein.

§ 6. - Eine zweite Abbildung erhélt man, wenn man (§ 2, Schlusz) die
Ebenen (8a) auf £2* und die Ebenen (£) des R; auf einander abbildet.

Wenn nun mit einer bestimmten Bewegung in R,* bei der ersten Abbildung
eine unitire Kollineation 4
9) e/ =) andy

=1

in R; korrespondiert, so korrespondiert bei der zweiten Abbildung mit derselben
Bewegung die Transformation

4
A
&' =) anty.

k=1

() Selbstverstindlich kann man statt der unitiren Kollineationen in R; die unitiren
Transformationen im vierdimensionalen Vektorraume wihlen; ich habe wegen der «Iso-
morphie im Groszen» den projektiven Raum R; bevorzugt.
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Diese Transformation erzeugt, weil 2 sich transformiert wie &, in R; die unitéire
Kollineation 4
-
) T = Z iy
k=1

Man kann nun fragen, ob diese beiden Abbildungen verschieden sind, d. h.
ob durch eine einzige Koordinatentransformation jede Kollineation (9) in die mit
ihr korrespondierende (9’) iibergefiihrt werden kann. Dazu wiirde jedenfalls notig
sein, dasz korrespondierende Transformationen gleiche Normen hitten, d. h. dasz
die Norm jeder unitiren Kollineation, mit Determinante -+ 1, reell wire. Dasz dies
aber nicht der Fall ist, zeigt z. B. die folgende Kollineation :

A F

iZ iZ iZ
z) =, Ty =e *z,, 7y’ =e 3xs, z)/=e ®z,.

4

Die beiden Abbildungen sind also nicht aequivalent.

§ 7. - Ich mache hier noch eine kurze Bemerkung iiber die Transformationen
mit reellen Koeffizienten der ganzen orthogonalen Gruppe in E; (Drehungen und
Umlegungen ; Determinante gleich +1 oder —1).

Durch die Koordinaten p; und p; einzufithren (§ 4) und diese weiterhin als
Geradenkoordinaten im projektivep Raume RB; zu deuten, sind die Drehungen auf
die unitdren Kollineationen in R; abgebildet. Man darf hier fragen: wo bleiben
die Umlegungen ?

Es ist klar, dasz auch diese (s. die Transformationen (7), wo aber jetzt die
normierte Determinante gleich —1 ist) nicht nur £*=0 invariant lassen, aber
auch jede Ebene auf ©* in eine Ebene auf ©* iiberfithren. Aber diese beiden Ebenen
gehoren nicht zum selben System (durch kontinuierlichen Anderung der Trans-
formationskoeffizienten wird die Identitit nicht erreicht). Und wenn man dann
wieder zum projektiven R; iibergeht, korrespondiert von diesen Ebenen die eine
mit einem Punkte, die andere mit einer Ebene des R;. Also:

Die orthogonale Gruppe in Rs ist homomorph mit der Gruppe in R;,
die aus den wunitiren Kollineationen und den wunitiren Korrelationen
zusammengesetzt ist; Umlegungen in R, bilden sich auf die Korrelationen
n R, ab. '

§ 8. - Nach derselben Methode (§ 5) erhilt man die Darstellungen im dreidimen-
sionalen projektiven Raume der reellen Transformationen, mit Determinante +1,
6

welchez e? (g;= L 1) invariant lassen; es treten aber, wenn nicht ; fiir jedes ¢
=1
gleich 41 ist, bei der Bestimmung der «Isomorphien im Groszen » gewisse Kompli-

kationen auf. Ich glaube deshalb mich weiter ziemlich kurz fassen zu diirfen; nur
die Punkte, wo die folgenden Fille vom vorangehenden abweichen, habe ich aus-
fithrlicher besprochen.
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a). An erster Stelle betrachte ich jetzt die reellen linearen Transformationen,
mit der Determinante +1, die in B¢ die Form

P=yi+yi+yi—vi—Yity:

invariant lassen. Diese Transformationen bestehen aus zwei nicht unter einander
zusammenhingenden Scharen.

a). Als Beispiel der ersten Schar kann man die identische Transformation
oder die « Spiegelung in bezug auf den Ursprung des Koordinatensystems »:

(11) ' Y=~y (i=1,.., 6)

betrachten. Beide sind Sonderfiille der allgemeineren Transformation

{ Y1’ =y1icos p+yssin g, | Ys'=ys cos y+y, sin vy,

[ ¥2'=—yisinp+y;cos | Y&'=—Yssin y+ys cos v,
Y1 =14 €OS y+¥5 sin y,
Ys' = —y,4 sin y+ys cos g,

und gehen durch kontinuierliche Anderung von ¢, v, y aus einander hervor.
f). Ein Beispiel der zweiten Schar bildet

yi,z —Yu, ?/4’= Y4 yk’=yk (1‘7:27 37 5, 6)
Es ist klar, dasz zwei Transformationen, die durch Multiplizierung mit der
« Spiegelung » (11) aus einander entstehen, stets zur selben Schar gehoren.
Alle diese Transformationen lassen in R;* die Varietit
D=0

invariant. Mit einer « Bewegung » in R;* korrespondieren wieder zwei « Drehungen »

in R,; die beiden Gruppen sind wieder homomorph (1, 2). Diese beiden Drehuﬁgen

in R; gehen durch eine Spiegelung i. b. a. den Ursprung (11) in einander iiber;

sie gehéren also stets zur selben Schar a@ oder a'f). Die Bewegungen in Rs*

bilden deshalb auch zwei nicht unter einander zusammenhdngende Scharen.
Ich fithre neue Koordinaten ein durch

Y1 tYs=Py Y2+ Ys=p Y2+ Ys=ps,
Y1 —Ys={qy, Yo —Ys=¢q2, Ys—1Ys=Ds-

Die Koordinaten p,, ps, ¢, g2 (von reellen Punkten) sind reell.
Die bei den Bewegungen invariante Varietit wird jetzt durch

D=p.iqi+paeqe+psps=0
dargestellt.

Die Flichensysteme auf @ (zuvor £2*) haben ihre Gleichungen (8¢ und 8b)
nicht gefindert; nur hat man p, und p, durch ¢, und ¢, zu ersetzen.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 12
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Konjugiert-komplex sind die Ebenen {2} und {&}, wenn

951:—‘52, 9522 ”‘51, Q§3= —5'4y Q§4=5'3~

Invariant ist bei jeder projektiven Transformation in R;
4
D) Ewi=0,
i=1

also bei den hier in Betracht kommenden Transformationen
@ = Ez-’ti —'iizg —‘54$3 + $354 =0,

Die Bewegunysgruppe in Rs* ist also isomorph, auch im Groszen,
(s. § ), mit den Kollineationen in R;, die =0 invariant lassen.

Es braucht aber nicht die Form

Q= Toly — T4y — T4Z3 + L3724

bei diesen Transformationen invariant zu sein; sie kann mit einer reellen, positiven
oder negativen, Konstante multipliziert werden. Es entsteht so die Frage; Die
Bewegungen in R;* bilden zwei Scharen (a und f), ebenso die hier gefundenen
Kollineationen im projektiven E;; wie hiingen diese Scharen von einander ab ?

Um dies zu entscheiden wihle ich aus den Bewegungen in R;* die Identitit.
diese erzeugt in R; wieder die Identitit. Wihle ich aber in R;* die Trasformation

Y’ ==Yy, Y =—Yu Yr' =Y k=2, 3, 5, 6),
dann erzeugt diese (s. 8a) in R, die Kollineation
==y,  T=2, T'=Z, T/=-—uz,

Die Scharen (a und f) der Bewegungsgruppe in Rs* werden in R; durch
die Scharen von Kollineationen, welche ¢ mit einer positiven resp. einer
negativen Konstante multiplizieren, abgebildet.

Man kann diesem Resultat eine andere Form geben. Invariant (bis auf eine
reelle Konstante) ist auch yp=dép; y ist aber eine hermitesche Form, die durch
eine Koordinatentransformation in

Y= T8y — Tols — T3z + Tuly

iibergeht. Man kann also in dem vorgehenden Satz ¢ durch vy ersetzen (%).
b). Ich betrachte jetzt die reellen linearen Transformationen, mit Determi-
nante +1, welche in R; die Form

Y=yi+y;+yi+yitvi—y;

() Auf die zweite Abbildungsweise der Bewegungen und auf die Abbildung der « Umle-
gungen » (die Analoga der in den §§ 6, 7 behandelten Fragen) gehe ich nicht ein.
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invariant . lassen. Die Gruppe besteht wieder aus zwei nicht unter einander zusam-
menhiingenden Scharen; jetzt gehoren aber die identische Transformation und
die Speigelung in bezug auf den Ursprung zu verschiedenen Scharen.

Die Bewegungsgruppe in R*;, d. h. jetzt die reellen Kollineationen mit positiver
Determinante (die man auf 41 normieren kann), welche auszerdem

Y=0

invariant lassen, ist nochmals mit der vorigen homomorph (1, 2); aber die beiden
Drehungen in R, die mit einer und derselben Bewegung in R;* korrespondieren,
gehoren jetzt zu verschiedenen Scharen. Die Bewegungsgruppe in Rs* ist zusam-
menhdngend.
Setze ich
Y1+ 1Y =pa, Y2+ 1Ys=Dps2, Ys+Ye=ps,
Y1—1Y =Dy, Y2 — Y5 =Dz, Ys—Ys=(Qqs,

dann wird die invariante Varietit durch

VY=p,p:+p:0:+p39:=0

dargestellt. Die Ebenensysteme auf ¥ haben die nimlichen Gleichungen als zuvor
auf 2% nur hat man g, statt p; zu setzen. Zwei konjugiert-komplexe Ebenen sind
jetzt Ebenen desselben Systems. Sind z. B. {z} und {2*} zwei solche Ebenen,

dann ist . _ . = . = _
Ty = —Ts, To =Ty, T3~ =14, Ty= —Z3.

Also ist bei diesen Transformationen, auszer

4
> Eai=0,

=1

auch die Gleichung
§1E2 - 5251 - 531‘4 + §4E3 =0
invariant (°).
Die Untergruppe der Kollineationen in R;, die mit der hier betrachteten Gruppe
in R; homomorph (1, 2) — mit der Gruppe in Rs* isomorph — ist, ist hierdurch
charakterisiert (¢).

(®) Diese Korrespondenz tritt bei CARTAN nicht auf.
4
(5) Seien diese Kollineationen in R; durch iﬂi'=2azﬂh dargestellt. Die Matrix || as||
k=1
hat (abgesehen von einem konstanten Faktor) dann die folgende merkwiirdige Gestalt

| oa||=

“l X SR

b
a
s
—7

IS AR
|
ol R VI
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¢). In derselben Weise — das Resultat ist aber auch von vornher klar —
findet man, dasz die Gruppe der reellen Kollineationen in R; homomorph (1, 2)
ist mit der Gruppe der reellen linearen Transformationen (Determinante gleich + 1)
in Rg, welche die Form
A=Yy
invariant lassen.

Sie ist isomorph mit der Gruppe der reellen Kollineationen (Determinante
gleich + 1), welche in R;* die Varietiit y=0 invariant lassen. Die beiden Transfor-
mationen in R;, welche mit derselben Kollineation in R; korrespondieren, geh6ren
zu verschiedenen Scharen. Man kann diese Gruppe von Kollineationen in R; auch
charakterisieren durch die Forderung, dasz ihre Transformationen die Gleichung

4
3 Ewi=0
i

invariant lassen.



