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SUL PROCEDIMENTO DI ARROTONDAMENTO DI SCHWARZ (*)

di ApoLro DEL CHIARO (Pisa).

Introduzione.

Data una superficie S chiusa e costruita, mediante il procedimento di SCHWARZ,
la superficie S’ di rotazione attorno ad un asse parallelo all’ asse delle z e racchiu-
dente lo stesso volume di S, & stato dimostrato che S’ ha un’area piui piccola
(od al pi uguale) di quella di S. Se z=F£(z,y) & I'equazione di una superficie
aperta S, soddisfacente ad opportune condizioni, e se al contorno del campo D
di variabilita di (z,y), la f(z,y) & costante, I'integrale doppio

[1Y/1+ G2 + () o
D
esprimente I'area di S, ha un valore maggiore (od uguale) di quello relativo alla
corrispondente superficie arrotondata S’.
Similmente, se z=71(z, y) & ancora I’equazione di una superficie aperta S sod-

disfacente ad opportune condizioni, e se al contorno del campo D di variabilita
di (z,y), la f(z,y) & costante, considerato I'integrale di DIRICHLET

,1£ [+ (o)} dway

e lo stesso integrale relativo alla corrispondente superficie arrotondata, abbiamo

di nuovo che il primo & maggiore od uguale al secondo.

Inoltre, se non & f(z,y) =0, I'uguaglianza si ha, nei due casi; solo quando S’
pud ottenersi da S per semplice traslazione.

I casi ora detti furono considerati, sotto particolari ipotesi, da SCHWARZ (),
KRAHN () e FABER (%), e nella loro forma piu generale, dal TONELLI. Questo

Autore studid il primo nella Memoria: Sulla proprieta di minimo della

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa.

(') H. A. ScHWARZ: Beweis des Satzes die Kugel kleinen Oberfliche besitzt, als jeder
andere Korper gleichen Volumens [Gesammelte Abhandlungen (Berlin, Springer, 1890), Bd. II,
pp. 327-340].

(®) E. KrauN: Uber eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft des Kreises (Math.
Ann., Bd. 94, 1925, p. 98).

(®) G. FABER: Beweis, dass unter aller homogenen Membranen wvon gleicher Fldche
und gleicher Spannung die Kreisférmige den tiefsten Grundion gibt (Sitzungsberichte der
Bayerischen Akademie der Wissenschaften, 1923, p. 169).
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sfera (*) ed il secondo nell'altra: Sur un probléme de Lord Rayleigh (°);
in queste memorie i procedimenti seguiti sono diversi.

Ci proponiamo ora di ricercare un tipo generale di funzioni zp(% , gg), dipen-
of f . . T
denti soltanto da 5 © g—y, per le quali valga la stessa proprietd sopra indicata

e cioé per le quali I'integrale doppio
of of
[[v(5 55) dway
D

sia maggiore od uguale dello stesso integrale relativo alla corrispondente super-
ficie arrotondata.

Per questa proprietd, in alcuni importanti problemi di minimo, la ricerca del
minimo per l’integrale doppio dato si riduce alla ricerca del minimo per un inte-
grale semplice.

Di questo si & valso appunto il TONELLI nel suo lavoro: Sur un probléme
de Lord Rayleigh, il cui enunciato & il seguente:

Fra tutti i domini piani D, aventi la stessa area, e fra tutte le funzioni A(z, y),
date ciascuna su uno dei domini D, soddisfacenti a certe condizioni di continuitd
e di derivabilitd, uguali a zero sulla frontiera del dominio D di definizione, e tali

che I’integrale / [ f*(z, y)dzdy
D

abbia un valore dato, sempre lo stesso, cercare il dominio D, e la funzione £,(z, ¥),
definita su D,, in guisa da rendere minimo !’integrale

r 2 2
(/1) + ) faoa
D
Estendendo opportunamente il metodo usato dal TONELLI nel secondo dei
lavori ricordati, siamo pervenuti al teorema generale seguente:
Sita w(2) una funzione di z soddisfacente alle sequenti condizioni:
1°) la yw(2) ¢, per 220, non negativa;
2°) é continua e mon decrescente insieme con la sua derivala prima.

Sia poi f(z,y) una funzione continua nel dominio chiuso D, corrispon-
dente al dominio aperto e lLimitato D (%), assolutamente continua in D,

tale che sia Az,9)=0 in D,
f(z,y)=0 sulla frontiera di D,

(Y) L. ToNELLL: Sulla proprietd di minimo della sfera (Rendiconti del Circolo Matema-
tico di Palermo, T. XXXIX, 1915).

(°) L. ToNELLL: Sur un probléme de Lord Rayleigh (Monatshefte fiir Mathematik und
Physik, Bd. XXXVII, 1930, pp. 253-280).

(®) 11 dominio chiuso D corrispondente al dominio aperto e limitato D, & costituito da
tutti i punti di D e della sua frontiera.
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e tale inoltre che risulti finito I integrale

LlA1= [ wilp*+ ¢ dady,

con D
of of
b= oz’ q= O_y .
Allora é o
(1) L[l = ([ w05 + @) dedy < Inl7],

¢
essendo (V2% +y?) la funzione corrispondente per arrotondamento alla f(z,y),
C il cerchio su cui viene definita la ¢ e

_ 0 — 0

P=35,  a=, -

Nel caso in cui la y sia sempre crescente, ed escluso che sia sempre,
in D, f(z,y) =0, Puguaglianza nella (I) ha luogo solamente quando il do-
minio D e la superficie z=7£(z,y) possono ottenersi per semplice traslazione
del dominio C e della superficie z—p(Ja*+y°).

La dimostrazione del teorema enunciato verra data dapprima per le super-
ficie S poliedriche; poi, con un passaggio al limite, essa verra estesa alle super-
ficie generali. In questo passaggio al limite, occorre sfruttare la semicontinuita
inferiore dell’integrale considerato, per stabilire la quale, ci serviremo dei risul-
tati ottenuti dal TONELLI nel suo lavoro: Sur la semi-continuité des inté-
grales doubles du Calcul des Variations (7).

§ 1. - Procedimento di arrotondamento di Schwarz.
1. - Sia f(z,y) una funzione continua nel dominio chiuso D, corrispondente
al dominio aperto D, e supponiamo che si abbia

flz,y)=0 in D,
f(z,y)=0 sulla frontiera di D.

Chiamato M il massimo di #(z,y) in D, consideriamo, per ogni z’ tale che
0<z<N,
Uinsieme E, dei punti di D ove si ha
flz,y) =72

e costruiamo, sul piano z=2/, il cerchio avente il centro sull’asse z e I’area uguale
alla misura m(&,) dell’insieme F£,. L’insieme di tutti questi cerchi viene cosi

(") L. ToNELLI: Sur la semi-continuité des intégrales doubles du Calcul des Variations
(Acta Math., T. 53, 1929, pp. 325-346).

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. . 15
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a formare un solido di rivoluzione di asse z. Ora m(E.) & funzione di 2’ sempre
decrescente in (0, M) e la superticie del solido di rotazione ora formato & data
dal cerchio C’ situato nel piano (z, ), avente il centro nell’origine delle coordinate
ed area uguale a m(K,)—m(D), e da una superficie di rotazione z=<p(l/;2T?F).
Inoltre, indicato con R’ il raggio del eerchio C’, ¢(¢) & una funzione con-
tinua di o definita sull’intervallo (0, R’) e sempre non crescente. Si ha poi

P(O)=M,  ¢(R)=0.
La funzione ¢(p) sard chiamata la funzione corrispondente per arrotondamento
a f(z, y).

Se f(z,y) & una funzione assolutamente continua (®) in D, detto C il cerchio
del piano (z, y) avente per centro Iorigine delle coordinate ed area uguale a m (D)
ed R il suo raggio, si dimostra allora che la funzione ¢(p) & assolutamente con-
tinua nell’intervallo (0, R) (°) e la funzione q)(}’/.’l_:z +4?) & assolutamente continua
in C (1.

Abbiamo poi, quasi-dappertutto in C (}!),

R+ -

§ 2. - Alcuni lemmi.

2. - Prima di passare alla dimostrazione del teorema generale, gid enunciato
nell’ introduzione, stabiliamo alcuni lemmi.

LEMMA 1. - Sia y(2) una funzione definita per ogm 220, continua, deri-
vabile e tale che la sua derivata sia funzione non decrescente di z. Prest
quatiro numeri positivi qualunque b, ¢, d, e, st ha
&) ey(b) +ey(d) — e+ (2 0.

La (2) &, infatti, la proprietd caratteristica delle funzioni concave verso I'alto

8. - LEMMA IL. - Sia y(z) una funzione definita per ogni z=0, continua,
derivabile e tale che la sua deritvata sia funzione non decrescente di z.
Se a, T1, Toyuy Tuy Y1y Y2yuey Yn SONO det numeri positivi qualunque, st ha

3) :vlynp( )+ +:cny,np( ) @1+ o +20ln)y m;‘?’f J:%"%l

(8) Per la definizione di funzioni di due variabili assolutamente continue, cfr. L. TONELLI,
loe. cit. (%), p. 255.

(®) Loec. cit. (°), p. 257.

(*% Loe. cit. (°), p. 258.

*) Loe. cit. (%), p. 259.
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Per n=2, si ha

LA g @ oy, Ty
DYy (151) + 2/2?/2?/)(%) = (-751?/1 ‘|"-T2?/2)’P 701 T+ 2295 %

e questa disuguaglianza discende subito dalla (2), quando in essa si ponga
a a
b=;i, C=2T1¥, d=;2, e=2:Y>.

Ammesso allora che la (3) sia verificata per n, si dimostra che vale per n 4 1. Infatti

“ 0 @1+ e+ Y
Yy (;4) + e +$n+1?/n+ﬂ/)(m‘;)> @Y1+ o F2oYn)w g?zi‘_:_ —:-x%%
e\t et 2y, —
+$n+4?/n+1w(%+i> = Uit oty (?/1 + .. +?/n)1,u ‘x_l?ljf_}:‘:‘v_t X 112 -+
yi -I— aees + Yn

a
+ T 1Y 1y (x_ﬂ-—i) Z (Z4Y1+ o F T Y)Y

a@Wy + oo + Yut) %
xlyi + Lo + I:H—i?//l—l-i '
La (3) & quindi completamente dimostrata.

4. - LEMMA III - Sia y(2) una funzione definita per z=0, non negativa
e, insieme con la sua derivata prima, continua e non decrescente. Sia
pot f(z,y) una funzione assolutamente continua nel dominio aperto e limi-
tato D, continua in tutto il dominio chiuso D corrispondente e costante
sulla frontiera di D; e tale, inoltre, che esista finito Uintegrale

of of D
con p= 3’ q= @.

Allora ¢ possibile determinare una successione di funzioni F,(z,y),
Fo(zy 4)yery Fol@y Y)yenry, CcOREinue, insieime con le loro derivate parziali del
primo ordine, in tutto un dominio aperto e limitato D' contenente mel
suo interno D, e tali da soddisfare in tutto D, alla disuguaglianza

|z, y)— Fale, 9) | < 5.,

ed anche al'l’altra 1
| Ip[f]—Ip[F]| < o

La dimostrazione di questo lemma trovasi in una Memoria del Dott. S. CINQUINI,
dal titolo: Sull’approssimazione delle funzioni di due variabile (**?).
§ 3. - Un teorema generale.

5. - Si abbia una funzione f(z, y) assolutamente continua nel dominio aperto
limitato D, continua nel corrispondente dominio chiuso D e siano per essa soddi-

(12) Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI, 1933, pp. 295-323 ; si veda il n.°9 a pag. 319.
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sfatte le condizioni poste al n.° 1; sia poi qo(l/a:?—}-y?) la funzione corrispondente
per arrotondamento a f(z, ¥). Chiamato ancora C il cerchio del piano (z, y) avente
per centro 'origine delle coordinate ed area uguale alla misura m(D) di D, e

posto, al solito, of dF _ _ e
=5 q=@, P=75 Q=@;

dimostriamo il teorema enunciato nell’introduzione.

Come abbiamo gid avvertito nell’introduzione medesima, supporremo, dap-
prima, che la superficie z=7(z, y) sia poliedrica; indi passeremo al caso generale.

Nell’ipotesi ora detta, poiché 7(z,y) & una funzione determinata, le facce della
nostra superficie poliedrica non saranno mai perpendicolari al piano (z, y).

Detto M il massimo valore di f(z,y) in D e chiamata @Q(z) la misura del-
I'insieme E, dei punti di D ove si ha f(z, y) =2, consideriamo un intervallo (2, 2”)
interno all’intervallo (0, M) e tale che fra e su i piani z=2/, z=2" non vi siano
vertici della superficie poliedri-
ca. Nell’intervallo (¢/,2”) la fun-
zione @(2) & di secondo grado
e sempre decrescente e la sua
derivata @)'(2) & di primo grado
e sempre minore di zero:

Q' (2)<O0.

Dividiamo ora 1 intervallo
(¢,2") in n parti uguali per
mezzo dei punti 2'=2,<2,<2,< ... <z,=2z" e consideriamo una faccia della
superficie poliedrica che sia incontrata dai piani z=z,, 2=2,,, con 0<r<n.
Siano 4B e DC le intersezioni di essa coi piani detti ed o I"area della proie-
zione ABC'D’ di ABCD sul piano z=z,.

Sia inoltre z—=az+ by +c¢ I equazione del piano a cui appartiene la faccia
considerata. Si ha allora 2

R

Ma indicando con a I’angolo (positivo e minore di g) che il piano indicato forma
col piano (z,y), abbiamo

2

cos® a= !
T a1
e quindi sen®a 1
to? q=—- —_—— 1 —02 2
g a cos’a  cosla l=a*+0

Inoltre, dal triangolo AA’E (v. fig. 1) si ha

_AE_ s
A4’ 44"’

dunque

P
far+b ="
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e
—— vy — 27\ AA"(AB 4 D'C'
WIS (257 UL
Ne segue o 2\ AAAB L D' O
(4) = y)(Va2+b2)w=2 w(zr_t;Al Zr) ( 2+ )’

dove il segno 2 & esteso a tutte le facce della superficie poliedrica incontrata
dai piani z2=2;, 2=2,,.
Essendo /() una funzione di z non decrescente, per ipotesi, possiamo ora
applicare alla (4) la (3) ed abbiamo
o 2riy—2) SV (AB+D'C ) v
2w(Va2+b2)w>/’¥’<( e A)AZ(AB—FD’CT)> SLEEERD,
23 5

cioe, osservando che , )
) ZAA(AB+DC) o

e chiamando /(z) la lunghezza dell’intersezione della nostra superficie poliedrica
col piano z=z (Z<z<2"),

Sy (@50 = ((zrﬂ — 2. )+l(2r+1)]) S o.

2 }‘ ]
2 0= Q(2r) — Q(2ry1),

Di qui, poiche &

ofteniamo

Y (Zrps — 29[ Uer) + 1
P e e CICOR CA)

od anche, intendendo che sia, per 2<0, y(z)=vy(—2),
— Uey) + 1 — QG
2 w(Va2 + b2)w > ( (27) + (ZF-H) Q(zr—H) Qe )) [Q(Z ) _ (ZT-H)];

Zrgy — 2r

ovvero,

S plar+ b0 = — (2r—2) y

Si ha percio

n—1
S S TF )0}z — 3 (o — 2y (LT 00, Qe Q) Qe = e,

2 —Z Z —2z
r=0 r=0 1 " s "

(l(zr) + Uzqs) | QErt) — Q(Zr)) Q@rty) — Q)
5 : .

Yy —2r Zrgy — 2,

da cui, detto I’ il dominio aperto che si ottiene proiettando sul piano (z,y) la
parte di superficie poliedrica compresa fra i piani z=2/, z2=2",

[T g ety > — 3, sy ({50 Q) = G Qs 2,
D',.

Zpy — 2 Zppy —2

Passando al limite per » --oc, abbiamo, infine,

P
K

[[wp* +q9dady = — [ w(55) @@
A

2
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Aumentiamo ora progressivamente la distanza fra i piani z=2/, z=2" fino a
farli passare per i vertici pili prossimi della superficie poliedrica. Dette z’, z” le
distanze di questi vertici dal piano (z,y), ¢ D,” il dominio aperto proiezione sul
piano (z, ) della parte di superficie poliedrica compresa fra i piani z=2/, 2=2",
abbiamo =

[[v0p*+g)azay = — [wl o) Q()de.
Dy

Z

E finalmente, sommando un numero finito di queste disuguaglianze, avremo

(%) Iplf]1= [T,U(é(z()z)) Q'(?)dz.

Ora, per la disuguaglianza [*(z) > 47 Q)(z), poiché la v &, per ipotesi, non decre-
scente, per 2>0, si ha

M

©® = vlen) e@=-] e 0w
b
Ma posto @Q(2)=mp? da cui z=¢(p), si ha

”Q
Q'(?)= 2”9 T
e quindi 472Q() Vine®
n Vinto? , ’
(;gz) _ ,2’;9& ' (@) =¢'(0).

Sostituendo nella (6) si ottiene

M 0
; l(2) , om0
0{ 1/)(Q (z)) Q' (2)dz= R[’/’(‘P () 7@ @' (0)do=
R ‘%n R
—2 (e’ (@)ede=| [ w(@'(@))edoda,
0 0 0
ciog, per la (1), »

— [v(50) Q@)= Lolgl.
0

Di qui, tenendo presente la (5), segue

Ip[f1=Io[e]

La (I) del teorema enunciato nell’introduzione & quindi dimostrata nel caso
in cui z=/£(z, ) sia una superficie poliedrica.

6. - Per passare al caso generale, osserviamo anzitutto che, sotto le ipotesi
ammesse, |'integrale Ip[f] & quasi-regolare positivo.
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Infatti (supponendo dapprima che esista anche la derivata seconda ") abbiamo

Y4 /
’Q = P —— )
P e .
Vo F ¢ — _r
v o e, e C
P p g rP+e V=prte P+t
q° " ? ’
Y= s 2% -
pta @+ o)
prq pq ’
Yra= g "= L
(P*+a»°
e quindi e Pt ¢t — | y'y P — )
YorWag — Vo =¥V [ N PR
@+t »*+ ¢
Essendo, per le ipotesi fatte,
v =Z0, p" =0,
segue -
Ypp = 0, YqqZ 0, YppWaq— Wiy = 0

e Pintegrale Ip[f] & quasi-regolare positivo.
Se poi la v” non esiste, per dimostrare che Ip[f] & quasi-regolare positivo
bastera verificare la disuguaglianza (*?)

™ Wil +0) — (B + 6 — (P —p0) == v (ID3+4) —
Vpo +a
—(9—90) - v "(Ip3+ q3) = 0.
VPO
Il primo membro di questa disuguaglianza pud seriversi nella forma
(P + 49 —w(ps+ ) — ”;’"* o _ypir gl v ipi+ad—
»ot (I0
R ) +99

—p2+ @ v (Ipi+ad),
2+ ¢? Vpo +q;

ed essendo sempre | _ppotan + 94 i<1
WV + q‘*"/po-i"q \

=0
il primo membro della (7) risulta sempre

=yl + @) — v B+ @) — 1P + ¢ —IB+ v IPi+ ) —
—{p*+ ¢ —Vpi+ a3} (v (P + @) —v (Ipd+ @)},

(1% Loe. cit. (7), p. 331.
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con Jp2+@* compresa fra Vp‘~’+q2 e Vpi+q:. Per essere v’ mnon decrescente,
I’ espressione ora scritta & sempre >0 e pertanto la (7) & verificata.
Stabilito cosi che I'integrale Ip[f] & quasi-regolare positivo, osserviamo che,

per il lemma IIT del n.° 4, possiamo determinare un polinomio P, tale che sia

|f—P,|<e in tutto D

| Ip[f1—Ip[P.]|<e.
Consideriamo allora una successione di polinomi

PJ (x) ?/), Pﬂ(‘”) ?/)r'"r Bl(xf y);
in guisa che sia g
(8) If(.’l:,"l/)—-Pn(.‘lJ,y)|<-ﬁ

per tutti i punti di D ed inoltre
1
9) | Iplf1—Ip[Pa]| <.

Introduciamo quindi una nuova funzione IT,(z,y) definita in tutto il piano
nella maniera seguente:

Sia IT,(z,y)=0 in tutti i punti (z,y) non di D e nei punti di D nei quali
si abbia 1
Pu(z,y)— ;SO,

e sia Il (z, y) =Pz, y)—}z nei rimanenti punti. Poiché sulla frontiera di D si
ha f(z, y)=0, segue, dalla (8), che in tali punti si ha pure II,(z,y)=0; pari-
menti, per la continuitd di #(z,y), si ha II,(z,y)=0 anche nei punti sufficien-
temente vicini alla frontiera. In tutti i punti di D abbiamo inoltre

1717($7 ?/)Sf(z’ y)

e
1 2
]Iﬂ(z! ?/)>P($7 ‘?/)—-7—2>f(17, :’/)_%7
cioe 5
(10) e, y)—;, <z, y) <1z, y).

Infine, dalla definizione stessa della funzione I7,, segue
(11) Iy[I1,] < Ip[ P,).

Cid posto, costruiamo ancora una superficie poliedrica z=/7,(z,¥y), in guisa
che siano soddisfatte le seguenti condizioni, evidentemente compatibili:
19) | ITu(e, y) —fulz, 9)| < in tutto D;
2°) fu(z, y)=0 sulla frontiera di D,
3°) Ipl[fu]l<Ip[Il]+ ;z
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Ora, dalla (10) si ha 9
| Fulz, ) — ITu(z, ) | <,

e per 1°
P ) 'f(xay)—fn(xy ?/)|<,§1"

Per n—oo si ha quindi £,(z, y) — #(z, ), uniformemente in D. Cosi pure, per 3°),

dalla (11) segue

Dt <In[P)+,
e per la (9) 5
(12) Iplfl<Iplfl+ .

Chiamata ora (pn(ﬂ? —W) la funzione corrispondente per arrotondamento
a fu(z,y), per i risultati del n.o 5 abbiamo

(13) Tol@a] < Inlfa]
Passando al limite per #-—oc, si ha poi
pullz* +9°) — ez +4°)

uniformemente in C. Ma poiche (p(l/52+y3) & assolutamente continua e sono
verificate tutte le condizioni imposte da un teorema del TONELLI (**), si ha la
semicontinuitd inferiore di Io[¢] e quindi

(14) tim Io[pa] = Te[ ).
Allora, per le disuguaglianze (12) e (13), segue finalmente
(15) Ielp] =< Iplf].

La disuguaglianza (I) del teorema enunciato & quindi dimostrata in tutti i casi.

7. - Resta ora da dimostrare che, se la v(2) & funzione crescente, ed escluso
che sia sempre, in D, f(z,y)=0, nella (15) il segno di uguaglianza pud aversi
solo nel caso in cui il dominio D e la superficie z=£(z,y) possono ottenersi
per traslazione da C e dalla superficie z:¢(V551}/3).

Supponiamo, infatti, che D e la superficie z=f(z, ¥) non possano ottenersi
da C e dalla superficie z=<p(ﬁ5:l—?) per semplice traslazione. Possiamo allora
determinare un intervallo (z,,2.) interno a (0, M) ed un 6>0 tali che per n

abbastanza grande e per ogni z di (z,2;) si abbia
l?a(z) >4n Qn(z) + 6?

dove [,(2) e Qu(2) sono le funzioni /(z) e @(2) corrispondenti alla super-

(*) Loe. cit. (7), p. 344.
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ficie 2=/, (z, ¥) introdotta nel numero precedente. Supposto, come & lecito, 6 <1
e considerato un altro numero ¢’ tale che sia

[
142 Vin@o(z)
avremo, a piu forte ragione, per ogni z di (2, 2z),
B(2) > 47Qu(z) + o' + 28 V4x Qu(z1)
ed essendo 0<d'<d<1,
B(2) > 4 Qu(@) + 0 + 20 Y4 Qu(21).
Ma @Q,(2) & funzione di z non crescente, per cui, in tutto (2z,,2.) &

47Q(2) <4nQu(21) ;

0<o'<

© quind (2) > 47Qul) + 8+ 26 320, )
. B(2) > (J4n Qu(2) +0)%,

cioe -

(16) 1,(2) > V47 Q.(2) + &'

Detto I l'insieme dei due intervalli (di cui uno pud anche essere nullo) che
si ottengono da (0, /) togliendovi (z,,2,), per la (16) si ha

M

~[vlgin) e —[v( ) @ WZ—/ (G eroas
0

Ma preso per 2z un valore qualunque ¢ =0 e dato ad @ un incremento 2>0 si ha
t_L-l—k
pla+m) —p(@)=[ v @)z
a
e cosl pure h
(k) —p(0) = v (@)d=.
0
Essendo inoltre y’(2) funzione di # positiva e non decrescente, il valore assunto
in un punto qualunque z di (0,%) & minore o al pilt uguale di quello assunto
nel punto z+a dell’intervallo (a, a+4) e quindi
ath Z‘
/. v/ (2)dz = [ ¢/ (2)dz;
a 0
y(a+h) —w(a) = wh) —y(0)
w(a+h) Zy(a) +{y(h) —w(0)}.

ossia

Si avra percio

'/’ (Vm%f(z() = y) - (%@:zi) + Qf’,(z)) Zv <“07Q(f§z>) + ; ”’(66(7)) —v(0) ; ’
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per cui V. TTW
- [ e [ ade
_[zg '/’( N )) 1p(0)€ Q' (2)dz,
e quindi B
M
(17) —6[ ( n(,z()z)) Qn,(z)dz> [ (V4”(:?(Z;Z)) Qn,(z)dz_

o2 @uterde+vi0) | @r@rde——[ w(h”?«”‘z’ Q' () —
; Q,'(?) . 6 2)

—f #gr) @ )tz — (0 {Qule) — @)}

Essendo w(—2z)=1y(2), possiamo poi scrivere

22

‘ -~ [v(gie) @@= [v(= 2 ) (— @@

21

ed applicando la disuguaglianza di JENSEN (*?),
22 22 s
[—aren— Q)w)/(@@w(Qw)
21 \
v - =)
[(—@./@na: \ f(—a.enas

21 ‘ 21

da cui
Z2

§ [ om(gg) =
v (M) a .
Qe) — @i GE—ee

=< — —— - -—

g

ossia zg
o 8 N\ _ Oep—z)
;[( Q. (2)y (Qn'(z)) dz= § Qu(21) Q;:(Zz)g Y (Qn(zi) — Qm(zg)) .

Da quest’ultima disuguaglianza segue che

/ w( 0 5) @ @dz—p(0) {Qu(z) — Qule) | >
= Q) — Que v (o) —v O

(1%) J. L. W. V. JENSEN: Sur les fonctions converes (Acta Math., T. 30, 1906, pp. 175-193).
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e poiche Qn(21) — Q.(2:) tende, per n— 4+ >, ad una quantitd finita maggiore. di
zero, potremo determinare un numero ¢” >0, tale che, per ogni » abbastanza
grande, si abbia

0'(2a—2)

[Qulz) — Qulea)} v (g ) — w0 >4,

La (17) si scrive pereid

M Mo
() ) s [ (VAT@E) A "
6/ ""(Q;(z) Qi (@)de> 6‘ vty ) @dz+d"
In luogo della disuguaglianza Ip[f,]= Ip[@,] si ha dunque
ID[fn] =z IO[(pn] + 6"
e quindi anche
I[)[f]>/1(y[(p]+(5”
da cui
Ip[f]1>Iol @],

come, appunto, avevamo affermato.
Con questo, il teorema enunciato nell’introduzione & completamente dimostrato.
Trattiamo, ora, qualche caso particolare.

§ 4. - 11 caso y(2)=2""

8. - Un caso particolare di funzione y(2) considerata nel teorema del para-
grafo precedente, si ha per
p@)=2"
con m>%.
Infatti, in questa ipotesi, &
Y (2) =2mzm 4,

1 . . .
ed essendo m= 3 w(2) e y'(2) sono entrambe non decrescenti ed anzi,la prima

di esse & funzione di z sempre crescente. Pertanto, supposte verificate le condi-
zioni poste nell’ enunciato del teorema dimostrato, relativamente alla f(z,y) e

all’ esistenza dell’ integrale [ f(pz—l-q?)mdxdy, abbiamo
b

(18) jj (P + q®)"dady = N (P? + @*)"dzdy.
5
Si noti, infine, che essendo ora w(z) funzione crescente di 2, I'uguaglianza,
nella (18), avra solo luogo (escluso che sia sempre f(z,y)=0), quando il do-
minio D e la superficie z=/7(z, ) possono ottenersi per semplice traslazione dal

dominio C e dalla superficie z=go(l/z‘~’+y2).
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9. - Parimenti, se la funzione y(z) & un polinomio in z* a coefficienti positivi,
integrando termine a termine ed applicando a ciascun termine il risultato prece-

dente, si ha - S P
’ [[wilp* + ¢)dedy = [[ v(5* + @) dudy.

D C
10. - Pit in generale, se &
W)= a2 + b2 + ... + 2P,

. 1 se . .
con m, N,.., p reali e >/§ ed @, b,.., ¢ positiviy abbiamo ancora, integrando

termine a termine, o ; L
’ [ [ w(lp*+ ¢*)dady > [ | w(/D* + ¢*dzdy.
D c

§ 5. - Il caso W(Z)E(cz +zz)m.

11. - Consideriamo adesso un altro caso particolare interessante:
V&) =(+7)",
5 5 N 1
dove ¢ & una costante qualunque ed 7 & un numero reale qualunque, purché > 5

e dimostriamo che, se f(z,y) soddisfa a tutte le condizioni imposte dal teorema
generale dimostrato, e se 1’integrale ’

{[ (02 +p2 4 q?)mdxdy
& finito, si ha ) D
([ (¢ +p*+q)mdady = [[ (¢ +7* + @) dady.
D ¢
Infatti, poiche &
P YE)=(c+2)",
la funzione vy(2), di z, & sempre crescente. Inoltre, essendo
' (2) =2maz(c® +22)" !
1//'” (Z) = Qm(cz + 22)711—1 + 4m(m__ 1)22(02 _I_Z‘z)m~2 —_
=2m(c*+2%)" 2 fe2 422+ 222 (m — 1)} =2m(e* + 22)" 2 { e + 22 (2m —1) },
poiché m = %, si ha sempre
¥()=0,  v"(2)=0.

Sono percio verificate tutte le condizioni richieste dal teorema generale, e quindi &

(19) ([ (¢ +p*+g?yrdady = [[ (> + 52+ @) dady
b o

c
come avevamo asserito.
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Anche in questo caso & da notare che essendo y(2) funzione crescente, nella (19)
si avra il segno di uguaglianza solo quando (escluso che sia sempre 7(z, y) =0)
il dominio D e la superficie z=f(z, y) possono ottenersi per semplice traslazione
del cerchio C e della superficie z—q(j2®+42).

12. - Come al n.° 9, anche ora abbiamo che, se la funzione w(z) & un poli-
nomio a coefficienti positivi in 22, risulta

/_‘/‘w(VCQ +0*+ ) dady > [yl + 5+ ) dady.

D ¢
13. - E piu in generale, se &
w(2) = az®" 4 bz* + ... +c2*P,
. 1 P .
con m, f,.., p reali e Z§ ed a, b,.., ¢ positivi qualunque, abbiamo ancora

]]w%ﬂ PPt ¢)dady > 0 w(le®+p°+ @) dzdy.
D C

Giungiamo poi agli stessi risultati, facendo delle combinazioni lineari a coef-
ficienti positivi di termini di uno dei tipi visti in questo paragrafo, con termini
di uno dei tipi visti nel paragrafo precedente.



