
ANNALI DELLA

SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISA
Classe di Scienze

NICULAE ABRAMESCO
Le mouvement d’une figure plane variable qui reste
semblable à elle même
Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 2e série, tome 1,
no 1-2 (1932), p. 155-164
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1932_2_1_1-2_155_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1932, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1932_2_1_1-2_155_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


LE MOUVEMENT D’UNE FIGURE PLANE VARIABLE

QUI RESTE SEMBLABLE À ELLE MÊME

par NICULAE ABRAMESCO (Cluj).

1. - Introduction. - L’un des plus simples des mouvements des corps défor-
mables est le mouvement d’une figure variable avec conservation de similitude
dans le rapport g qui est une fonction du temps. Dans le cas O =1, on a la
Cinématique classique. Nous étudions le mouvement d’une figure plane variable
qui reste semblable à elle même (1). Nous montrons qu’il existe un centre I

instantané de mouvement (point de vitesse nulle à l’instant t) analogue au centre

(1) Voir ma Note : Sur le mouvement d’une figure plane variable avec conservation de
similitude. Comptes Rendus, t. 192 (1931), pp. 918-920.
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instantané de rotation pour une figure de forme invariable. Ce mouvement est
déterminé par trois points guides A, B, C, et le centre I est le point commun
aux trois cercles circonscrits aux triangles formés par chacun des côtés AB,
, BC, CA avec les tangentes aux trajectoires de ses extremités. Les lignes de
courant sont des spirales logarithmiques, et les droites qui coupent, à un instant

donné, sous un angle constant v, donné par la ligne de courant à ce moment,
les trajectoires de divers points de la figure en mouvement, concourent au centre I.

La base et la roulante, les courbes lieux du point I sur le plan fixe et sur
le plan de la figure mobile, sont tangente en I, et les vitesses du point I sur
cettes courbes sont dans le rapport de similitude o.

Nous trouvons les composantes de l’accélération du point M de la figure
mobile, sur IM, sur la perpendiculaire à IM et la troisième composante qui fait

l’angle v avec la tangente à la base.

On obtient les projections de l’accélération sur la tangente en M (qui fait

l’angle v avec IM), sur la normale en M; on trouve un cercle des inflexions

-- -----------
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tangent à la base en I, un centre des accélérations. Enfin, nous donnons une
méthode géométrique simple pour la construction du centre de courbure en M
à la courbe décrite par M.

2. - Les équations du mouvement. - x0y étant le plan fixe et le

plan de la figure mobile, les équations du mouvement sont

sont fonctions de 0, et 8 dépende du temps t.

D’où

De (1), on a

Observant (1), on obtient

ou

3. - Centre instantané de mouvement. - Le point de vitesse nulle, le centre
instantané de mouvement I, a sur le plan fixe les coordonnées X, Y, données par

D’où

Retranchant de (3) les équations (4) multipliées par m, on a
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Il résulte que la vitesse du point y) est la résultante : 10 d’un dépla-
cement, provenant d’une rotation, w, autour du centre I(X, Y) ; 20 d’un dépla-
cement, provenant d’une amplification, k, qui est une déformation pure.

Les lignes de courant sont données par l’équation différentielle

ou

Posant x-X=xo, y- Y=yo, c’est-à-dire déplaçant les axes Ox, Oy en I(X, Y),
l’équation différentielle devient

et intégrant, on a log (z§ arc tg y0 + const. Posant x, =r cos 99, y° =r sin cp,x0

r=IM, on obtient

ce qui montre que les lignes de courant sont des spirales logarithmiques.
Donc, l’angle v formé par la tangente en M à la courbe (M) décrite par M

avec 7M est donné par tg v=r : dr 1- ° , (-0 do Par conséquent, les droitesw z é de

qui coupent, à l’instant t, sous un angle constant v, trouvé plus haut, les
trajectoires de divers points de la figure en mouvement, concourent au
centre instantané 1.

4. - Interprétation géométrique du mouvement. - I. On peut obtenir les

mêmes résultats par des considérations géométriques. En effet, AB et .4,B,
étant deux droites homologues des figures semblables F et Fi, désignons par P
l’intersection des droites AB et A,B1. I étant le point commun aux cercles PAAI,
PBBI, on voit que les triangles IAB, I-4,B, sont semblables. Désignant par Q
l’intersection des droites .4A,, BBI, il résulte que le point I est aussi à l’in-

tersection des cercles QAB, QA,BI et que ce point est le point de MIQUEL du
quadrilatère ABBiAl. Cela posé, soit A C un élément rectiligne de la figure F
et construisons, dans la figure Fs, le point Ci, y tel que les triangles IA C, IA~ Ci
soient semblables. Alors, et donc le

point Ci est dans la figure Fi l’homologue de C de la figure F. On passe donc
de C à Cs, donnant au segment IC une rotation autour de I, d’un angle

et amplifiant ce segment dans le rapport 
=IA : IAi =const. Procédant de la même manière, on peut construire tous les

points de la figure Fs, homologues des points de la figure F, et l’on voit que
le point I est le point double des figures F et Fi. On passe donc de la figure F
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à la figure Fi, avec une rotation d’un angle autour du point I et une ampli-
fication dans un rapport constant. I est le centre instantané des deux figures.

II. Considérons à présent une figure F variable, qui reste semblable à elle

même. Soient (A), (B), (C) les courbes -décrites par trois points guides A, B, C
de la figure F. étant la position infiniment voisine du triangle ABC, les
droites AAI, BBI, CCi tendent vers les tangentes en A, B, C aux courbes (A),
(B), (C). Le point double I, le centre instantané de mouvement, au moment con-
sidéré en ABC, est à l’intersection des cercles circonscrits aux triangles formés
par chacun des côtés AB, BC, CA avec les tangentes aux trajectoires (A), (B),
(C) de ses extremités.
M et Mi étant deux points homologues des figures .~’ et Fi, on voit que

les angles IMMs=IAA1=const.=v; MM,, AA, tendent vers les tangentes MT,
AS en M et A aux courbes (M), (A) décrites par M et A. Donc, les angles
IMT=IAS=const., et par conséquent la tangente en un point M de la figure F,
à la courbe décrite par M, fait un angle constant avec la droite IM ; ou, les

droites qui coupent à l’instant t, sous un angle constant, convenablement choisi,
les trajectoires des divers points de la figure en mouvement, concourent au
point L On peut de même construire la tangente (2) en un point M de la fi-

gure F, à la courbe (M). Les lignes de courant au moment t, ou les courbes
tangentes en M aux courbes (M), sont telles que la tangente en M fait un angle
constant avec le rayon vecteur IM et donc sont des spirales logarithmiques.

III. Le point I étant aussi à l’intersection des cercles et PBB1, et
comme P tend vers le point y de contact de AB avec son enveloppe ( y), on
voit que le centre instantané I de mouvement, au moment considéré, est le point
de rencontre des cercles passant par y et tangents respectivement en A et B

aux courbes (A) et (B). AS étant la tangente en A à (A), on voit que les

angles IyA =IAS et donc le point de contact y d’une droite AB avec son enve-
loppe est l’intersection de cette droite avec celle menée par I telle que l’angle
IyA = IAS, AS étant la tangente en A à (A).

5. - Base et roulante. - Les coordonnées Yi) du point I sur le plan
mobile sont données par (2) où nous remplaçons x, y avec X, Y; on a

Le point I(X, Y) décrit sur le plan fixe la base (T), et sur le plan mo-
bile I(Xi, Yi) décrit la roulante (FI), leurs équations étant données par (5) et (9).

(2) Voir, pour une autre méthode, MANNHEIM : Principes et développements de Géométrie
cinématique, p. 15, 1894.
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Les projections sur les axes fixes de la vitesse de I sur la base (T) sont ob-
tenues de (5),

Les projections sur les axes mobiles de la vitesse de I sur la roulante 
sont données par (9),

Les projections de la même vitesse sur les axes fixes sont

Opérant sur les rélations (11), on trouve pour les projections

Remplaçant 03BE,~ par leurs valeurs (6), on obtient

Comparant avec les relations (10), il résulte

c’est-à-dire, les projections sur les axes fixes des vitesses du point I sur la

base (I) et la roulante (Ti) sont proportionnelles dans le rapport ~O. Donc la

base et la roulante sont tangentes au centre instantané de mouvement I et les
vitesses du point I sur ces courbes sont dans le rapport e.

EXEMPLE. - Considérons le mouvement de la figure variable, avec conser-
vation de similitude, à laquelle appartient la droite BC passant par le point
fixe A de la bissectrice de l’angle donné xOy, qui rencontre les côtés de l’angle
en B et C. L’enveloppe de BC étant le point A, les courbes décrites par B et C
étant Ox et Oy, le centre instantané de mouvement est à l’intersection des cercles
passant par A et tangents respectivement en B et C aux droites Ox et Oy.
Le lieu du point I, la base, est une quartique piriforme (3), symétrique par
rapport à la bissectrice de l’angle ayant en 0 un point de rebroussement,
tangente aux côtés de l’angle, passant par le symetrique de 0 par rapport à A

(3) Considérée par WALLIS, étudiée par OSSIAN BONNET (Nouvelles Annales, 1884),
BROCARD (1880), et, dans notre cas particulier, par HUYGENS (1657) (voir GOMES TEIXEIRA :
Traité des courbes spéciales remarquables, t. I, Coïmbre, 1908, p. 289).
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où la tangente est perpendiculaire à la bissectrice. L’angle BIC= BIA + AIC=
étant droit, I appartient au cercle OBC, qui est

la roulante. En cherchant l’enveloppe de ce cercle, on trouve la base, la quar-
tique piriforme. Cette courbe peut être obtenue aussi comme la podaire d’une
hyperbole equilatère par rapport à un de ses sommets.

6. - L’accélération d’un point de la figure mobile. - I. Les projections de
la vitesse d’un point y) étant données par (7), celles de l’accélération sont

À l’instant t on peut prendre comme nouvelle origine le point I(X, Y), comme
axe des x la tangente en I à la base et comme axe des y la normale en I.

Dans ces conditions, on a X==0, Y=0, étant l’arc de la base.
dt dt

Observant (7) et (12), on déduit

Remplaçant on trouve

Désignant par r eut 99 les coordonnées polaires de M, on a x=r cos y =-- r sin q,
la spirale logarithmique la courbe de courant en M a l’équation (8) T=elcp, et

l’angle v de la tangente en M avec IM est donné par

Les formules (13) deviennent

ce qui montre que l’accélération du point M est la somme de trois composantes :
la première MA dirigée sur IMA de grandeur q · r= q IM; la deuxième MB
dirigée sur la perpendiculaire sur MA (l’angle AJIB en sens direct) de

Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa. 11
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grandeur p - 7’=~ . IM; la troisième composante y ayant comme projections
sur les axes est parallèle à la droite I W située dans l’angle xIy,

telle que tg, donc cette troisième com-

posante de l’accélération de M est dirigée en sens contraire sur la droite qui
fait l’angle v avec la tangente à la base, et de grandeur

II. On trouve aussi un point d’accélération nulle, de coordonnées

données par (13)

En retranchant ces équations de (13), on a

Donc, l’accélération d’un point M(x, y) est la résultante : 1° d’un déplacement
provenant d’une rotation p autour du centre d’accélération, le point d’accélé-
ration nulle (X’, Y’) ; 20 d’un déplacement provenant d’une amplification q ; une
opération analogue à celle avec conservation de similitude, qui a eu lieu pour
la vitesse, aussi comme l’accélération.

7. - Les projections de l’accélération sur la tangente et sur la normale à la
courbe décrite par un point. - On voit que la tangente JIT en M à la courbe 
fait avec la droite IMA l’angle v, IIVlA fait avec Ix l’angle 99, donc l’angle de MT
avec Ix est v + g. Comme le prolongement de MC avec Ix fait l’angle v, il résulte
que l’angle de CM (prolongement de MC) avec MT est g. Donc, les projections
de l’accélération du point y) sur la tangente MT en M et sur la normale MN
(dirigée vers le centre de courbure) sont

Comme les projections de

l’accélération sur la tangente lVIT et la normale MN sont
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8. - Le cercle des inflexions. - Les projections de l’accélération de M(x, y)
sur les axes Ix, Iy étant données par (13) et celles de la vitesse de M étant

données par (7) où l’on fait X=o, Y=0, sont

La composante normale yn de l’accélération est nulle quand l’accélération est
parallèle à la vitesse, donc les paramètres directeurs proportionnels,

D’où

donc le lieu des points M, où l’accélération normale est nulle, est un cercle

tangent en I à la base. C’est le cercle des inflexions, car la composante normale
p-2

de l’accélération étant v , V étant la vitesse et R le rayon de courbure en M,
on voit que dans ce cas M est un point d’inflexion.

On peut voir aussi que le lieu des points dont l’accélération normale est nulle
est le cercle des inflexions

obtenu en égalant à 0 la composante 7,,, donnée par (15). Le diamètre de ce

cercle est sur la normale en M et a pour valeur J D étant le

point d’intersection de ce cercle avec on a

De même, le lieu des points pour lesquels l’accélération tangentielle yt=0,
est le cercle

tangent en I à la normale à la base. Le centre d’accélération est le point d’in-
tersection de ces cercles.

9. - Le centre de courbure à la courbe décrite par un point de la figure
mobile. - La vitesse V du point M est donnée par (16),

2
L’accélération normale étant R R= u le rayon de courbure en M, on a



164

où remplaçant y2, on obtient

Observant (17), on trouve

E étant le point sur IlVl’, tel que DM, et D le point d’intersection du
cercle des inflexions de diamètre IG (IG perpendiculaire à la tangente Ix à la

base en I ) avec 
En prenant sur MI le point v tel que la relation (18) devient

et donc pour construire le centre de courbure p sur la normale en M, il faut

trouver le point v sur IM donné par la relation (19).
Nous suivrons une méthode analogue à celle employée par POINCARÉ (4).

Soient H l’intersection de avec la parallèle menée par I à GE, v le point
de rencontre de IM avec la parallèle de H à IG. Les triangles semblables MIG,
MVH et MHI donnent

D’où

et donc Mv est connue.

Prenons sur la normale en M (perpendiculaire sur la tangente en M, qui
fait l’angle -v avec IM) la longueur et l’on a IM2=Mfl8 EM; donc fl
est le centre de courbure en M à la courbe (M) décrite par ce point.

On voit que dans le cas on retrouve la Cinématique classique.
~ 

(4) POINCARÉ : Cinématique et Mécanismes, Potentiel et Mécanique des fluides (1899), p. 51.


