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LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE VARIABLE
QUI RESTE SEMBLABLE A ELLE MEME

par NICULAE ABRAMESCO (Cluj).

1. - Introduction. — L'un des plus simples des mouvements des corps défor-
mables est le mouvement d'une figure variable avec conservation de similitude
dans le rapport ¢ qui est une fonction du temps. Dans le cas p=1, on a la
Cinématique classique. Nous étudions le mouvement d’une figure plane variable
qui reste semblable & elle méme (). Nous montrons qu’il existe un eentre I
instantané de mouvement (point de vitesse nulle & I'instant £) analogue au centre

(1) Voir ma Note: Sur le mouvement d’une figure plane variable avec conservation de
stmilitude. Comptes Rendus, t. 192 (1931), pp. 918-920.
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instantané de rotation pour une figure de forme invariable. Ce mouvement est
déterminé par trois points guides 4, B, C, et le centre I est le point commun
aux trois cercles circonscrits aux triangles formés par chacun des cdtés 4B,
_BC, CA avec les tangentes aux trajectoires de ses extremités. Les lignes de
courant sont des spirales logarithmiques, et les droites qui coupent, & un instant
donné, sous un angle constant », donné par la ligne de courant & ce moment,
les trajectoires de divers points de la figure en mouvement, concourent au centre I,

La base et la roulante, les courbes lieux du point I sur le plan fixe et sur
le plan de la figure mobile, sont tangente en I, et les vitesses du point I sur
cettes courbes sont dans le rapport de similitude .

Nous trouvons les composantes de laccélération du point M de la figure
mobile, sur IM, sur la perpendiculaire & IM et la troisitme composante qui fait

~

langle » avec la tangente & la base.
On obtient les projections de l'accélération sur la tangente en M (qui fait
Pangle v avec IM), sur la normale en M; on trouve un cercle des inflexions
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tangent & la base en I, un centre des accélérations. Enfin, nous donnons une
méthode géométrique simple pour la construction du centre de courbure en M
a la courbe décrite par .

2. - Les équations du mouvement. — Oy étant le plan fixe et z,0,y, le
plan de la figure mobile, les équations du mouvement sont

Z=a+ (2, cos 6—y, sin 6),

1 .
@ y =P+ o(z,sin 6+y, cos 0),
ol a, B, o sont fonctions de 6, et 6 dépende du temps ¢.
Dot 1 1
Ty= - (x—a) cos 0+ ~(y—/3) sin 6,
&)
Y= — —(x a) sin 0+ - (y pB) cos 6.
De (1), on a
%f:[gz (xi cos —y, sin 0) + o (—z, sin 0 —y, cos 6)] 7
Z?t/ {dﬂ (av1 sin 04y, cos 0) + o (z, cos 0—y, sin 6)]

Observant (1), on obtient

%=E%%@—w@—w—M@
% {d9+;(y '3) (”_a)]w, w=2—f,

ou dz do adp z do
®) wn Y=g [do cao TPy g de]w’
d d, a
(@, y) = ?tl [dg ga“; ate I o }

8. - Centre instantané de mouvement. — Le point de vitesse nulle, le centre
instantané de mouvement 7, a sur le plan fixe les coordonnées X, Y, données par

d d 1d

@ o :d§+ﬁ Y+X>-§ 0,
d d d
d—g—gd—g—-oz+X+Y1 2 _—o.

D'out
(5) X=a_§) Y=I3+"],
a4 p _a—=p1 , __da , dp __1de
©) S_TIle ﬂ—my a=o ﬁ=3@, l-agf-

Retranchant de (3) les équations (4) multipliées par w, on a
d
@, y)= g = —G—T)o+@—X)k
v@y%~——@ X)o+@y—-Y)k, k=

)

1de
odt’
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Il résulte que la vitesse du point M(z,y) est la résultante: 1° d’'un dépla-
cement, provenant d’une rotation, w, autour du centre I(X, Y); 2° d'un dépla-
cement, provenant d’une amplification, %, qui est une déformation pure.

Les lignes de courant sont données par 'équation différentielle

dz__ dy dz _ dy
wz,y) vz, y)’ —@y—Yo+@E@—X @E—X)o+y—Y)k

ou dz dy

Te—hie—x e—nte—nr Fle

Posant £ — X=2,, y — Y=y, c'est-d-dire déplagant les axes Oz, Oy en I(X, Y),
Péquation différentielle devient

dz, @y,

—?/o"}‘lﬂ'o_.zo"l‘l?/o’

et intégrant, on a log Jz2+y2=1- arc tg % + const. Posant zo=7 cos ¢, yo=rsing,
0

r=IM, on obtient
(8) Pr= el(‘l’_lpo)’

ce qui montre que les lignes de courant sont des spirales logarithmiques.

Done, I'angle v formé par la tangente en M i la courbe (M) décrite par M

, d 1 d , .
avec M est donné par tg v=r: (é)} =7= 5, o= d—g. Par conséquent, les droites
qut coupent, a Uinstant t, sous un angle constant v, trouvé plus haut, les
trajectoires de divers points de la figure en mouvement, concourent au

centre instantané I.

4. - Interprétation géométrique du mouvement. — I. On peut obtenir les
mémes résultats par des considérations géométriques. En effet, AB et 4,B,;
étant deux droites homologues des figures semblables F' et F,, désignons par P
Pintersection des droites 4B et 4,B,. I étant le point commun aux cercles PAA4,,
PBB,, on voit que les triangles 74 B, I4,B, sont semblables. Désignant par @
I'intersection des droites 44,, BB,, il résulte que le point 7 est aussi a lin-
tersection des cercles QAB, QA,B, et que ce point est le point de MIQUEL du
quadrilatere ABB;A,. Cela posé, soit 4AC un élément rectiligne de la figure F
et construisons, dans la figure F), le point C,, tel que les triangles 7AC, 14,C,
soient semblables. Alors, 4C:4,C,=I4:I4,=AB:A,B,=const., et donc le
point C) est dans la figure F, 'homologue de C de la figure F. On passe done
de C a (,, donnant au segment IC une rotation autour de I, d’un angle
CIC, = AIA,=const, et amplifiant ce segment dans le rapport IC:IC,=
=JA :IA,=const. Procédant de la méme maniére, on peut construire tous les
points de la figure F,, homologues des points de la figure F, et Ion voit que
le point 7 est le point double des figures F et F,. On passe donc de la figure F



qut reste semblable o elle méme 159

a la figure F,, avec une rotation d’un angle autour du point 7 et une ampli-
fication dans un rapport constant. I est le centre instantané des deux figures.

II. Considérons a présent une figure F variable, qui reste semblable a elle
méme. Soient (4), (B), (C) les courbes -décrites par trois points guides 4, B, C
de la figure F. 4,B,C, étant la position infiniment voisine du triangle 4 BC, les
droites AA4,, BB, CC, tendent vers les tangentes en 4, B, C aux courbes (4),
(B), (C). Le point double I, le centre instantané de mouvement, au moment con-
sidéré en ABC, est & lintersection des cercles circonscrits aux triangles formés
par chacun des cotés AB, BC, CA avec les tangentes aux trajectoires (4), (B),
(C) de ses extremités.

M et M, étant deux points homologues des figures F' et F,, on voit que
les angles IMM,=IAA,=const.=v; MM,, AA, tendent vers les tangentes M7,
AS en M et A aux courbes (M), (4) décrites par M et A. Done, les angles
IMT=1IA48S=const., et par conséquent la tangente en un point M de la figure F,
a4 la courbe décrite par M, fait un angle constant avec la droite IM; ou, les
droites qui coupent & l'instant £, sous un angle constant, convenablement choisi,
les trajectoires des divers points de la figure en mouvement, concourent au
point 1. On peut de méme construire la tangente (*) en un point M de la fi-
gure F, a la courbe (M). Les lignes de courant au moment £, ou les courbes
tangentes en M aux courbes (M), sont telles que la tangente en M fait un angle
constant avec le rayon vecteur IM et donc sont des spirales logarithmiques.

II1. Le point I étant aussi a l'intersection des cercles PAA, et PBB,, et
comme P tend vers le point y de contact de 4B avec son enveloppe (y), on
voit que le centre instantané 7 de mouvement, au moment considéré, est le point
de rencontre des cercles passant par y et tangents respectivement en 4 et B
aux courbes (4) et (B). AS étant la tangente en 4 a (A4), on voit que les
angles Iy4d=1IAS et donc le point de contact y d’une droite 4B avec son enve-
loppe est lintersection de cette droite avec celle menée par I telle que l'angle
IyA=1IAS, AS étant la tangente en 4 a (4).

B. - Base et roulante. — Les coordonnées (X, ¥,) du point I sur le plan
mobile sont données par (2) ol nous remplagons z, ¥ avec X, ¥; on a

Xi=— £ cos 0+ 2 sin 6,
(9) e e

leé sin 6+ 2 cos 6.
e e

Le point I(X, Y) décrit sur le plan fixe la base (I'), et sur le plan mo-
bile I(X,, Y,) décrit la roulante (I,), leurs équations étant données par (5) et (9).

(®) Voir, pour une autre méthode, MANNHEIM : Principes et développements de Géométrie
cinématique, p. 15, 1894.
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Les projections sur les axes fixes de la vitesse de I sur la base (I') sont ob-
tenues de (5),

’ 4 de
(10) ==&,

dY _(df | dn\do
dt )

dt \d0 " db)ad:’
Les projections sur les axes mobiles de la vitesse de I sur la roulante (/)
sont données par (9),

(11) %—( Ecos9_|_ teo 0089+§sm9-|——sm9——»95m9+ cose)dt'
‘Z—IZ‘ (isme——,g s1n6+—cos@+—0059——>9 cos 6— -~ Sm9>d0

Les projections de la méme vitesse sur les axes fixes sont

80X, _dX, 6——Ysm0 oY, _dX,

dt  dt dt g = a S0+ —COS 0.

Opérant sur les rélations (11), on trouve pour les projections

d 0
= (—entre),  P=Le-mity),  0=5

Remplacant & # par leurs valeurs (6), on obtient
8X, Y,

M= l(—era),  TE=Z ).
Comparant avec les relations (10), il résulte

dx 68X, dY 3y,

at =0 7R a7 =0 dt !
c’est-d-dire, les projections sur les axes fixes des vitesses du point I sur la
base (I') et la roulante (I7) sont proportionnelles dans le rapport g. Done la
base et la roulante sont tangentes au centre instantané de mouvement I et les
vitesses du point 7 sur ces courbes sont dans le rapport o.

EXEMPLE. - Considérons le mouvement de la figure variable, avec conser-
vation de similitude, & laquelle appartient la droite BC passant par le point
fixe A de la bissectrice de l'angle donné 2Oy, qui rencontre les cotés de l'angle
en B et C. L’enveloppe de BC étant le point 4, les courbes décrites par B et C
étant Oz et Oy, le centre instantané de mouvement est & l'intersection des cercles
passant par A4 et tangents respectivement en B et C aux droites Oz et Oy.
Le lieu du point I, la base, est une quartique piriforme (%), symétrique par
rapport & la bissectrice de l'angle Oy, ayant en O un point de rebroussement,
tangente aux cotés de langle, passant par le symetrique de O par rapport & A

(®) Considérée par WaLLIs, étudiée par OssiAN BonNNET (Nouvelles Annales, 1884),
BroCARD (1880), et, dans notre cas particulier, par HuYGENS (1657) (voir GOMES TEIXEIRA :
Traité des courbes spéciales remarquables, t. I, Coimbre, 1908, p. 289).
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ol la tangente est perpendiculaire a la bissectrice. L'angle BIC=BIA + AIC—=
=ABO+ ACO= X z0y=90°, étant droit, I appartient au cercle OBC, qui est
la roulante. En cherchant I'enveloppe de ce cercle, on trouve la base, la quar-
tique piriforme. Cette courbe peut étre obtenue aussi comme la podaire d’une
hyperbole equilatére par rapport & un de ses sommets.

6. - L’accélération d'un point de la figure mobile. — I. Les projections de
la vitesse d’'un point M(z,y) étant données par (7), celles de l'accélération sont

d? , , d ax
F——0y—Y)— w +w—+k(x—X)+lc-£—k—dt,
(12) d? d ay
7 x J
aw —0@—X)tog —“’m +k(?/~Y)+’“th—"’E-

A linstant ¢ on peut prendre comme nouvelle origine le point (X, Y), comme
axe des z la tangente en I a4 la base et comme axe des y la normale en I

Dans ces conditions, on a X=0, Y=0, ‘?: Z—f, S étant Parc de la base.
Observant (7) et (12), on déduit
d’z , das
ﬁ——wy+kz w -l—k Ica,
d%y , , dz dy das
dz dy
Remplacant == — oy + kz, 73 =wz+ky, on trouve
d.-
e ——py+qr—k

(13) .

a2y . d_b
e =pr+gy—w a’
p=0"+2kw, g=k +k— o’

Désignant par 7 et @ les coordonnées polaires de M, on a =7 cos ¢, y =7 sin g,
la spirale logarithmique la courbe de courant en M a l'équation (8) r=el?, et
I'angle v de la tangente en M aveec IM est donné par

1

. dr\__ o _1de
tg'v—r.(@)—l, k=lo, k=

1de
odt’

Les formules (13) deviennent

d%

o — —Prsing+qrcos g— Ic
(14)

d? ds

Y .
S —Pr cos p+qrsing—o =,

ce qui montre que Paccélération du point M est la somme de trois composantes :

la premiére MA dirigée sur IMA de grandeur q - r=gq - IM; la deuxiéme MB
dirigée sur la perpendiculaire MB sur MA (langle AMB en sens direct) de

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 11
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grandeur p - 7 ~p « IM; la troisitme composante JTC, ayant comme projections

sur les axes Ic E’ —w Z—f, est parallele a la droite IW située dans 'angle zly,
das

telle que tg zIW= (w %):(lc Z—f)=%’=%=;=tgv; done cette troisieme com-

posante de laccélération de M est dirigée en sens contraire sur la droite qui

fait I'angle v avec la tangente 4 la base, et de grandeur l/lcz-}—m2 S

II. On trouve aussi un point d’accélération nulle, de coordonnees

X,=pw+qkd_S y__ 90 —kp a8
p*+ ¢ at’ P +¢ at’

données par (13)
PV +gX —k D =0,  pX 49V —0% 0.
En retranchant ces équations de (13), on a

d ) 7
= —ply—Y)+qz—X"),

dy

s —p@E—X")+q@y—Y).

Done, l'aceélération d'un point M(z, y) est la résultante: 1° d’'un déplacement
provenant d’'une rotation p autour du centre d’accélération, le point d’accélé-
ration nulle (X', Y”’); 2° d’'un déplacement provenant d’une amplification ¢; une
opération analogue a celle avec conservation de similitude, qui a eu lieu pour
la vitesse, aussi comme l’accélération.

7. - Les projections de I'accélération sur la tangente et sur la normale i la
courbe décrite par un point. — On voit que la tangente /7" en M a la courbe (M)
fait avec la droite JMA I'angle v, IMA fait avec Iz I'angle ¢, donc I'angle de M7
avec Iz est v+ ¢@. Comme le prolongement de MC avec Iz fait angle v, il résulte
que Pangle de CM (prolongement de MC) avee MT est ¢. Done, les projections
de Paccélération du point M(z, y) sur la tangente M7 en M et sur la normale MN
(dirigée vers le centre de courbure) sont

JifT, y¢=qr cos v+ pr sin v— Vlc2+m2 _é' cos @,

JITN, yn= —@qr sin v+prcos'v+}/k2+w2 “Ssmgo

1 ®
Comme tgv=;=-, sinv=-———, cosv= les projections de
g l k ’ VCO + ]C" ) V B k‘,l p ]
Paccélération sur la tangente MT et la normale MN sont
_protek e
"= s r—Yw?+k 2z 08 @,

(15)

— &
Pn= —V—Wj—?;— r+f-2+k2 —sin ¢.
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8. - Le cercle des inflexions. — Les projections de Vaccélération de M(z, y)
sur les axes Iz, Iy étant données par (13) et celles de la vitesse de M étant
données par (7) o Von fait X=0, Y=0, sont

dz

(16) — = —yw+kz,

dy
P — =wz+ky.

dt

La composante normale y, de l'accélération est nulle quand I'accélération est
parallele & la vitesse, donc les paramétres directeurs proportionnels,

das ds
—py+qz—k5_m+qy——w§
—wyt+kz = wzthy
Do pE: +w2 dS
2+ y*— o —Tp - y=0,

done le lieu des points M, oli laccélération normale est nulle, est un cercle
tangent en I & la base. C’est le cercle des inflexions, car la composante normale

de Paccélération étant %2, V étant la vitesse et R le rayon de courbure en M,

on voit que dans ce cas R —oo, M est un point d'inflexion.
On peut voir aussi que le lieu des points dont I'accélération normale est nulle
est le cercle des inflexions 0412 ds
qo — kp dt

— sin g,

obtenu en égalant & 0 la composante y, donnée par (15). Le diameétre de ce
w?+ k% dS

cercle est sur la normale en M et a pour valeur IG= g0 —Tp dt D étant le
point d’intersection de ce cercle avec IM, on a
wz—i—
17) ID=IG@ sin P= o —tp dt 5 sin @.
De méme, le Lieu des points pour lesquels laccélération tangentielle y;=0,
est le cercle _ ok dS
oS @,
pw —|— kq dt

tangent en 7 a4 la normale & la base. Le centre d’accélération est le point d’in-
tersection de ces cereles.

9. - Le centre de courbure a la courbe décrite par un point de la figure
mobile. — La vitesse ¥V du point M est donnée par (16),

V= (Zf) +(g??/)2= (—wy +k2)* + (02 + ky)* = (2* + y*) (&* + w?),

V2=(Ia2 w2)L_M2=(Ic2 + w?)rd.
L’accélération normale étant — R-—M,u le rayon de courbure en M, on a

£ V2 —go+k
7 =n §=—V%r+}/w2+k2——sm 12
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ol remplagant 7?2, on obtient

k4 0¥ —qo+kp o>+ Kk dS .
B Yot ( - —Smgv)'

qo — kp dt
Observant (17), on trouve

7'—2=M(r—ID),

@+ 1)t
IM> =My - m(IM—ID), —m——92T%
(we +k2)2’
18). IM*~Mu-EM, EM—m- DM,

E étant le point sur IM, tel que EM=m - DM, et D le point d’intersection du

cercle des inflexions de diameétre IG' (IG perpendiculaire & la tangente Iz a la

base en I) avee IM.
En prenant sur MI le point » tel que My=Mu, la relation (18) devient

(19) IM?—My - EM,

et done pour construire le centre de courbure u sur la normale en M, il faut
trouver le point » sur IM donné par la relation (19).

Nous suivrons une méthode analogue & celle employée par POINCARE (*).
Soient H lintersection de G'M avec la parallele menée par I & GE, » le point
de rencontre de IM avec la parallele de H & IG. Les triangles semblables MIG,

MvH et MGE, MHI donnent

MI_MG MG _ME
My MH’ MH MI®
Dol
MI ME
J—Tf—;’:E’ MI2=ME'M‘V,

et donc My est connue.

Prenons sur la normale en M (perpendiculaire sur la tangente en M, qui
fait Pangle v avec IM) la longueur Mu= My et Yon a ITII_2=M,u « EM; done u
est le centre de courbure en M & la courbe (M) déerite par ce point.

On voit que dans le cas o=1, on retrouve la Cinématique classique.

() POINCARE : Cinématique et Mécanismes, Potentiel et Mécanique des fluides (1899), p. 51.



