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GIOVANNI SANSONE

Nulle divisioni regolard dello Spasio perholieo

IN

POLIEDRI REGOLART [ IN TETRAEDRI

TESI DI LAUREA






PREFAZIONE

E noto per le ricerche di Poincaré !) che il problema di co-
struire i gruppi discontinui di sostituzioni lineari sopra una varia-
bile complessa equivale a quello della divisione regolare dello spazio
iperbolico in poliedri elementari congruenti. Lo studio di questi
grappi da quindi luogo a due diverse questioni, e ciod: 1.° Definito
aritmeticamente il gruppo cercare la divisione corrispondente dello
spazio; 2.° Data una divisione regolare dello spazio trovare la de-
finizione aritmetica del gruppo corrispondente.

Nel presente lavoro mi propongo di trattare quei casi particolari
della seconda questione in cui i poliedri congruenti che effettuano
la divisione della spazio iperbolico sono poliedri regolari o tetraedre.

Ho diviso per questo il mio lavoro da due parti: Nella prima
che tratta la divisione dello spazio iperbolico in poliedri regolari,
espongo per i gruppi relativi al tetraedro e all’ottaedro regolare i
resultati oftenuti dal professore L. Bianchi in due sue memorie 2).
Trovo poi la costituzione aritmetica del gruppo del cubo e in parte
quella del dodecaedro regolare a vertici propri 3).

1) Sur les groupes Kleinéens. Acta Mathem. Bd. 3.

?) Sulle divisioni regolari dello spazio non-euclideo in poliedri regolari.
Atti Accademia Lincei, 1893.

Sui gruppi di sostituzioni lineari corrispondenti alle divisioni dello
spazio non-euclideo in tetraedri e ottaedri regolari. Atti Ace. Lincei, 1909.

%) La costruzione geometrica del dodecaedro trovasi nella prima delle
memorie citate dal Prof. L. Bianchi.
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La seconda parte ha per iscopo di trovare tutte le divisioni
regolari dello spazio iperbolico in tetraedri elementari congruenti, e
di definire aritmeticamente i gruppi propriamente discontinui cor-
rispondenti.

Ho da considerare evidentemente cinaue tipi di divisione se-
condo il numero dei vertici propri ed impropri che effettnano le
division1 in discorso. Corrispondentemente a questi cinque tipi ho
diviso la trattazione della 2.2 parte in cinque capitoli. Per quasi
tutti i gruppi corrispondenti alle divisioni in tetraedri con almeno
un vertice improprio, ho trovato la costituzione aritmetica dei gruppi
corrispondenti. In un ulteriore lavoro mi propongo di determinare
la costituzione aritmetica dei gruppi corrispondenti ai due dode-
caedri regolari e alle divisioni in tetraedri con vertici propri.

Per determinare il gruppo corrispondente ad una data divisione,
Jdo ad essa una conveniente orientazione. Con cio non si toglie
nessuna generalita alle ricerche, perche i gruppi corrispondenti ad
una determinata specie di divisione sono 1’uno trasformato del-
l’altro con un opportuno movimento di 1.» 0 2.2 specie. Trovo allora
le sostituzioni corrispondenti alle riflessioni sulle facce della cella
che voglio assumere come fondamentale del gruppo I'; da costruire,
e indago quali sono le leggi aritmetiche comuni cui soddisfano i
coefficenti delle suddette sostituzioni, leggi che perd debbono va-
lere anche per le sostituzioni ottenute da esse componendo con la
ben nota regola. Trovo poi le sostituzioni corrispondenti ai movi-
menti che riportano la cella in se, le quali non dovendo appar-
tenere a I’y portano in generale a nuove leggi oltre le trovate.
Procedo infine in senso inverso verificando se le leggi trovate ba-
stano ad individuare I, o se occorra portare ancora convenienti
restrizioni. Tale metodo mi ha permesso nel maggior numero dei

casi portare in fondo le ricerche.



Parte PriMa.

Sulle divisioni regolari dello spazio non-euclideo

in poliedri regolari

1. — In questo lavoro mi giovo del principio dell’ampliamento
del gruppo per reflessione, e delle due rappresentazioni dello spazio
iperbolico sullo spazio ordinario, di cui ricorderd brevemente le pro
prieta fondamentali.

L’elemento lineare dello spazio iperbolico 8 a curvatura costante
k= -1 pud essere dato dalla formula

4 (A + i+ d)

de? = 2= T TS
(1_&2_712_?)2 I
e riguardando &, 7, { quali coordinate cartesiane ortogonali di un
punto nello spazio ordinario S'si ha la rappresentazione conforme
di S sopra 8. In tale rappresentazione le rette e i piani dello
spazio iperbolico S hanno per immagini i circoli e le sfere ortogo-
nali alla sfera limite X
et =1,
i cui punti interni rappresentano i punti a distanza finita di S e i
punti alla superficie i punti all’co. Con un’inversione per raggi
vettori reciproci la sfera limite pud ridursi ad un piano limite;
corrispondentemente I’elemento lineare di S prende la forma:
— (j_éi—}—d"l‘z—'—dcz
C:Z I

e i punti di coordinata { positiva rappresentano punti a distanza

ds?
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finita, il piano limite essendo il piano {=0. Su questo piano di-
stendiamo i valori della variabile complessa x=£+¢v. Per ogni
movimento dello spazio iperbolico la corrispondente trasformazione
sul piano limite & wn’affinita circolare di Méobius rappresentata da
una sostituzione lineare

, oz +f
M = s

sulla variabile complessa %, o dall’altra sulla coniugata z,

(2) LI
[ % +0

Le formule che legano le coordinate &, v, £ di un punto P con
quelle &, 7/, ¢’ del punto P'in cui si trasforma P per il corrispon-
dente movimento (1) sono date da:

) oo P2+'l N %—Hﬁ To %—Hf 3
100 PP Dok 100 2688y

l/'
l
. \ ) oo P4 003 % +Bo 2400
3) (F0= e s N s
( Yo 0% +100 %+ 0 &y

I

%

-

g2 200 o Bor o Bret By
\ T 0P+ S0z 108 %0+ 88,

ove si & posto
P=EHE =P
Se nella (1) si suppone poi 25 —By=1, st ha ancora la formula

) g

4 = - .
@) Tl P 1 o2+ 8 204+3 8

Al movimento (2) corrispondono le stesse formule (3) e (4) cam-
biandovi x in %,.

La seconda rappresentazione dello spazio iperbolico S nello spa-
zio ordinario 8’ si ottiene dalla formula

_d?+dy*+d+ dP

ds® 2 )
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ove -
t = V1—at—y—x*,

che da ancora ’elemento iineare di S riguardando x, y, # come coor-
dinate cartesiane ortogonali di un punto nello spazio ordinario S
Si ha cosi la rappresentazione di Beltrami-Klein di S sopra S'. In
essa tutto lo spazio non euclideo S & rappresentato entro la sfera
limite di §'

2yt =1

i punti alla cui superficie rappresentano i punti all’infinito di S.
Le rette e i piani di S hanno per immagine le rette e i piani di
§'. Questa rappresentazione conserva gli angoli solo attorno al centro
di figura.

2. — Per risolvere il problema della divisione regolare dello spazio
iperbolico in poliedri regolari, comincio dall’osservare che la rap-
presentazione di Beltrami-Klein da un modo semplice di costruire
tutti i poliedri regolari in S con le considerazioni seguenti. Un
poliedro regolare di S dovendo avere in questa rappresentazione
per immagine un poliedro con facce piane di egual numero di lati,
& chiaro che la discussione elementare ordinaria per classificare i
poliedri regolari in cinque tipi, fondata sul teorema di Eulero vale
immutata in questo caso. Di pit dalle note ricerche del Klein sui
gruppi finiti di sostituzioni lineari risulta che un poliedro regolare
dello spazio iperbolico pud sempre rappresentarsi nello spazio or-
dinario in guisa che il poliedro immagine S sia esso stesso rego-
lare ed abbia il suo centro nel centro della sfera limite. Viceversa
se nello spazio rappresentativo S’ si prende un poliedro regolare
col centro nel centro della sfera limite e tutto interno a questa
sfera 0o al massimo inscritto in essa, il poliedro obbiettivo nello
spazio iperbolico sara regolare. Come si vede esistono dunque nello
spazio iperbolico poliedri regolari dei cinque tipi ed in ogni tipo
si hanno infiniti poliedri differenti per ampiezza del diedro, che
pud variare in modo continuo entro certi limiti,
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3. — Ora se si vuole che attorno al poliedro P di S collocando
aderenti per le facce altrettanti poliedri eguali a P e cosi di se-
guito indefinitamente, ne risulti riempito, una e una sola volta lo
spazio S, si deve aggiungere la condizione necessaria e sufficiente

: : . . T .
che ’angolo diedro di P abbia un’ampiezza — essendo 7z un in-
n

tero qualunque. Conviene distinguere due casi, secondo che i vertici
di P sono all’infinito o a distanza finita. Cominciamo dal primo e
servendoci della rappresentazione conforme del n. 1 dovremo inseri-
vere nella sfera limite ¥ un ordinario poliedro regolare e per i
circoli di intersezione delle facce del poliedro con X condurre le
sfere normali a ¥; il poliedro a facce sferiche che queste sfere limi-
tano internamente a ¥ dovra avere un angolo diedro di ampiezza

T . . . . .
eguale a—. Ora si vede subito che le sfere circoscritte hanno i
n

loro centri nei vertici del poliedro regolare circoscritto a X polare
del primitivo, onde ’angolo diedro in discorso & il supplemento
dell’angolo rettilineo racchinso dai raggi che dal centro di una
faccia vanno a due suoi vertici adiacenti. Se ne conclude che la
circostanza voluta si presenta soltanto per il tetraedro regolare, il
cubo, 'ottaedro e il dodecaedro regolari. Nel secondo caso, i vertici
essendo a distanza finita, si consideri ’angolo solido in un vertice
del poliedro. A questo angolo solido regolare il cui diedro deve

, . T . . . . g . .
avere un’ampiezza — potremo applicare i teoremi dell’ordinaria trie-
n

drometria che valgono per le spazio iperbolico. Segue che 1’angolo
solido del poliedro in discorsu non pud essere né tetraspigolo né
pentaspigolo, ma soltanto trispigolo con I’angolo solido di ampiezza

n . . .
5 - Situando ora nella rappresentazione conforme del n. 1 il ver-

-~

tice dell’angolo solido nel centro della sfera limite segue subito
che il nostro poliedro non pud essere né un tetraedro né un cubo,
e che percio 1’unico poliedro regolare della specie richiesta & in
questo caso il dodecaedro regolare con diedri retti e della sua esi-

stenza ce ne accerteremo al n. 6.
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Si conclude: Nello spaxio non euclideo sono possibili soltanto
cinque divisiony in poliedry regolary cioé quelle del tetraedro, cubo,
ottaedro, dodecaedro con vertice impropri e del dodecaedro con ver-
tici propri.

Queste cinque divisioni sono per lo spazio non euclideo le ana-
loghe alla divisione in cubi dello spazio ordinario, 1’unica qui pos-

sibile in poliedri regolari.

4. — Mi occuperd ora di caratterizzare aritmeticamente i gruppi
di sostituzioni lineari di 1.> e 2.* specie che nascono secondo il
principio di Poincaré combinando tutte le riflessioni sulle facce
dei tetraedri, ottaedri, cubi, appartenenti alle divisioni regolari con
vertici impropri e quelle sulle facce del dodecaedro regolare con
vertici propri.
Nella seconda delle memorie citate del prof. Bianchi si dimostra:
1.0 La porzione del semispazio L >0 interna al prisma for-

mato daiy tre piany
n=0, 1=8V3, {V3+n=V3,
ed esterna alla sfera

1NE /1N
(é#§/’l+kq;2\/§/+c—§’

forma un tetraedro 11 regolare ad angoli piani nulli ed angoli
diedre di ampiexxa g 1l tetraedro 11 é il poliedro fondameniale
del gruppo di sostituxions unimodulari costante delle sostituxiong

di 1.2 ¢ 2.2 specie,

i a2’+p NI_U%O—I—B

X = % vo—Pfr=1
rx+8] "t %p+0 70— ’

i el coefficienti o, B, 1, 5 sono intere del campo (1, ¢) essendo ¢ la
radice cubica dell’ unita, e per i quali siano inoltre soddisfutte le
congruenze.:

f=y=0 (mod. 1—3).
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2.0 La porxione del semispaxio (>0 interna al prisma rac-
chiuso dar quattro pian:

"1207 E=0, 7]:1 , é=1,

esterna alle quatiro sfere

(e—3)+r+e=15,
et (n—yz) +e=7,
(e—5) +ortrro=1,
(&-1)2+<n—%>+c2=i )

forma un ottaedro 11 regolare con angoli piani nulli e diedri retts.
Lottaedro 11 é 2l poliedro fondamentale del gruppo di sostituziont
unsmodulari costante delle sostituxioni di 1.* e 2.3 specie

, 0%+ f %,__oc%(ﬁ—ﬁ

%= P =1
1240 P 06—y )

1 cut coeffictenti o, 8, 1, 5 sono intert di Gauss per & qualt riescano
soddisfatte le congruenxe .

f=1=0 (mod. 2).

5. — In questo numero mi occuperod di caratterizzare aritmetica-
mente il gruppo corrispondente alla divisione dello spazio iperbolico

in cubi.
—14+:V3 . G
Ponendo = = —;l—\/z—; consideriamo quel gruppo G di sostituzioni
unimodulari
x,_a%—l—ﬁ ad-fBy=1,

BREEE
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i cui cofficienti 2, B, ¥, 2 sono interi nel campo (1, =) e per i quali
siano soddisfatte le congruenze
= (mod. 1—¢),
1=0 (mod. 2(1—2)).

Ampliamo il gruppo G con la riflessione 2'=x, ed avremo il
gruppo G, formato dalle sostituzioni di 1.* e 2.* specie

a) 2= 'or—(%—i_—':g y
a2—py=1, =0 (mod. 1—¢), y=0 (mod. 2 (1—)).
b) = 2x+f
T q%+d]

Osserviamo il periodo delle sostituzioni di 1.* specie contenute
in G. La a) sara ellittica quando u+2 sia reale e minore in valore
assoluto di 2; sarad percid

o+d=0, ovvero a+d==%1
Ma non pud aversi insieme
ot =20, 08=1 (mod. 6),

resta dunque possibile solo il caso 2+&=+1, e le corrispondenti
sostituzioni ellittiche hanno il periodo 3. Segue che: Se due sfere
di riflessione del gruppo G, si attraversano, esse st tagliano secondo
Pangolo To ?E
3 3
Troviamo ora tutte le sfere di riflessioni del gruppo G,. Esse
sono date da quelle sostituzioni b) in cui o € & sono coniugati im-

maginari, e 3 e 7 puramente immaginari, hanno quindi la forma:

(5) zl — (al + a_2 e) %0+ibl \/’g X
27 c,\/3 Zot(ay+a, &?)

con a;, 0, by, ¢, interi razionali tali che sia

A+t —a,a,+6bc, =1,
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ovvero
(6) (@—2a)*+ 3ai + 24 0,6,=4 .
I piani di riflessione si ottengono quando ¢,=0 e poiché la (6)
ha allora le sole soluzioni
a—2a, =42, a, = 0,
1

a2—2a1,=j-_l, @y —=—+

si ottengono tutti i piani di riflessioni di G, dalle equazioni:

V3 = -
71=_;“a 'fl\/3i“fl=b\/3,

percorrendo & tutti gli interi razionali. Questi piani dividono il
semispazio (>0 in prismi retti triangolari a base equilatera, fra
i quali sceglieremo quello limitato dai tre piani

) 7=0, ) 4=¢V3, ) ¢V3+4=V3,

nell’interno del quale non penetra alcun piano di riflessione. La
base di questo prisma & il triangolo equilatero nel piano complesso

con i tre vertici nei punti

1+:V3
0,1, +2\/~.

Consideriamo ora le sfere di riflessione di G con ’equazione :

. ay\? a,—-2a,\? | 1 \2
o (=) o=
aed TV gevs) T8 = ava)
i numeri interi a,,,,c, soddisfacendo alla congruenza:

8) ay-—2a,))* + 3a3 = (mod. 12¢).

Il massimo raggio delle sfere di riflessione & 5 i/g e fra queste
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consideriamo le tre
1\2 1 \¢2 /1 2
Iv I S [T
) & 4)*(" 4\/3)“ (3v3)
3\? 1 \2 1 2
v =)+ (1= ) He=(5vs
) ( 4+q4\/3)+C (2 3)’
1\2 4 \? 1 \2
VI = (._,ﬁ,ﬁ a1\
) ( 3) + [ 4\/3) T (2V3>
corrispondenti alle riflessioni:
¢ ,O) 14 3¢, —a(l—e)\ <—l+2e,—e(1—e)
(25(1_9), @) (25(1-5), 1432 )\ 2e(1—9), _1+232>

La porzione del semispazio {0 interna al prisma I), II), III)
ed esterna alle tre sfere IV), V), VI) racchiude un cubo regolare

I con angoli piani nulli e diedri =5 © con gli otto vertici

__n 3 V3
V,=(0,0,0); sz(§,o,o); V,=(1,0,0); mz(@%,o)

1 V3 1V3 L y3
VE,E(?’yg“vO); V“E(z’%"o); V“:‘(E’V?’O); Vo=,

Proveremo che I & il poliedro fondamentale di &+, dimostrando:
1. Nessuna sfera di riflessione di G, attraversa II;
2. Nessuna sostituzione di G, diversa dall’identitad trasforma

II in se medesimo.
Per dimostrare la prima asserzione osserviamo che Il avendo

i suoi diedri = 5 Dhessuna sfera di riflessione di &, pud penetrare
in JI attraverso uno spigolo, poiché taglierebbe allora le facce
™

concorrenti in quello spigolo sotto un angolo minore di 3 Dunque

ana tale sfera dovrebbe contenere nel suo interno uno dei vertici
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Vi, Ve, Vi, Vi, Vi Vi,V per la qual cosa & necessario e sufficiente
che si verifichino rispettivamente le diseguaglianze

(@ - 20+ 3a; <4 per V,

3(2¢, - @)+ (@: - 2a))*<4 per V,

3 (4e, - @)* + (@, —2a,))* <4 per V,

3(Be, — @)  +[3e,— (0. —2a)) [2<4 per V,
3(2¢, - @) -+ [6c, — (@, — 2a,) |2 <4 per Vi
(e, — @)+ [3c— (@, — 2a)) ]2<C4 per Vq

o) 3(2¢, — @)’ 426, (@, — 2a)) <4 per V,

Ma poiché a causa della (8) (a,—2a,), 3¢;—(a,—2a,), 6¢,—(a,—2a,)),
non possono essere nulli e sono quindi =41 ne segue, che per
verificarsi le prime sei diseguaglianze, occorre rispettivamente

a,=0; 2¢c,=a,; 4c,=a,; 3c,=a,; 20,=20,; ¢, ==0a,;
ciod rispettivamente

—2,=+1; 2,+2,=41; 4d¢,+20,==+1;
20, =+4+1; 4de,+2a,=4+1; 2¢+2a,=41;

ma queste eguaglianze sono manifestamente assurde.
La o) pud verificarsi solo per a, =0 e @, = 2¢,, ma allora la (6)
diviene
1663+ 24b,¢, =4

manifestamente assurda ).

Dimostriamo ora che nessuna sostituzione di G, diversa dal-
P’identita trasforma Il in sé stesso. Essendo I un cubo, esso am-
mette un gruppo ampliato di 48 movimenti in se, e cioe 24 di 1.2
specie e 24 di 2.» specie.

1) Escludo le ipotesi a,=—=2¢;; 2¢,—a,-}-2a,=+1 (ovvero le altre
2¢,=a,+1; 2¢,—a,+2a,=0) perché le due eguaglianze soprascritte
si escludono a vicenda.
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., ax+ . . . .
Per le sostituzioni %' = z+§ corrispondenti ai 24 movimenti
1

del gruppo ottoedrale di Il, scrivendole sotto forma unimodulare

troviamo 1) :

1,0 2 V2 = V2 1+2e, - —eV2 = V2

( . 3 ( . g
b b 9

_ — _ 9.2 — _

2V2, 12 26, 1+2¢ 2V2 , 22

24

a_ﬁ;(17_1); —\/§ aﬁ;<1752>;
—a-9vz, vz TP 7t

(;2,5). V2, _\/15— -<1—s,—1>. ~vz,
9 1 7 ;
Dol \evz, —avz) VTt Nayz, o

2
— 2,0 —e2 12 & e 2
,v2;< ) ev,\/z ( )3

1 _ 1

y = € 1 e \/2 ) e — &, 0
v ;<2 1 ); " ;(2? )

-Vz, V2 Do —(1+2) V2, —=V2 o

Nessuna di esse esclusa 'identita appartiene a G. Combinando que-

ste 24 sostituzioni con la riflessione corrispondente al piano §= 3

%= —%o—i—l

1) Nelle prime due linee scriviamo quelle di un sottogruppo die-
drale Gj.
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che trasforma I1 in se, otteniamo le altre 24 sostituzioni di 2.* specie
che avendo il determinante eguale a —1 non possono appartenere
a G,.

Da quanto si & detto segue:

1l cubo regolare con angoli piani nulli e diedri equale a g é

il poliedro fondamentale del gruppo G, che ha per riflessioni ge-

1,0 2,0 o, —=(1-¢
WG
e ,0 148z ,—e(l -2 142, —e(1—2)
<2e<1~s>,e2>;<2s<1~e), 1+3e2);<2s(1—s>,~~1+2e2)'

Osserviamo infine che ¢/ gruppo del cubo ¢ un sottogruppo del

neratrici .

gruppo del tetraedro di indice 5.
Infatti riflettendo il tetraedro del n. 4 successivamente sulle sfere

di raggio 1 e di centro nei punti.

Y0 o) (ot (1)

si ottiene il cubo costruito in questo numero.

6. — Venendo ora alla divisione in dodecaedri regolari con ver-
tici propri, cominciamo dal costruire effettivamente, nella rappre-
sentazione conforme del n. 1, il dodecaedro a facce sferiche imma-
gine del dodecaedro regolare a diedri retti dello spazio iperbolico.
Prendiamo nello spazio rappresentativo un icosaedro regolare di
spigolo =/, per cui il raggio R della sfera circoscritta sard dato

da:

' V5V

R=
2 V2
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e col centri nei 12 vertici dell’icosaedro descriviamo 12 sfere
8), Gy, .o , O di raggio #

ciascuna delle quali taglierd ortogonalmente le cinque circostanti.
Il centro O dell’icosaedro, essendo R > r, & esterno alle 6,,5,,...,5,,
e descrivendo una sfera ¥ di centro O e raggio

o= V=

questa taglia ad angolo retto le 12 sfere s,, essendo p*+9*=R?
Facciamo p=1, per cui basta prendere

VVe+1’

e prendiamo la sfera ¥ come sfera limite del nostro spazio rappre-

sentativo. K chiaro che la sfera ¥ & tutta interna all’icosaedro, per-
chs il raggio

o LVB(+V5)
12

della sfera inscritta nell’icosaedro riesce 1. Il dodecaedro re-
golare a facce sferiche racchiuso entro ¥ dalle 12 sfere s; rappre-
senterd il dodecaedro a diedri retti e angoli piani retti dello spazio
iperbolico.

Per trovare le sostituzioni elementari dei gruppi 1" di movi-
menti di 1.* e 2. specie e 1" di movimenti di 1.* specie che cam-
biano tale divisione dodecaedrica in se, situiamo 1’icosaedro in guisa
che uno dei 6 diametri coincida coll’asse 0f e uno dei vertici con-
tigui al vertice = — y/5 si disponga nel piano £ dalla parte delle
§ positive. Con tale orientazione il gruppo delle 60 votazioni ele-
mentari dell’icosaedro in se medesimo si genera con le 2 sostitu-

2
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zioni elementari:

ove

Combinando con S) e T) la riflessione

% =z,

si hanno 120 movimenti di 1.2 e 2.* specie del gruppo ampliato
dell’icosaedro che riportano in se il dodecaedro regolare costruito.
Per avere le sostituzioni elementari di T" associamo la riflessione
su una delle 12 sfere 5, scegliamo quella che ha centro nel ver-
tice £=y5 ed osserviamo che il piano radicale di una sfera s, con
la sfera limite dista dal centro di

— 1 — T
P=R=V5
L’ espressione analitica di questa riflessione &;
_ ybH1
(Vo—1)2,
onde ¢l gruppo di movimenti che riporta in se la divisione rego-

lare dodecaedrica convenientemente orientata si genera con le tre
sostituziont elementari:

¢ N G P2 G e Vo+1
S) # —E% ; T) = E: )) (( e; V) % (‘/‘/__1)%
Le sue sostituzioni hanno tutte la forma
(a\/5+b)x—|—(c V5—|—d)

9)

(co\ 5—d0)%+(—a0\/5+b0)

essendo @,b,c,d interi del campo \/ dell’unita. Infatti S, T,V hanno
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questa forma, e due sostituzioni (9) si compongono in una sosti-
tuzione di questa, perche dalla formola

{/5=2(s—|—e4)—|-1,

segue che ;/5 & nell’anzidetto campo di numeri una irrazionalita
quadratica.

Cerchiamo ora di caratterizzare aritmeticamente il gruppo G,
che ha per poliedro fondamentale il dodecaedro Il considerato. Le
riflessioni sulle 12 facce di [l, che sono poi le sostituzioni elemen-
tari di G, sono:

2_ 47 2_ 4__
0 . V5(V5+1) 0 ; V5(V5—1)
2 4 ’ 2 4 )
V5(Vo—1) ; 0 Ve (V5+1) 5 0
44 4_ 4__ 47 4* 47
2¢Vs  ; vo(VE+1) 2¢V6 5 —V5(Ve—1)
4_ 4_ 4‘ , 4_ 4__ . 4_«
—V5(V5—1) ; —28 V5 Ve(V5+1); —2&—V5h
dove
v=10,1,2,3,4. (6521)

Tali sostituzioni sono tutte della forma (9) a determinante
—5(@5—1) ,
e per la relazione:

V54 1=(VE—1)(— () VB 4 (1-ct ) ,
chiamando con B e 7 il 2.2 e il 3.° coefficiente delle (10) si ha
f=y=0, (mod. \4/5—1- 1).

Per Daltra relazione
2= —(VE—1) -+,

si osserverd che componendo due sostituzioni (10) con la ben nota
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regola, si ottiene una sostituzione U di 1.* specie a determinante

52(\2/5—1)2i cui coefficienti sono divisibili per \2/5 (\‘75—1) onde

dividendo per questo fattore la U assumera la forma
(a\/o——b)%+ (c\/f)—l—d)

(00V5 dy)x + (—ao\ 5—|—b0)

sard a determinante 5, e col secondo e terzo coefficiente divisibili
4
per V54 1.
Da quanto si & detto segue: I gruppo G, st ottiene ampliando
un certo gruppo G di sostituxions di 1.“ specie

(a\/5+b)% + (e V5+ d)
(60»5 d)%+(—a0V5+bo)

(11) # =

a determinante
5", (n=1)

© cur coefficients a,b,c,d sono interi del campo {’ dell’ unita, ¢
d, ¢, ed, tali che si verifichino le congruenxe
4 4 4
(e Vb +d)=(¢,V5-dy)=0. (mod. V5+1)
con la riflessione
4
V5—1
P
(V5—1)x,
Sarebbe facile dimostrare che se ai coefficienti delle sostituzioni
(11) si potesse assegnare un’ulteriore condizione oltre le assegnate
per la quale le sostituzioni ellittiche di G avessero solo il periodo

2, si otterrebbero tutte le condizioni che caratterizzano aritmetica-
mente G e quindi G,.



Parte Srconpa.

Sulle divisioni regolari dello spazio non-euclideo in tetraedri

CariToro 1.

Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

in tetraedri con vertici impropri.

1. Per determinare le divisioni regolari dello spazio non-euclideo
§ in tetraedri con vertici impropri ci serviremo della rappresenta-
zione conforme di § sul semispazio §'. Considerazioni semplicissime
ci faranno risolvere la questione. Siano V,, V,, V,, V; i vertici
di un tetraedro Il di 8’ con vertici impropri. Sappiamo che la con-
dizione necessaria e sufficiente perche II effettui la divisione rego-

lare di S8 & che i suoi diedri abbiano per misura — (% intero).
n

Supponiamo che V, sia il punto all’ o di §', allora le tre faccie
di Il concorrenti in V, formano un prisma retto triangolare, la cui
base sul piano limite & un triangolo i cui angoli sono sottomultipli
di = secondo un numero intero, e percid un triangolo con angoli

a)

T
g )

wi A

T
§1

ovvero con angoli

b)

0ol ]
wla
ol A

ed infine ccn angoli

¢) 7:

[N
=]
=9
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Inversamente, se noi consideriamo di un prisma retto triango-
lare, le cui facce siano ortogonali alla sfera limite e la cui base
sia un {riangolo T del tipo @), o del tipo &), o del tipo ¢), la por-
zione esterna alla sfera ortogonale al piano limite il cui equatore
passi per i vertici del triangolo T, otteniamo manifestamente un
tetraedro con vertici impropri avente i suoi diedri ciascuno di am-

3 T .
piezza — con 7 intero.
n

Segue: KEsistono tre sole divisioni regolar: dello spazio non-eu-
clideo in tetraedri con vertici impropri.

Nei numeri 2, 3, 4 ci proponiamo di dare la costituzione arit-
metica dei gruppi corrispondenti a ciascuna divisione.

2. Consideriamo il prisma racchiuso dai tre piani:
D =0, m 4=£V3, )  £V34-n=13

La base di questo prisma & un triangolo equilatero nel piano
complesso & 27, percid un triangolo del tipo @). La porzione del
prisma I), II), IIl) esterna alla sfera:

1\2 1 \2 1
forma un tetraedro regolare. Sappiamo dal n. 4 (1. parte) che ¢!

gruppo corrispondente alla divisione in tetraedri regolari, ¢ 1wl
gruppo G, costante delle sostiturioni di 1.* e 2.2 specie

TR
Y248
08 —pBy=1; B=1=0 (mod. (1 -¢)).
%127%0+8
o%y4-¢"’

con o, B, 1, & inters del campo (1, ¢), essendo
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3. Consideriamo il gruppo G di sostituzioni a determinante +1:

i cui coefficienti =, f8, 1, & sono interi del campo (1, ¢), essendo

N & WA L)
=T V7

1

e per i quali si abbia
v=0 (mod. 2 (1-2)).

Ampliamo il gruppo G con la riflessione z'= 2z, ed otterremo
il gruppo G, formato dalle sostituzioni di 1.» e 2. specie

T ol
MRRETETE
od -fr==+1, =0 (mod. 2 (1 -¢)).
0% +p
9) #=-
D= s

Dimostreremo che il poliedro fondamentale di G, & un tetrae-
dro con vertici impropri e del tipo 6).

Osserviamo il periodo delle sostituzioni ellittiche contenute in
G. Se & ad--By=-41 la 1) sara ellittica per o+B~=0,41 onde
le corrispondenti sostituzioni ellittiche hanno i periodi 2 o 3. Se &
invece 23 —By=—1 la 1) sara ellittica se ¢ (x4 2) & reale e in
valore assoluto minore di 2, ciod, se & 2 +8=0 ovvero o.+ 8=414 V3
e le corrispondenti sostituzioni ellittiche hanno il periodo 2 o 6.
Considerando le sfere di riflessioni di G, segue: Se due sfere di

riflessione di G, si attraversano, esse si tagliano sotto gli angols

# ® n 2n b= . . . L
57316 00 " Ricerchiamo ora tutte le riflessioni contenute
o

in G,. Se & a3 —fBy=1 la 2) rauppresenterd una riflessione se &
della forma

1) o a1+ a2¢) % - 20y V3
270, \/§%O + (o, + a,d) ’
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dove a;, a,, b,, ¢, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione:
(2) (s —2a,)2+ 3as + 24 by, = 4.

I corrispondenti piani di riflessione (¢,=0) hanno per equa-

zione :

A) 7,_—_1’7\/3; EV3£n=013,

b percorrendo tutti gli interi razionali, mentre le corrispondenti
sfere di riflessione (¢; + 0) hanno per equazione

) <; dc > +K 4(’1 \/23%>2+ v= <§c1175>2 '

Se & poi ad—-8y=-1 la 2) rappresentera una riflessione se &

della forma

) (@, + aye) 2y + b
4 X =
) 6ey % — (@1 + @ 2Y)

essendo a,, a,, b,, ¢, interi razionali soddisfacenti all’equazione (2).
I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione:

515 ) ¢+ Y| \/§= b y
b percorrendo tutti gli interi razionali, mentre le corrispondenti
sfere di riflessione hanno per equazione

/ 2a, — a,

Seen >2+< “;73‘ )+ 2—(bcl>'

Osserviamo che i piani di riflessione A) e B) dividono il se-
mispazio £>>0 in prismi retti congruenti aventi per base un trian-

golo con angoli Fra questi prismi consideriamo per esem-

T T
)) g‘) E’
pio quello racchiuso dai tre piani:

) t=qV3,

i

DO =

) =0, 1)
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nell’interno del quale non penetra alcun piano di riflessione. La
porzione del prisma I, II, IIT esterna alla sfera di riflessione

12 7/ 2 ) 1 2
m () =)

forma un tetraedro I1 i cui vertici V,, V,, V,, V; sono sul piano
limite, avendosi

Vo=(0, 0,00) 5 VIE(O’Ovo) )
71 N . 1 1 N

V2:{9,0,0/} 3 \’35("2‘,5“%,

Dico che © é il poliedro fondamentale di G,. Per questo come
al solito dimostriamo:

1.0 Nessuna sfera di riflessione attraversa il tetraedro Il

2.0 Nessuna sostituzione di G, diversa dell’identita, trasforma II
in se stesso.

Essendo le sostituzioni ellittiche di G, a periodo 2, 3, 6 se una
sfera di riflessione di G, attraversasse = lungo uno spigolo, il diedro

di questo spigolo dovrebbe avere per misura %, 0 %

temente la sfera dividerebbe ’angolo diedro di =, relativo a questo

€ conseguen-

. . . f . . T T
spigolo nel 1.0 caso in 2 diedri aventi per misura 30g® nel se-

. . . . . T
condo in due diedri aventi per misura 5
Ora le sfere che partiscono il diedro retto V, V; secondo due

angoli diedri aventi per misura :9)— e~ 6 sono, 1’una

(g_%>2+< 2\/.—3>+C2 %

Paltra la sfera
1
=3 +te=

@I!—'

e nessuna di esse appartiene alle sfere (3) o (5).
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La sfera poi che divide il diedro V; V, di 1l in 2 diedri aventi

. T .
per misura 8 ha per equazione

(e 1\ V§\2 p_ 1
(=) T ) +e=5
e nemmeno essa appartiene alle sfere (3) o (5).
Segue che nessuna sfera di riflessione di G, puo penetrare in
Il lungo uno spigolo.
Sostituendo le coordinate dei vertici V,, V,, V, nelle equazioni
e (5) e tenendo conto della (2) facilmente si vede che nessuna
sfela di riflessione di G, pud contenere nel suo interno o V,, o
V., o V;. Venendo ora ai movimenti che trasformano il tetraedro
1 in se, ed osservando che i valori di x nei quattro vertici V,,
1 1
2 PTG
col birapporto Q=1 —¢ + — 1 segue che esiste solo un Vierergruppe
dei movimenti di 1.2 specie che trasforma Il in se.

a%—l—p

Le sostituzioni 2/ =--—

_*_Q’

V., V., V; sono rispettivamente z,=oc0, 2,=0, z,=

corrispondenti a detti movimenti

S0no:

Di esse, salvo la prima (I’identitd) nessuna appartiene a G. In-
fatti le ultime sostituzioni hanno rispettivamente per determinante

— (1=e), 2, —2(1—¢)

e ridotte unimodulari non appartengono a G.
Segue da quanto si & detto che il tetraedro [I, che & del tipo ),
¢ il poliedro fondamentale di G,.

4. Consideriamo il gruppo G, di sostituzioni a determinante 1,4

, oax+f . ozt B _
(1) %—mv (2) r = 7%0_}_\’ (0.5——@’{»—1,’[)

1, O) f(l-2), —¢* 2¢  , =&\ 0o ,1
0,1 ’(23(1_5), ~52(1—5)>’<5 (1-e, —2) (2(1_5),0)
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i cul coefficienti o, 8, v, ¢ sono interi del campo (1,7) e per i quali
si abbia:

=0 (mod. 2) ; B=0 (mod. 1 +7%).

Dimostreremo che #l poliedro fondamentale di G, & un tetrae-
dro Il con vertici impropri e del tipo ¢).

Trovianmo il periodo delle sostituzioni ellittiche 1). Se &
05 —pPr=1 la 1) sara ellittica per v +8=0 e o+ 8==+1.
Ma il caso o+ 3¢+ 1 & incompatibile con la congruenza

o6=1 (mod. 2)

resta solo il caso o+ 6=0 e le corrispondenti sostituzioni ellittiche
hanno il periodo 2. Se a3 -3y =1 la (1) sara ellittica per a +3=0,
+(1 +2) e le corrispondenti sostituzioni ellittiche hanno il periodo
2 0 4. Concludiamo: Se due sfere di riflessione di G, si attraver-
T T 3w
2° 4 4

Ricerchiamo ora tutte le riflessioni contenute in G,. Se &
a9 -fy=1, la 2) rappresentera una riflessione se & della forma:

sano, esse si tagliano sotto gli angoli

(6) o (@ tia) %+ 24,

T 2de% +- (@, —iay)’
dove a,, az, by, ¢,, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione
(M) ai+at-+4be,==1.

I corrispondenti piani di riflessione (¢, =0) hanno per equa-
zione:

A) 1=b; &=b;

b percorrendo tutti gli interi razionali, mentre le corrispondenti
sfere di riflessione (¢, +0) hanno per equazione

®) (e— ;L)+ (n +35=) o= <—21;)
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Se & poi 23— 3y =4¢, a2) rappresenterd una riflessione se ¢ della
forma

(e Fia) x b (1-9)
(9) YT - exe+ (a5 + 1)

dove a,, a,, b,, ¢, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione
(7). I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione

B) ¢Lq=b

b percorrendo tutti gli interi razionali, e le corrispondenti sfere di
riflessione hanno per equazione:

/__al—a2 2 _a1+az>2.- . *1 2
) (s=25%) +(n—"") o= 2\/5?1) :

osserviamo che i piani di riflessione A) e B) dividono il semispazio

>0 in prismi retti congruenti aventi per base un triangolo con

angoli g, Z, Tf; Fra questi consideriamo per esempio quello rac-
chiuso dai tre piani
1)) =0, 1I) E—n=0, 111) E+n=1,

nell’interno del quale non penetra alcun piano di riflessione. La
porzione del prisma I), II), III) esterna alla sfera di riflessione

9

> =

1\ o
1v) (S—g) "[“T‘z"{‘ =
forma un tetraedro 1I del dipo ¢) con i 4 vertici

11
V,=(0,0,); V,=(0,0,0); V,=(1,0,0); ng(§,§,0);

che sono tutti a distanza infinita.

Dico che II ¢ 2l poliedro fondamentale di G,. Nessuna sfera di
riflessione attraversa [I lungo uno spigolo, perché con ragionamento
analogo a quello tenuto a pag. 25 si vedrebbe che 1’unica sfera
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che pud attraversare Tl lungo uno spigolo ha per equazione

\ 2 2
(3=
ed essa non appartiene né alle sfere (8) né alle (10).

Sostituendo le coordinate dei vertici V,,V,, V; nelle equazioni
(8) e (10) e tenendo conto della equazione (7) si trova che nessuna
sfera di riflessione di G, pud contenere nel suo interno o V,, o
V,,0 V,.

Osservando che i valori di # nei quattro vertici V,, V,, V,, V,

144
sono rispettivamente xy=w,2,=0,2,=1, 23= —gl col birapporto
1+2 . 3 s 1 .
Q=—2~4: —1, segue che i movimenti di 1. specie che trasfor-

mano = in se formano un Vierergruppe, e le sostituzioni corrispon-
denti sono:

1,0 i, - 0o, -1 (—u+@, i )
(0, 1)’<1+z‘, —z‘)’(mm, 0)’ —(1+9), (49 ]

’

Nessuna di esse, salvo la prima (I’identitd), appartiene a G .
Combinando queste quattro sostituzioni con la riflessione sul

. 1
piano &= 50

2= —-z,+1,

che riproduce [, abbiamo le 4 sostituzioni di 2.2 specie

—4, 1 T, O) 142, -1 0o 1 )
o,i>’ i1=9), -1/ \1vi, 0 )" \i(l44), —i(1+3)
e nessuna di esse appartiene a Gy.
Da quanto si & detto segue che Il & il poliedro fondamentale

di G .
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Caritoro II.

Sulle divisioni regolari dello spazio non-euclideo in tetraedri
con tre vertici impropri e uno proprio.

5. Per determinare tutti i possibili tetraedri con un solo ver-
tice proprio, che effettuano la divisione regolare dello spazio iper-
bolico S ci serviremo della rappresentazione conforme di S entro
la sfera limite . Sia Il un tetraedro con un solo vertice proprio
che effettui la divisione regolare di S. Chiamando con [l il tetraedro
imagine, possiamo supporre che il vertice proprio V, di Il coincida
col centro di X. Indicheremo con V,, V,, V5 i vertici impropri di

Il e con

(@, x=ay,,) la misura dell’angolo diedro di I’ relativo
1,k

allo spigolo V, V,. Sappiamo che la condizione necessaria e suf-
ficiente perche Il effettui una divisione regolare di ¥ & che i nu-
meri a, ;, siano interi. Inoltre per le ipotesi fatte gli interi a; , deb-
bono soddisfare alle seguenti relazioni:

- 1,
—I_ Q.2 + Qy, 3>
Lo, |
(11) [L281 Qo 3
! 1 1 1
S =1,
Qo2 Q.2 Qo3
1 1 1
IV iy

| Qos 3 Qos

E lecito supporre
(g =< Gp3 << Q.3

Ora le soluzioni intere della prima delle relazioni (11) sono:

”') Qp,1 = Qpo=2; @yz=mn;
f‘) =23 as=3; qz=3;
'() Ay =25 Q=33 ty3=14;

a) oy =2 @o=3; Gps=5H};
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Quanto alla soluzione o) osserviamo che non pud avere n >3
perch® in tal caso dalla terza delle eguaglianze (11) segue

o3=2, oppure Ays=2,

il che per 1'ipotesi fatta & incompatibile rispettivamente con la 1.
o la 2.2 delle eguaglianze (11).

Alle ipotesi n=3, n=2 corrispondono rispettivamente le solu-
zioni del sistema (11)

(@) M=y == 2 3 s =0 3 =0y3=23 ; @,,=0;

(b) a0,1= a0,2:a0,3= 2 ; al,?=a2,3=a3.1= 4 ;

Nell’ipotesi {), 1), 2) le tre eguaglianze di (11) formano un si-
stema che non ha soluzioni intere per i numeri «, ,.

Segue che le soluzioni di (11) sono date da (a) e (b).

Inversamente se situiamo il vertice di un angolo triedro P i cui
TT T T
2723’ 27
nel centro di ¥ e consideriamo del triedro P la porzione interna a
% ed esterna alla sfera normale a ¥ passante per i punti di incontro
degli spigolo di P con X, otterremo un tetraedro P per il quale
restano rispettivamente verificate le (@) o le (b). Segue: Ksistono
due sole divistoni regolare dello spaxio tperbolico in tetraedre con
un vertice proprio e 3 impropri.

diedri abbiano rispettivamente per misura ovvero y= s

ol A

[\F 2]

Nei numeri 6 e 7 daremo la costituzione aritmetica dei gruppi
corrispondenti a ciascuna divisione.

6. Consideriamo il gruppo G, costante delle sostituzioni di 1.2
e 2.2 gpecie

r__’j'%—l—ﬁ, y_o'-%o‘l"@,
(1) %"“W" (2) %"“‘7%0_!_57

a determinante

98 —fy==1,
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i cui coefficienti o,f,7,2 sono interi del campo (1,¢), essendo

—1+47V3
e= ;ZV—S per i quali siano soddisfatte le congruenze

f=1=0, (mod. 1--¢).

Dico che il poliedro fondamentale di G, & un tetraedro del tipo a).
Analogamente a quanto si & detto precedentemente risulta, che
il periodo delle sostituzioni (1) ellittiche puo essere 02,0 3, 0 6;
onde se due sfere di riflessione di G, s¢ atiraversano, esse si la-
T T 2t w On
2’37376’ 6 °
Ricerchiamo tutte le riflessioni contenute in G,. Se & a3 —f7 =1

gliano sotto, angols

la (2) rappresentera una riflessione se & della forma

(12) %,=(a1+€l—25)%0+7;b1\/§
iei V3 %+ (a+a, £) '

dove @, a;, b, ¢, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione
(13) (@—2a))* +3al+12b,c,=4.

I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione
bV3 5 =
(4) ”zT\/; §V3Lq=0V3;

b percorrendo tutti gli interi razionali, mentre le corrispondenti
sfere di riflessione hanno per equazione:

/

0o (8- - ()

20, 2¢,1/3
Se & poi a3 —f3y=—1 la (2) rappresenterd una riflessione se &
della forma:
(15) o — (@ 4 aye) % + 3 b,

T Bex— (4@
dove a,,a,,b,,c, sono interi razionali tali che sia

(16) (@;—2a))*+ 3a;+ 36 bye, = 4. ¢
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I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione
3 . =
B) b= E+1VY3=30b

b percorrendo tutti gli interi razionali, mentre le corrispondenti
sfere di riflessione hanno per equazione:

/ 2¢7¢1 / az\/3> /1 >2
(=) +e=(55
I piani di riflessione (A) e (B) dividono il semispazio {0 in
prismi triangolari retti congruenti aventi per base sul piano limite

un triangolo con angoh~ Si consideri fra questi prismi

T
’ 3 6
quello racchiuso dai tre piani

) n=0; 1) &=9V3; 1) &V341=V3;
nell’interno del quale non penetra alcun piano di riflessione. La
porzione del prisma I), II), III) esterna alla sfera di riflessione

1\ 2
Iv / §— —> — ——\ =

) 3 +Kn 2 v3/ +

forma un tetraedro [I del tipo a) con i 4 vertici
3 1
Vo= (3,03 )5 V=0,0,00)5 V= 00,0,005 Vo=(1,0,0

Dico che IT & il tetraedro fondamentale di G,.

Nessuna sfera di riflessione pud attraversare Il lungo uno spi-
golo, perché con ragionamento analogo a quello tenuto nei numeri
precedenti si vedrebbe che le uniche sfere, che possono attraver-
sare Il lungo uno spigolo sono:

gpto=1,
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e nessuna di esse appartiene alle (14) o (17). Sostituendo le coor-
dinate dei vertici V,, V,, V; nelle equazioni (14) e (17) e tenendo
conto delle (13) e (L6) facilmente si trova che nessuna sfera di
riflessione di G, pud contenere nel suo interno V,, V,, Vy. Facil-
mente si trova che esiste oltre 1’identitd un solo movimento che
trasforma [I in se la cui sostituzione corrispondente &:

e non appartiene percié a G,.
Segue che Il & il poliedro fondamentale di Gy .

7. Consideriamo il gruppo G, costante delle sostituzioni

I___a%—l—lg 5 ,yr__a%()'*—_@
(1) %_—7%_*_87 (2) N——A"%o_f"a’

a determinante

od —fPr=1,7,

i cui coefficienti o,8,v,% sono interi del campo (1,7) e per i quali
sia inoltre soddisfatta la congruenza:

=0 (mod. 2).

Facilmente si prova che le sostituzioni ellittiche (1) sono a pe-
riodo 2 e 4, onde se due sfere di riflessione di G, st attraversano
T ® 3n
5041

Ricerchiamo tutte le riflessioni contenute in G,. Se & #8 - fy=1
la (2) rappresentera una riflessione se & della forma:

esse st tagliano secondo Uangolo

" E‘l‘l‘iaz)%o'i_ibx
(18) 7= 240, %0+ (@) — tay)

dove @,,a,,b,,c, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione

19) a+al+2be=1.
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I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione

b b
4) f=55 1=z

b percorrendo tutti gli interi razionali, mentre le corrispondenti
sfere di riflessione hanno per equazione

R S ﬂy z-(i)“’
(20) <£ 2cl>‘|‘<’]+261 +C"'" 261

Se & poi o — By =7 la (2) rappresenterd una riflessione se & della
forma

" (@, +1a5) %+ by (1 - )
2¢, (1 = 2) %o+ (@) — 2005) ’

(21) . %

dove @,,a,,b;,¢, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione
(22) ai-+ait4be=1.

I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione
B) Etn=0

b percorrendo tutti gli interi razionali, e le corrispondenti sfere di
riflessione hanno per equazione

ay — 0\ 2 - a)\? o 1
(#) (e=228) +(n— 25" +r =gy -

I piani di riflessione A) e B) dividono il semispazio £>>0 in
prismi triangolari retti congruenti, aventi per base sul piano limite

T T T

un triangolo con angoli 5 471" Si consideri fra questi prismi

quello racchiuso dai 3 piani
1 .
I) =0 ; 1I) SZE; I1I1) E—1n=20;
e di esso consideriamo la porzione esterna alla sfera di riflessione

V) (&_%>2+./‘2+C2:i ,
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la quale forma un tetraedro [l del tipo (b) con i quattro vertici

1 1 /11
VOE<§, 0, §>; V,=(0,0,0); V2EK§a§70>3 V,=(0,0,).
Il & il tetraedro fondamentale di G,.

Infatti nessuna sfera di riflessione attraversa II lungo uno spi-
golo, perchd con considerazioni note si trova che le sfere che pos-
sono attraversare I[I lungo uno spigolo sono:

(=B (o)
R

e nessuna di esse appartiene alle (20) o alle (23).

Tenendo conto delle equazioni (20) e (23) e delle (19) e (22) si
trova che nessuna sfera di riflessione pud contenere nel suo in-
terno V,, V,, V,.

Ai movimenti di 1.2 specie che trasformano [l in se corrispon-
dono le sostituzioni

1,0 0, i —(43), @
(0,1’ 2 144/ \ —2 o0

che formano un gruppo ciclico del 3.° ordine. Nessuna di queste
sostituzioni, eccettuata la prima (1’identitd), appartiene a G,. Le
altre sostituzioni di 2.* specie corrispondenti a movimenti di 2.
specie che riportano I[ in se, si ottengono combinando le tre so-
stituzioni precedenti con la riflessione
%y -+ 147
%, 3
'
%=
)
che trasforma [T in se e non & di G,. Si otterranno allora tre so-
stituzioni di 2.2 specie che non sono di G,.
Segue che [I & il poliedro fondamentale di G,.
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Caritoro IIT

Sulle divisioni regolari dello spazio non euclideo in tetraedri

con 2 vertiei propri e 2 impropri.

8. — Come nel capitolo precedente, per determinare tutti i te-
traedri I che effettuano la divisione regolare dello spazio non
euclideo S, aventi 2 vertici propri e 2 impropri, ci serviremo della
rappresentazione conforme di S entro la sfera limite X. Siano V,
e V, i vertici propri del tetraedro I1' immagine di [l in ¥, e V,, V,

gli impropri. Indicando con p (@, =0y ;,a, , intero) la misura
.k
del diedro V, V, nell’ipotesi che [1” effettui la divisione regolare

dl ¥, gli interi a@; ;, debbono soddisfare alle relazioni:

/1 1 1
[ — —_— = 1
\%.1 + Q.2 + a0.3> ’
(24) ?
1 1 1
— — — 1
\ Qo 1 + a2 + a1.3> ’
1 1 1
i B =1
S Qp,2 + 2 Ay 3 ’
(25)
1 1 1
R R — =1.
zaos + a3 + Qz3

Determiniamo ora tutte le soluzioni essenzialmente distinte delle
(25), che soddisfino anche alle (24).

Dalle (25) si ha a,,<<6; a,3<<6. Dalle (24) segue tenendo
conto delle (25) a,,< 6. Supponendo poi come & lecito @<y,
una discussione elementare del sistema (24), (25) ci fa concludere
che le soluzioni cercate sono:

. 9 . —_— . — 9. o . J— .

) =25 =25 Ga=2; a,,=3; @3=3; A3=0;
0) =23 @,=2; @3=3; @,,=3; ;=23 a,5=6;
< . — -

) @a=235 Q=25 Gs=4; a 4 a,3=2; =4

@) @1=2; 1,=2; a;=6; a,,=6; 3=2; A 3=3;
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(6 aa1=2; a:,=3; @Gs=3; @:=3; Mm3z=3; a3=3;

() @.=3; (oe=2; Q3=3; :=3; @3=2; a,3=06;

@) a,=3; @o2=23; Q=45 Me=4; 0,,=2; ay3=4;

(B) apn=4; @e=2; @sz=3; =35 @,3=2; a3=06;

(2) A1=95; =23 y3=3; a,,=3; O13=2; O,;=06.
Nei numeri seguenti troveremo che ad ognuna delle soluzioni

trovate corrisponde un tetraedro [I' che risulta perfettamente de-

terminato assegnato che sia un suo angolo triedro. Segue: Esistono

soltanto nove divisioni regolari dello spaxio iperbolico in tetraedri
che abbiano 2 verticy propri e 2 improprs.

9. — Consideriamo il gruppo G, costante delle sostituzioni di
1.2 e 2.* specie

I_”%_'—B !_a%()_'_p.
1) X = @  x=IE

a determinante
ab—pfy=+£1,

—1+4V3
e

essendo i numeri a, B, 7, ¢ interi del campo (1,¢) con ¢ =

per i quali sia inoltre soddisfatta la congruenza:
v=0 (mod. 2).

Dico che il poliedro fondamentale di G, & un tetraedro del
tipo (a). Come al solito si dimostra che i periodi delle sostituzioni
ellittiche (1) sono 2, 3,6 onde due sfere di riflessione possono ta-
n w 2¢ ® b=
2°373°6'6 °

Se & ad—pBy=1 la (2) rappresentera una riflessione se & della
forma:

(26) %l= (al + aze) %o _l_ @bl \/g y
2ic, V3% + (@, 4 a5e?)

gliarsi soltanto sotto gli angoli
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dove a,, a,, b,, ¢, sono interi razionali soddisfacenti all’equazione
27) (@—2a) 4+ 3a} + 24 be,=4
I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione

A) 71=bT\/3; £V3+n=01V3

e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione

(28) <& — Zﬁz}g_*_ <.q_0?2— 264!1\)2_‘_ o <_it\2

1/ 4¢,V3 2¢,V3/
Se & #0 — 7= -1 la (2) rappresenterd una riflessione se & della
forma
29) v (Tt adm b

2 61 %g— (@, + a5 %)

con @, a,, b,,c, interi razionali, tali che sia
(30) (@ —2a)+ 3a;8be, =4

I piani di riflessione corrispondenti a (29) hanno per equazione

B) fE=5; E+qV3=b,

o S

e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione

(31) k&—g—aiﬂ >+( a;\/3> Lo <21 \ 2

e/
I piani di riflessione A) e B) dividono il semispazio {>>0 in

prismi triangolari retti congruenti, fra 1 quali considereremo per es.
quello racchiuso dai tre piani:

) 4=0; 1I) a=%; )  t=17V3.
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La porzione del prisma I),II),III) esterna alla sfera di rifles-
sione:

1 ? wn 2___1
Iv) <&—§>+f1+¢—;,
forma un tetraedro II del tipo (a) avente i 4 vertici
1 1 1 1\
S V= (= S I
7N (2’2\/3’\/2\/3)’
0,0 ; Vy=(0,0, o).

l\D|l—‘

v/
Vo={3>
V,=(0,

Dico che Il & il poliedro fondamentale di G,. Osservando in-
fatti che le sfere che dividono secondo due diedri aventi per mi-

TT L ..
sura =, - il diedro retto V, V, sono

3’6
(t— )+ (=) o=,
1

(=3 (mpieee

che quelle che effettuano un’analoga divisione per il diedro V,V,
sono

( !Agﬂ 1> +of =1,
Pl SRR |
(\ 2\/.3 , +1"|"C—3a

e che infine quella che bisega in due diedri % V,V, e

(=40 (o=t

e che nessuna di esse appartiene alle (28) o (31) si conclude che
nessuna sfera di riflessione pud attraversare Il lungo uno spigolo.
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Tenendo conto delle (27) e (30) facilmente si verifica che nes-
suna sfera (28) o (31) pud contenere nel suo interno V,, V,,V,.
IL’unico movimento oltre 1’identitd che trasforma Il in se stesso
0 di 2. specie e ad esso corrisponde la sostituzione
, 1

X = ——

%o
che non & di G,. Segue che IT & il poliedro fondamentale di G,.
10. — Consideriamo il gruppo G, costante delle sostituzioni di
1.2 e 2.2 specie

z_gfﬂ . /_a%0'+@ .
(D %_~(%+8’ r = %o 48

-2

a determinante

ad—pBy==+1

. N . . _ ] V3
essendo i numeri «, 8,7y, d interi del campo (1,¢) con e= ;z)_@

per i quali sia inoltre soddisfatta la congruenza
v=0 (mod. 1 -¢).

Dico che il poliedro fondamentale di G, & un tetraedro del
tipo b).

Essendo i periodi delle sostituzioni ellittiche (1) 2, 3, 6 due sfere
di riflessione di &, possono soltanto attraversarsi sotto gli angoli
T T 2n
233"

Se 8 25 —By=1 la (2) rappresenterd una riflessione se & della
forma

(32) o (a1 as¢) %, +-2b, V§
ey V324 (@ + a58?)

=g

bl

K]

bl

con ay, a,, by, ¢, interi razionali tali che sia

(33) (@ —2a)*+3a3-}12b,¢,=4.



42 'G. Sansone

Le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione

o0 (o) (i e )

e i corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione

@) =3 eyEeq—aya,

Se & poi a5 —By= -1 la (2) rappresentera una riflessione se &
della forma
(@ az¢) %+ b,
3e % — (ay+a,&%) ’

con a,,a,,b,,¢, interi razionali soddisfacenti alla (33).

(39) % =

I piani di riflessioni hanno per equazione

(B) é=g; E£qV3=0b;

e le sfere di riflessione hanno per equazione:

(=2 (5 =3

Fra i prismi triangolari retti congruenti in cui i piani di rifles-

sione (A) e (B) dividono il semispazio {0 scegliamo quello rac-

chiuso dai tre piani
=0 mo =1 ) t=qV3.

La porzione del prisma I), IT), III) esterna alla sfera di riflessione

v \& >+K 2\/3> o=

forma un tetraedro 11 del tipo &) con i vertici

/11 1N o (1 1\
:<"’9\/3\/3> Vl:(\—’ﬂ’?)‘

Ve=(0,0,0; V;=(0, 0, ).
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IT & il poliedro fondamentale di G,. Infatti nessuna sfera di rifles-
sione (34) o (36) pud contenere nel suo interno un vertice di II
o attraversare [l lungo uno spigolo.

Esiste un solo movimento oltre 1’identita, corrispondente alla

sostituzione
, 2

= dr2ox

che trasforma [I in se e non apparticne a G,. Segue allora che
1I & il poliedro fondamentale di G,.

11. — Consideriamo tutte le sostituzioni

o 2% T B
T qx 48
i cui coefficienti a,8,v,8 sono interi del campo (1,7%), essendo
od—By=1,7,2,2%,

e per i quali, se ad-fy=1,7 sia soddisfatta la congruenza

1=0 (mod. 2),

e se 08 —By=2, 2¢ siano soddisfatte le altre

o=y=0=0 (mod. 2).

Queste sostituzioni formano un gruppo G, come facilmente si
verifica osservando che componendo 2 sostituzioni a determinante
2 o 27 si ottiene una sostituzione avente il 1.0, 2.9, 4.0 coefficiente
divisibile per 2 e il terzo per 4. Ampliamo il gruppo G con la ri-
flessione %' =%, ed avremo il gruppo ampliato G, costante delle so-
stituzioni di 1.2 e 2.2 specie

1) o 2E e al—@g1=1,¢ v=0 (mod. 2),
% = L
7wt (|4 _pr=2,2 o«

Il

y=0¢=0 (mod. 2).

Il

0 (mod. 2),

o womts feTEI=LE
%+ (45 —py=2,2 4

l

1= 0=0 (mod. 2).
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Dimostreremo che il poliedro fondamentale di G, & un tetraedro
del tipo ¢).

Le sostituzioni ellittiche (1) di G non possono avere che il pe-
riodo 2 o 4, conseguentemente se due sfere di riflessione di G si

© 3
attraversano, esse si tagliano sotto l’a,ngoloér v I.
I piani di riflessione di G, hanno per equazione
b b
A) f=g53 n=g; fExn=b.

Il gruppo G, ha 3 tipi di sfere di riflessione secondo che sia
o9 —B7=1,7,2 che hanno rispettivamente per equazione

A
2 [
(37) (b= )+ (nt5) +0=32,
/ _a1—ag> /___a1+“z 2
(38) =) T )+ 8%
(39) 5——) +5“—‘\) re=t
K e/l ! 267
soddisfacendo i numeri interi razionali a,, @,, ¢, rispettivamente alle
congruenze
aitai=1 (mod. 2¢)) ,
a+a=1 (mod. 4¢,) ,
2@ +ad)=1 (mod. ¢,)

Facilmente si verifica che G, non contiene riflessioni a deter-
minante 2¢.

Fra i prismi triangolari retti congruenti in cui i piani di rifles-
sione A) dividono il semispazio £ > 0 scegliamo quello racchiuso
dai tre piani

) 7=0; I == M) &—73=0.

DO| =

esterna alla sfera di riflessione

Iv) et to=1

La porzione del prisma I), II), III

~—
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forma un tetraedro I del tipo (¢) con i vertici

/ 1 1 1 /
VOE(O,O,MA—>; VIE< 0 ); Vz*:—&
\

1 1
V2 PRIREET] §,§,O>;

V,=(0,0, ).

Dico che 1I & il poliedro fondamentale di G,. Osservando che

le sfere di riflessione che penetrano in Il bisegando il diedro V,V,
o V,V,; sono

e (1) o=t
(2=5)+ (1—3) +e=1

e nessuna di esse appartiene alle (37), (38), (39), segue che nes-
suna sfera di riflessione pud penetrare in Il lungo uno spigolo.
Sostituendo nelle (37), (38), (39) per &,7,¢ le coordinate di V,,
V,,V, si ricava che nessuna sfera di riflessione di G, puo conte-
nere nel suo interno un vertice di [I.

Esiste un solo movimento di 1.2 specie, oltre 1’identita, corri-
spondente alla sostituzione

o (l=Da—1
T 22 —(1+9)]
che trasforma [I in s& stesso e non appartiene a G.
Segue, che Il & il poliedro fondamentale di G,.

12. — Consideriamo il gruppo G di sostituzioni

WL o

RPN
a determinante 2.3 —fy=+1 essendo «,(3, 7,3 interi del campo
-142VY3

2

-

(L,¢) con e = per i quali siano soddisfatte le con-
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gruenze

oa=3=0 (mod. 1 —¢),
ovvero le altre

=4=0 (mod. 1 —¢).

Ampliando G con la riflessione #'=2z,, avremo il gruppo G,
costante delle sostituzioni:

, a%—f-ﬁz o=0=0 (mod. 1-¢),
% = <
%48
ad—Byr=+1, e ovvero
%/_a%O—I—B
T 4%+ 8 f=v=0 (mod.1-¢).

Dimostreremo che il poliedro fondamentale di G, & un tetraedro
del tipo (d).

Poiché le sostituzioni ellittiche di G non possono avere che i
periodi 2,3, 6 se due sfere di riflessione di G, si attraversano, esse

5

si tagliano sotto uno degli angoli E,E,E —2—7:,—75

Se a0 —B1=1 la (2) rappresentera una riflessione se & della
forma:
(40) v (o + e m + b V3

- . s >
re, \/3 %o+ (@ -+ a5 €)

dove a,, @, by, ¢, sono interi razionali soddisfacenti all’ equazione
(41) (@e—2a) + 3a3+ 1260, = 4.

I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione

A) n=b—\2/—3—, EV3Lq=0YV3,

e le corrispondenti sfere di riflessione
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Se & o9 —~37= —1 la (2) rappresentera una riflessione se & della
forma

(43) . al—l—a3=)%0+b

31%0_((‘1 "l"az !

con a,,a,, b, ¢, interi razionali tali che sia
(44) (@, — 20\ + 3a3 L 4b,c, = 4;
con la condizione che se &

e,x0 (mod. 3) e quindi bx0 mod. 3)
sia
a, + a,e =0 (mod. 1 —¢).

I corrispondenti piani di riflessione hanno per equazione

")b o
B) E=5 5 V=0

e le corrispondenti sfere di riflessione

(45) ({g _ %ﬁl_ﬁz/\ T (’Q Qy \ 3) tem ( 1\)2.

Fra i prismi retti congruenti a base triangolare in cui i piani

A) e B) dividono il semispazio {>> 0 consideriamo quello racchiuso
dai tre piani:

) 7=0; I) &¢=4V3; I £V3+4+q=V3.
La porzione del prisma I), II), III) esterna alla sfera di riflessione
IV) E+ i +0=1

forma un tetraedro Il del tipo (d) con i quattro vertici

3 V3 I
V,=(0,0,1); V,= <4,\i 5) s H=1(1,0,0;
V,=(0,0, ®).

Dico che [I & il poliedro fondamentale di G, .
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Osservando che le sfere che penetrano in II lungo lo spigolo
V, V, dividendolo in 2 diedri aventi per misura rispettivamente

T T o
= A no
3’6

et (n—3) +e=1
&+ (—Vip+o=2,

e le analoghe per lo spigolo V,V, sono
. INT L/ VB, , b
(G—"Z> +<"+T> +C=7,
XS 3.2
(5—\/7> +(1t+35) +e¢=2,
. \ /

e che nessuna di esse appartiene alle (42), (45) si conclude che
nessuna sfera di riflessione penetra in [I lungo uno spigolo. Si ve-
rifica pure che nessuna sfera (42) o (45) pud contenere nel suo in-
terno un vertice di Il. Hsiste, oltre I’identita un solo movimento
di 1.* specie cui corrisponde la sostituzione

gt

EX—¢

che trasforma II in s& e non appartiene a G. Segue che IT & il
poliedro fondamentale di G,.

13. — Se noi associamo al tetraedro fondamentale del gruppo
G, (v. numero 9) costante delle sostituzioni

o er B
vx -4 0
06—By=41, =0 (mod 2),
%,=a%0+$\
%+ 10

il simmetrico rispetto al piano

7]:0
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otteniamo il poliedro fondamentale I1' del gruppo G costante delle
sostituzioni di 1.2 specie

! B
%/_U%—l_l

T oyx49d?

a determinante
ad —Br==1,

—1+343
essendo o, 3,7, 0 interi del campo (1,¢) (s = "—i;—\@) per i quali

sia soddisfatta la congruenza

l

~
i

0 (mod. 2) .

Infatti all’unico movimento di 1.* specie, oltre 1’identitd che
trasforma Il in se corrisponde la sostituzione

, 1

V=5

che non & di G,. Il tetraedro [’ & del tipo (e). Esso & la porzione
del semispazio {0 interna al prisma

I) =17V3 ; 1) &=—7V3; Iy t=

DO =

ed esterna alla sfera

Iv) (=g +7+e=1

14. — Dalle costruzioni date per i tetraedri corrispondenti ai
tipi (@), (b), (¢), (d), (¢) risulta I’univocitd di essi fissato che sia un
triedro del tetraedro. Nei numeri seguenti dimostrero I'eftettiva esi-
stenza e 'univocita nel senso anzidetto dei tetraedri corrispondenti

4
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ai tipi f),9),k),¢) e dard i gruppi corrispondenti mediante le

quattro riflessioni generatrici.

15. — Sia il prisma retto triangolare
) 7=0; I &=1; I t=4V3

uno degli angoli triedri di un tetraedro [I del tipo f).

E chiaro che ad ogni sfera che abbia il suo centro sulla retta
E=1 \/§, che passi per il punto (0, 0, 0) e tagli il pia,no t=1
dalla parte interna al prisma 1), II), III) sotto un angolo 5 corri-
sponde un tetraedro II del tipo f).

Chiamando con (y, V3, 90, 0) le coordinate del centro di tale
sfera, si ha per y, I’ equazione

+(1—%V3)=u,,

valendo il segno -+ o — secondo che sia 1 -1,V 3 positivo o ne-
gativo. Ma escludiamo ipotesi 1<, V3 perche allora la sfera
corrispondente forma col prisma I), II), 1II) un tetraedro con un an-

. 21 . .
golo dietro = —32 si ha percid

3 1 3—1
=g Vi—ys. Y321, VE-1,
Esiste quindi un solo poliedro Il del tipo f) che si ottiene consi-
derando la porzione del prisma I), II), ITI) esterna alla sfera

™) (& \/3(\/3—1) / \/3_1

)+ (=5 ) Fe=3-1)"

Il gruppo G, che ha per poliedro fondamentale II ha per so-
stituzioni generatrici le 4 riflessioni
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16. — Analogamente al n. 15 si prova lesistenza e l'univocita
dei tetraedri corrispondenti ai tipi g), k),%).
La porzione del prisma

) q=0, m e=1; o) t=q,
esterna alla sfera
V) (c—ve2(V2—1);+ (1—V2(V2—1)p+e=4(V2-1)

forma un tetraedro del tipo ¢). 1l gruppo G, corrispondente ha
per riflessioni generatrici

=y A=—2z4+ 2 A=1i%; %':'Affo"#_
eva(vz-n
Cosi pure la porzione dal prisma
) q=0; m t=1; o) &=qV3,

esterna alla sfera

) (= VE(VT—VE) P+ (- (VE-VIF+ 0= (VE+ VEY,

forma un tetraedro del tipo &). Il gruppo G, corrispondente ha
per riflessioni generatrici
€%, , &%

—’ 1%,

¥=x; X=—24+2; &=

Infine la porzione del prisma

) 4=0; Iy ¢t=1; Iy &¢=v3,

esterna alla sfera

(- ) (- g ) b= O

—_— = + _——= = p—— T o ¢
Varevai1! T\ V2 vBtl (Vo+2y3+1)

forma un tetraedro del tipo 7). Il gruppo G, corrispondente ha per
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riflessioni generatrici

=2z, ; %z = % —}—2 % = i 2= %o
A 4 =—2% 3 u'__'_‘—z; — == — .
’i:\/w—- V -2'/0+52

Caprtoro IV.

Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico in tetraedri
con un solo vertice improprio.

17. — Come nei 2 capitoli precedenti, per determinare tutti i
tetraedri Il con un solo vertice improprio, che effettuano la divi-
sione dello spazio iperbolico S, ci serviremo della rappresentazione
conforme di 8 entro la sfera limite di ¥.

Sia V, il vertice improprio di 11" imagine di [1in £, e V,,V,,V;
i vertici propri di Il'. Usando le solite notazioni si ha che la con-
dizione necessaria e sufficiente perché Il effettui la divisione rego-
lare di £ & che i numeri @, , siano interi e soddisfino alle rela-
zioni:

1 1 1

46 — — =1
( ) Q1 Q.2 (.3 ’
TS ST
s Qg1 + 279 @1,3> ’
1 1 1
— — —>1
Cy) ) Qo2 + ay a2,3> ’
o1 1 1
|

E lecito supporre a,, =@, ,==@,,. Dalla (46) segue allora
a,,=2,3. Se & a,,=2 si avra

(o) Uy =3 ; @3 =06
oppure

@ y, =4 Qo =4.
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Nell’ipotesi (=) le soluzioni intere del sistema (46), (47) sono:

1) @i =23 Q=33 G3=06; 0 3=2; Gs=2; a,,=2,

a) ay,=2; (=33 G3=06; a3=2: 3=2; =3,

b)) a=2; G=3; @sz="06; a,;3=0; Gp=2; a,,—=4,

e) @ =2, Ae=133 Q3=0; 0,,=2; a,;=2; @ ,=>5.

Nell’ ipotesi (ff) supponendo come & lecito @, << a, ; le soluzioni
del sistema (46), (47) sono:

S

3) @y =2; Toe=4; Qe=4; M,=2; a,;,=2; =2,

d) ,=2; Q.=4; Gs=4; 0,=2; a,3==2: @,,=3

bl

e) @a=2; Go=4; as3=4; Q3==2; a,;=3; ;=2

) @1=2: =43 =435 0,,=3; @3=3; 0,,=2.

Supposto infine a,,=3 segue a@y,=a,3=3 e supponendo come
& lecito @, , << a3 << a,3, le soluzioni del sistema (46), (47) sono:

> . _.__q' - — . — . —— .
§) @i=3; We=38; @3=3; @,=2; a,=2; 03=2,

g) =33 Ge=3; G3=3; @,=2; ;=2 G3=3,

h) ay1==33 a,,=3; Az=3: a,,=2; a,,=23 a,;=4,

1) @,=335 @:,=3; @,=38: @ ,=2; a,3=2; a,3=05.

Ma facilmente si vede che non esiste nessun tetraedro I’ sod-
disfacente alle condizioni (y), (2), (z); perd nei numeri seguenti di-
mostreremo che a ciascuna delle nove soluzioni @), b), ¢), d), ¢),
f).g),h),7) corrisponde un tetraedro [’ dello spazio iperbolico
univocamente determinato assegnato che sia un angolo triedro e
daremo la definizione aritmetica dei gruppi propriamente discon-
tinui corrispondenti.

Segue: FHsistono soltanto 9 divisioni regolari dello spaxio tper-
bolico in tetraedri aventi un solo vertice improprio e 3 propri.
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18. — Consideriamo il gruppo G, costante delle sostituzioni di
1.2 ¢ 2.2 specie

L o 2P0 B

(i 1%+ 8
a determinante

b —fr=1%1,

2

In una memoria del professor Lunigi Bianchi, (vedi — Mathema-
tischen Annalen XL. — Sui gruppi di sostituzioni lineare con coef-
ficienti appartenenti a corpi quadratici immaginari, pag. 364, 365)
& dimostrato che la porzione del prisma

essendo i numeri o, 3,7, 2 interi del campo (1,¢) <a =

_—1+i\/§>.

) q=0; )  é¢=5; 1D =V3,

esterna alla sfera
V) §2+712+C2=1)

forma un tetraedro II del tipo a), che & il poliedro fondamentale
di G,. Cid si dimostra come al solito, osservando che Il non & at-
traversato da nessuna sfera di riflessione, ed & trasformato in se
dalla sostituzione identica di G,. Le quattro riflessioni generatrici
del gruppo sono:

%lz.%o H %'=—%0+1 ; %'——_—_ . o=

19. — Consideriamo il gruppo G costante delle sostituzioni

%,=ax—i—~__§
vx 407

/
con 2, 8,7, interi del campo &l,s: ——~——> per i quali
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si ha:

0 —By=+1, £2,

con la condizione che se & ad -

o

t=+1 si abbia
p= (mod. 2)
se ¢ invece ad—-fBy=+2,

o

Il
I

B=5=0 _(mod. 2).

Che le sostituzioni di G formano gruppo segue subito dall’os-
servare che componendo due sostituzioni di G a determinante + 2
si ottiene una sostituzione a determinante + 1 che appartiene an-
cora a G .

Ampliamo il gruppo G in G, con la riflessione z'=x%,.

Dimostrerdo che il poliedro fondamentale di &, & on tetraedro
del tipo b).

Le sostituzioni ellittiche di G sono a periodo 2,3,4,6 onde
se due sfere di riflessione di G, si attraversano, esse si tagliano

sottol’augolor,ﬁ.gﬂ:,i,?f’i,f)_x.
2737374747676

Le equazioni dei piani di riflessione di G, corrispondenti alle
riflessioni a determinante 4 1 sono

A) q=bV3; &V3Ln=0bV3; e=0b; ExqV3=20,

Se & poi 28 —f7 =42, essendo per ipotesi 8 =0 (mod. 2)
non pud aversi =0, onde le riflessioni di G, a determinante + 2
ammettono solo sfere di riflessioni.

Secondo che sia a8 -By=1,—1,2,—2 le sfere di riflessione
di G, hanno rispettivamente per equazione:

w0 (=) + -t ) o= ()

con i numeri interi @,,a,, ¢, soddisfacenti alla congruenza

(49) (as—2)t+ 3a3= (mod. 24 ¢,),
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oppure
fo 2a,—a, a, \/3 .
o (=T () =
con
(51) (ag—2a)* + 3ai = (mod. 8¢),
ovVero

e

a aV3 V2
con
(53) 2@+ a;—aa)=1 (mod. 3¢),
ed infine
on " B e =)
con
(55) 2@ + a3 —a,0) =1 (mod. ¢y) .

T piani di riflessione A) dividono il semispazio { > 0 in prismi
triangolari retti congruenti. Fra essi consideriamo per es. quello
racchiuso dai tre piani

) q=0; I  £=1; I11) =1V3;
La porzione del prisma I), II), III) esterna alla sfera

V) 4t +=2,

forma un tetraedro 1 del tipo (b) avente per vertici i punti

Vi=0,0,»); V,=(,0,1);

V25(1,%,\/§); V3E(o,0,—v%).

IT & il poliedro fondamentale di G,.
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Infatti nessuna sfera di riflessione attraversa Tl lungo uno spi-
golo, perché le sfere che penetrano in II dividendo il diedro V,V,

0o V,V, in due diedri g,zhanno il raggio =2 e quelli che di-
vidono gli stessi diedri secondo due angoli % , Tb—f hanno il raggio

5 2vV2
=21/2 ovvero ~\—/\% e nessuna di esse pud percid appartenere a G.

Nessuna sfera di riflessione pud contenere nel suo interno un
vertice di [l, né esiste alcun movimentio oltre 1’identitd che tra-
sforma [l in sé. 1 & percido il poliedro fondamentale di G,.

20. — Consideriamo del prisma retto triangolare

) 1=0; I  t=1; ) t=1qV3,
la porzione esterna alla sfera
Iv) g4 r=2(3-V5).

Si ottiene un tetraedro II del tipo (¢). Il gruppo G, corrispon-
dente ha per riflessioni generatrici

—g 3—-1V5
% =% ; %'—_—_..)00—1—'2', 2 = = ! 2<—; v5)

5 N =

exy %o

21. — In questo numero ci proporremo di caratterizzare aritme-
ticamente i gruppi corrispondenti alle divisioni dello spazio iper-
bolico in tetraedri dei tipi d),e),f). Daremo prima il gruppo
corrispondente alla divisione del semispazio in tetraedri del tipo
e), semplici considerazioni ci faranno poi ottenere i gruppi corri-
spondenti alle divisioni d), f). Nella memoria citata del professor
L. Bianchi al n. 18 & dimostrato che il gruppo G di sostituzioni

L _axd
BETE

con =,8, 1,8 interi del campo (1,7), ampliato con la riflessione

aa*ﬁ'{:lvi)
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%' =%,, da un gruppo G, avente per poliedro fondamentale la por-
zione del prisma retto triangolare

1

D t=,5 W) q=0; ) =1
esterna alla sfera
Iv) erp+o=1.

~

Tale poliedro & un tetraedro II del tipo e). Se a Il associamo il
simmetrico, per rispetto al piano 1= 0, otteniamo un tetraedro [1' del
tipo d), che @ il poliedro fondamentale di G. Se infine al tetraedro
[l” associamo il simmetrico per la faccia ¢++4=0, otteniamo un
tetraedro 1" del tipo f). Osservando che la sostituzione corrispon-
dente alla riflessione sul piano §+7=0 &

a determinante ¢, e che nessun movimento, eccettuato 1’identico,

trasforma 1" in se, segue che 1”7 & il tetraedro fondamentale del
gruppo di sostituzioni unimodulari

ly,:a%—f—_ﬁ
T T x50

con »,3,v,4 interi del campo (1, ¢).

oo —par=1,

22. —— Al poliedro II fondamentale del gruppo G, del n. 18 as-
sociamo il simmetrico rispetto al piano 1= 0. Otteniamo un tetraedro
IT'" del tipo g) che & il poliedro fondamentale del gruppo G di so-
stituzioni di 1.2 specie

o bB

BT E
con a9 —fBy=41, essendo i numeri o,B3,7,% interi del campo

<1 _E=:1_+LV_3>_
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‘Ma orientando convenientemente Il possiamo anche trovare la
costituzione aritmetica del gruppo che si ottiene combinando le 4
riflessioni sulle facce di II".

Per questo consideriamo il gruppo I' di sostituzioni di 1.» specie
costante delle sostituzioni

, ox-+p
o = _6‘t_v ,
con
ad=1; p3=0 (mod. 1 —¢) ;
essendo o, B, 7, 5 interi del campo (1, ), (e: ——1—_‘—_21\/—3), e delle
sostituzioni \
I ol
Tyx 00
con

ad —fy=—38; o=90=0 (mod.1-g; =0 (mod 3),

essendo ancora o, 8,7, 5 interi del campo (1 Je= ———1_|2_~l—\£)

Componendo le sostituzioni di I' con la nota regola, facilmente
si verifica che esse formano gruppo. Ampliamo il gruppo I' in [,
associandovi la riflessione %' =%,. Dico che il poliedro fondamen-
tale di I'y & un tetraedro del tipo g).

Osserviamo che le sostituzioni ellittiche di G- hanno il periodo
203, onde se due sfere di riflessione di I, si attraversano, si ta-

. n ® 2=
gliano sotto angolo 50303
I piani di riflessione di I’y hanno per equazione
by3 5 -
A) = X o EVBEn=bV3,

e le sfere di riflessione

o (o e e e
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con a,,a,,c, interi tali che sia
(57) (@, —2a) + 3a} =14 (mod. 4 ¢)) .

I piani di riflessione A) dividono il semispazio in prismi trian-
golari retti congruenti. Fra essi consideriamo quello racchiuso dai
tre piani

) q=0; 1) &V3—yq=0; T EV3+4n=V3.
La porzione del prisma I, II, IIT esterna alla sfera di riflessione

IVv) 4+ 74+ =3.

forma un tetraedro I1" del tipo g) avente i vertici:

Vo=(0,0,®); V,=(0,0,V3)
_ 1 1 —
sz(la Oa \/2) 3 VOE(E,VE,\/Z)).

Essendo le sostituzioni ellittiche di I' a periodo 2,3 nessuna
sfera di riflessione attraversa [1” lungo uno spigolo. Come al solito
si veriflca che nessuna sfera (56) pud contenere nel suo interno
V,,V,, V,. Non esiste alcun movimento di 1.# specie oltre 1’iden-
tita che trasforma [1"in se, mentre ne esiste uno di 2.2 specie cui
corrisponde la sostituztone ,

2%

% ==
——82,

che essendo a determinante — 1 non appartiene a I';. Segue che
[1" & il poliedro fondamentale di I’ .

23. — Come nel numero precedente, associamo al tetraedro Il
fondamentale del gruppo G, del numero 19 il simmetrico per ri-
spetto al piano % =0. Otteniamo un tetraedro [1' del tipo %) che
& il poliedro fondamentale del gruppo costante delle sostituzioni

o 2% T B
R
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con
ad—By==+1 =0 (mod. 2),
e delle sostituzioni
, _ox+p
TR
con
od—By=+1, a=pf=3=0 (mod. 2),
essendo a, 3,7, % interi del campo (1, :=j—l——]2;z—\1§)

Ma orientando anche in questo caso opportunamente I1’ trove-
remo la costituzione aritmetica del gruppo che nasce combinando
le 4 riflessioni sulle facce di Tl

Consideriamo il gruppo I' di sostituzioni di 1.2 specie, costante
delle sostituzioni

, ox-4+18
% = ;—' ,
con
0d=1; =0 (mod.1-¢),
delle sostituzioni
B,
%= + 5

con
ad —Byr=—3; 0=95=0 (mod. 1 -¢); =0 (mod. 3),

ed infine delle sostituzioni

con
25—By=—6; aa=3=0 (mod.2(1—s)) ;
=0 (mod. 3) ; y=0 (mod. 2).



62 @G. Sansone

Ampliamo il gruppo I'in T, associandovi la riflessione z' =z,

Proverd che il poliedro fondamentale di I'y & un tetraedro del
tipo h).

Le sostituzioni ellittiche di I' hanno il periodo 2, 3,4 onde se
due sfere di riflessione di I', si attraversano, esse si tagliano sotto
I’angolo m & 2r % 3r .

2'373 7474
I piani di riflessione di I’y hanno per equazione

bY3 ~ ]
Iy =22 yBaq—bvi,

e secondo che sia a8 —-3y=-3, —6 le sfere di riflessione hanno
rispettivamente per equazione

o (i) (=P e ()

20,
69 (e+, >+( Vi —2 >+c2 AERY

\/9 €

i numeri interi a,,a,, ¢, soddisfacendo rispettivamente alle con-
gruenze

€

4ol —aa=1 (mod. 2¢))
2@+ —a,a)=1 (mod. ¢).
I piani di riflessione A) dividono il semispazio £ > 0 in prismi

triangolari retti congruenti, fra cui considereremo quello racchiuso
dai tre piani

) 7=0; I) ¢tV3—y=0; I ¢V34q=V3;

La porzione del prisma I), II), ITI) esterna alla sfera di riflessione

L\"IOO

IV) et t=
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forma un tetraedro I1" del tipo &) avente i vertici

'3

V=0,0,%); Vi=(0,0,1/3);
(1 V3 1

é?‘é‘a‘v;ﬁ)a

1" ¢ il poliedro fondamentale di I'y. Infatti le sfere che bisegano

l

1
sz(laoa\_/g)3 vV,

&

i diedri V,V, e V,V, hanno il raggio = V3, onde nessuna sfera
di riflessione attraversa 11" lungo uno spigolo. Si verifica che nes-
suna sfera (58), (59) puo contenere V,, V,, V; nel suo interno. Os-
servando infine che all’unico movimento oltre 1’identita, che tra-
sforma 1" in se corrisponde la sostituzione

%, == —5 %0

che non & di I'y, segue che 11" & il poliedro fondamentale di T, .

24, — Associamo al poliedro [l del numero 20 il simmetrico per
rispetto al piano 7=0. Otteniamo un tetraedro [1' del tipo 2) cor-
rispondente al gruppo G di sostituzioni di 1.* specie, che si otten-
gono combinando le 4 riflessioni:

2(3—v5
W=z, A=—2%-F+2: p =% %’—-——-———( v )

2
‘—52 )

CariToro V.

Sulle divisioni regolari dello spazio non-euclideo in tetraedri

con vertici propri.

25. — Come nei capitoli precedenti, per determinare tutti i te-
traedri [T con vertici propri che effettuano la divisione regolare
dello spazio iperbolico S, ci serviremo della rappresentazione con-
forme di S entro la sfera limite ¥ di raggio 1. Siano V,, V,,V,,
V; i vertici di II” immagine di [I. Usando le notazioni dei capi-
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toli precedenti si ha che condizione necessaria e sufficiente per-
ché T effettui la divisione regolare di X & che i numeri a;,, siano
interi, e verifichino le diseguaglianze:

1 1 1

—_— — — 1

(78] T ao,2+ ao,3> ’ %)
1 1 1
_+*+H>1a b)

Qo1 ay,2 3

(60)
T
Q.2 1,2 473 ’
1 1 1
Ly loy g

Qo3 a3 @3

Ora solo ad alcune delle soluzioni delle (60) corrisponde un
effettivo tetraedro [1' di S. Indicherdo brevemente il procedimento
con cui ho trovato tutte le soluzioni delle diseguaglianze (60) cui
corrisponde un tetraedro [’ di S, e daro le riflessioni generatrici
dei gruppi corrispondenti a due particolari divisioni.

Senza alterare le generaliti posso supporre V, sia il centro di
X, ed inoltre

Go,1 << Qo2 << Uy 3 .
Allora le soluzioni della (@) sono.
(%) W1 =2; Gp=2; a=mn, (nintero)
Qa=23 Gye==3; @z=3,

Ay =23 @o=23; as=+4%,
Q=25 QGo=23; @s=>5H.
Nell’ipotesi (o) deve aversi
n<>5
perche se fosse » =6 dalla d) seguirebbe

M 3=Qy3=2,
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ma non esiste un tetraedro che verifichi le condizioni
Uy =23 Mo=23 Qa=mn; Gz=21 M3==2; aq,=mn,

quindi fra le soluzioni della (@) sono solo da considerare le seguenti

1) U1 =123 Q,=2; ay;=2,
0) Q=23 Go=2; @y3=23,
ot3) Ao =23 Q=23 ay=4%,
9y) Uy =23 Qyo=23 ay3=2>5,
5) Ay =25 Q,=3; @y3=3,
) My ==23 U=23; as3=4,
ol7) o1 =23 Q=3 Ay=2>

Sostituiamo le soluzioni =), 9,), v3), v4) nelle b), ¢), d) di (60)
e troviamo i valori che si debbono assegnare ogni volta ad a,.,
Q3,03 per avere un effettivo tetraedro [1' di ¥, il quale per le
condizioni poste effettuerd una divisione regolare di X.

Le (b),(c), (d) sostituendo in esse per @, e, & 5 1 valori dati
da o,) diventano rispettivamente

1 1
‘?,2 a12>—2
1 1
(61) ’51—2 a‘>27
1 1
s a“>§'

I lecito supporre in questo caso
a3 = Ay 3 = A3

Bisogna poi sia @, , >>2 perchd se fosse @,,=2 la faccia V,
V,V, del tetraedro [I' sarebbe ortogonale alla faccia V.V, V, e non
incontrerebbe percio lo spigolo V,V; di [1” anch’esso ortogonale a

5
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V,V,V,. Segue che sono da esaminare della (61) solo le soluzioni :

B Wp=3; U3=3; 3= 3,
B @eo=3; G3=23; t3=4%,
Bs) @s=3; W3=23; @mz=>5.

E facile vedere che delle tre soluzioni o)), 8); o), Ba); 1), %),
del sistema (60) solo all’ultima corrisponde un effettivo tetraedro
"di X

Per questo assumiamo una terna di assi coordinati ortogunali
x,y,% avente lorigine in V, in guisa perd che le direzioni posi-
tive di x,y,% coincidono rispettivamente con le direzioni V, V,,
V, V.3 ViV, Se indichiamo con z,, ¥, %, il centro della sfera ap-
partenente alla faccia V, V,V, di II' e con 7 il suo raggio, si deb-
bono verificare con i numeri @, , le eguaglianze:

(62) oty +a=1+7
T %
08 — = 2
. 7
T Y
cos — = 2
(63) ayy 7]
T
cos — = — ,
Ups 7

Non ho messo nei secondi membri delle (63) il segno + per-
ché dovendo la sfera V, V,V, incontrare gli spigoli V,V,; V,V,,
'V, V; ciascuno in due punti & necessario supporre @y, ¥, %, positivi.

Dalla (62) e (63) si ha:

(64) 72 (cos — - cos® — —]— cos® — — 1) 1.
: QAz.3
Ponendo nella (64) per a,,, @13, @31 valori B), 8), () si con-
clude che le soluzioni B)),3) sono da escludere rendendo esse il
primo membro della (64) rispettivamente negativo o nullo, mentre
per la soluzione B;) si ricava che il raggio » della sfera V,V,V,
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deve essere dato dalla formula

(65) v="Y2(V5+1)

e conseguentemente per le (63)
7 =5 V2(V5+1)

(69) b=t (Va1 V2(V5 1)
| o VD

Per mostrare infine che la porzione del triedro avente per facce
i piani

1) z=10; 1I) z=0; 110) y=0;
esterna alla sfera
V) (EB—z)® + (Y —y) + (x—2%)*—1*=0,

con Iy, Yo, %, 7 dati rispettivamente dalle (65) e (66) forma un te-
traedro [l dello spazio iperbolico X ci resta da verificare che i punti
(1,0,0;©,1,0); 0, 0, 1)sono interni alla sfera IV). Ora
le coordinate del punto (1, 0, 0) rendono il primo membro della
IV) =2 (1 - x,) cioé negativo essendo z,>>1, onde (1, 0, 0) &
interno alla IV). Lo stesso dicasi per gli altri due punti.

Da quanto si & visto segue:

Esiste uno e un solo tetraedro 1l con vertici propri avente un
triedro P trireltangolo che effettna una divisione regolare dello
spaxio iperbolico S. Facendo un’opportuna rappresentazione con-
forme di S entro la sfera limite ¥ di raggio uno in guisa che P
abbia per immagine un triedro P’ avente il vertice nel centro di
X, la faccia di I[I' immagine di [I opposta a P' ha il centro e il
raggio dati rispettivamente dalle (66) e (65).
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Il tetraedro Tl corrisponde alla soluzione
G = (o= Cp3=2; Qeo=03=23; G 3=2>5
delle diseguaglianze (60).

Il gruppo G, che ha per poliedro fondamentale 11" ha per ri-
flessions generatrict

=1z A=—12%; x’——l—-
09 09 %0’

_%\/2(\/5 + 1)(1+g\/2(\/5 + 1))%0+ @Vz(vg+1)+ 1)

VAR ) 1)t VeV D[ 2B D)

26. — Passiamo ora ad esaminare la soluzione ) della prima
diseguaglianza o) delle (60). Ponendo percio

Ua=23 Gy=2; a3=3;
le b),¢),d) diventano rispettivamente

1 1 1 1 1 1
(67) d“;"f* 6?‘3>"2"7 — +

1 1 2
TRt TR |

E lecito supporre in questo caso @, << a,;. Segue allora del-
Pultima diseguaglianza (67) @, ;=2. Bisogna ancora supporre
@, >2, a3 > 2 perchd se fosse @, ,=2 la faccia V, V, V5 non in-
contrerebbe lo spigolo V,V,, e se fosse poi @, ;=2 la faccia V, V, V,
avendo allora il suo centro sullo spigolo V,V, non incontrerebbe
il piano V,V,V,. Segue che le soluzioni del sistema (67) da esa-
minare sono:

1) A 3=23 Qs=23; a,,=3;
'1’2) =2 Q3 =233 a,=4;
73) Ms==2; ;=335 a,=>5};
Ta) Gs=2; Go=4; a,=3;

75) A 3=2; Q3="5: a;,=3.
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)
(60) solo all’ultima corrisponde come ora vedremo un effettivo te-

traedro II' di X .
Assumiamo come nel numero precedente una terna di assi coor-
dinati x,y,x avente l'origine in V, in guisa che le direzioni po-

Ora delle soluzioni 0,), 7)) 5 %)y 72) 5 %) 5 %a) 3 %)y Y45 92),75) di

sitive degli assi x,,x coincidono rispettivamente con le direzioni
V.V, V,V,, V,V,. Chiamiamo ancora con (x, y,, %) le coordi-
nate del centro e con r 1l raggio della sfera appartenente alla faccia
V,V,V, di [l', si avra allora;

(6%) B4+ Vemy, =1+,
T T
TCOSa— r COST .
(69)  @= 7_3—3 y Yo=—2=0; Fo=7008 = .
L “w 1'2
sen g sen o

Dalle (68) e (69) si ha:

(70) 7"2(%(30826’—7:— + cos? ‘—‘T—=1>=1 .

2.3 Q1,2

Ora le soluzioni ), s), 7s),vs) rendono il primo membro della
(70) negativo e sono quindi da escludere, mentre per la soluzione
1) si ricava che il raggio della sfera V, V, V; deve esser dato dalla
formula

) 7=\/2V5 3

essendo poi
(72) 2 — \/-25-%—1
La sfera appartenente alla faccia V, V, V; ha per equazione
@—2) + 4 + (=) +y (2 —a) =71

ed i punti (1, 0, 0): (0, 1, 0); (0, 0, 1) sono interni ad essa.

ry Yo=0;5 x=g5r.

DO| —
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Da quanto si & visto segue: Esiste un solo tetraedro ' con ver-

T

tici propri avente un triedro P con diedri 9 2 5 T che effettua

una divisione regolare dello spazio iperbolico. Stabilendo il sistema
di assi coordinati anzidetto, esso ¢ la porxione del triedro

I) 2=0; 1I) z=0; I1I) y=0,
esterna alla sfera
V) @ —z) + o+ (r— %) -y (2 —ap) =17,

essendo x, , Yo , %, 1 dati dalle (11) e (72). Tale tetraedro 1’ corri-
sponde alla soluzione

Q== Q=0 3=25 Gs==0,=3; Gg==D),
delle diseguaglianze (60).
27. — Con ragionamenti analoghi ai precedenti si dimostra:
Esiste un solo tetraedro 11 con vertice propri avente un triedro
P con diedr: ‘2 5 Z che effettua una divisione regolare dello

spaxio iperbolico. Usando le notazioni dei numeri precedenti I1” cor-
risponde alla soluzione

My =123 Gpe=23 Gyy=4; @ 3=0D5; 0 3=2; @;=3

delle diseguaglianze (60). Scegliendo come triedro coordinato un
triedro birettangolo avente I’ origine nel centro di X, il cui diedro

. . % . C
non retto abbia per misura -, e chiamando con x, ¥y, li spigoli

corrispondenti ai diedri retti, sz pud orientare W' in guisa che esso
sta la porxione del triedro

I) x=0; 1I) y=0; I1IT) 2=0,
esterna alla sfera

V) (B —z )+ ¥+ @ — 2+ V2 y (—x) =1*



Sulle divisioni regolari dello spaxio iperbolico ecc. 71
essendo
V23],
—é -
\4 . 0; ﬁ/z\/o+17_.
4

) -

28. — Oltre al tetraedro del n. 27 che ha un triedro con diedri

]
1

b
<

esiste un altro tetraedro 11" avente un triedro con angols

bl bl

DO}
o,

T T
'2°5

A oA

diedri che effettua una divisione regolare dello spaxio

iperbolico. T1' corrisponde alla soluzione
a0‘1=2; a0'2=2; a0‘3=5; (ll.2=5; (1/1'3:2; Uy 53 == 3,

delle diseguaglianze (60). Scegliendo come triedro coordinato un
triedro birettangolo simile a quello del n. precedente, sz puo orien-
tare 11' in guisa che esso sia la porxione del triedro

I x=0; II) y=20; I1T) 2=0,

esterna alla sfera
V) —a) +y+ — ) 2y @ — @) cos T =12,

essendo

, 1041815
S TR
2 /5
Bym Ty = 0; o= Yo
V1042 Vs 4

29. — I tetraedri trovati ai nnmeri 25, 26, 27, 28 sono stati ot-
tenati studiando le soluzioni o)), v,), 9;), 2,) della prima delle di-
seguaglianze (60). Esaminando le altre soluzioni delle (60) si de-
terminano altri quattro tipi di tetraedri oltre i precedenti che ef-
fettuano la divisione regolare dello spazio iperbolico. Dard senza
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altro questi tetraedri mediante 1’equazione delle 4 facce che lo de-

terminano, stabilendo come assi di riferimento una terna di assi

ortogonali avente 1’origine nel centro della sfera limite. Si trova
La porzione del triedro

) y=0; Iy x2=0; II) cV2-y-2=0,

esterna alla sfera

V) (@ — @) + (y — Yo' + (x — ) =17,
con
p— S
2V2+1
V241

Xy =

1 -1
2V2 rs yo_‘ﬁra P =51,

forma un tetraedro I, che effettua una divisione regolare di X 11,
corrisponde alla soluzxione

@y =23 @o=23; @Gz=23; a;,=3; Os=4; Qy=2,

delle disequaglianxe (60).
Ponendo invece mella 1V)

po_ 16
5V5+1
_3+V5

0=

541 1
4V§— ) yozy—4 Ty Ae=gTh

la porxione del triedro 1), II), II1) esterna alla sfera IV) forma un
tetraedro 11, che effettua una divisione regolare di X. I1, corrisponde
alla soluxione

Aoy =235 Goo=3; Qz3=3; @o=3; 013=05; @y3=2

delle diseguaglianxe (60).
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Si trova pure che la porzione del triedro
) x—y=0; Iy y—azx=0; Iy  z—xz=0,

esterna alla sfera

vy @ —z) + (y —y) + —x) =1,
con
& P = ,g_
V7’
3 1
Ly=— —= 3

forma un tetraedro 11, che effettua una divisione regolare di X
[Ty corrisponde alla soluxione

Moy =23 Q=33 OGys=4; Mo=4; 0,3=3; @;=2;

delle (60). 15 & il poliedro fondamentale del gruppo avente per so-
stituzioni generatrici le 4 riflessioni :

el plins w—intl L Brdn—(VT+1)
2 %o+ (Vi—1)%—B—19)

Ponendo infine nella IVY
4
2

ri= — — —
2+V24+ V54 V10

r= 5+ v?Wf;l)) .

ed
1
y0:%0=§7‘.

la porxzione del triedro 1), 1Y, IIL) esterna alla sfera IV) forma
un tetraedro 11, che effettua una divisione regolare di X. Il, cor-
risponde alla soluzione

‘t ___.‘. — . — . — . p—
oy =23 @y, =35 @z3=4; a,,=05; a3=3; G3=2,

delle disequaglianxze (60).

Da quanto si & visto risulta: Sono possibili soltanto otto divi-
siont regolari dello spaxio iperbolico in tetraedri con vertici propri.

Palermo, 2 novembre 1910.
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