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EQUILIBRIO DEI CORPI ELASTICI ISOTROPI

GIUSEPPE LAURICELLA

PRESENTATO ALLA R. SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISA

PER L ~ ABILITAZIONE ALL’ INSEGNAMENTO





Il professore 80MIGLIANA nella sua memoria Sulle equa-
zioni ( Annali di Matematica pura ed appli-
cata, T. XVII, Serie 2.a trova tre formole, le quali dànno
le componenti degli spostamenti dei punti di un corpo
elastico isotropo in equilibrio in una deformazione qual-
siasi in funzione delle forze esterne, delle tensioni al

contorno e degli spostamenti pure al contorno. Ora per
la determinazione di dette componenti, non è necessaria
la conoscenza di tutti gli elementi che compariscono nelle
formule del SOMIGLIANA ; per cui è naturale di ricercare se

è possibile la eliminazione da queste formole di quegli
elementi, y che sono superflui.

Bisogna osservare che le menzionate formule del So-
MIGLIANA sono la naturale estensione della formola di GREEN

relativa all’ equazione

al caso delle equazioni dell’ elasticità. Ora, come è noto, 
’

la formola di GREEN ci dà il valore della funzioiie it in

un punto qualsiasi del corpo che si considera, in funzione
dei valori nei punti della superficie limitante il corpo
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e dei valori della derivata di u rispetto alla normale in
questi stessi punti, mentre determinata dai soli

valori di questa funzione nei punti della superficie ; però.
l’inconveniente si toglie subito, introducendo la nota fun-
zione di GREEN. Una cosa analoga si può fare, come ha
osservato il prof. VoLTERRA in un corso di lezioni di fisica-
matematica, nel caso dell’ elasticità, quandò si faccia uso
delle formole del SOMIGLIANA ; basterà infatti trovare dei
convenienti integrali particolari delle equazioni dell’equi-
librio e fare uso del teorema del BETTI.

In questo lavoro io esporrò il metodo del prof. VOL-
TERRA, discutendolo nei quattro diversi problemi che si

presenta.no nella teoria dell’equilibrio dei corpi elastici
ed illustrandolo con l’ eseinpio del corpo elastico indefi-
nito limitato da un piano. Questo esempio è stato stu-

diato di già dal prof. CERRUTI (1) e dal SOMIGLIANA (2) con il

metodo del BETTI (3) più o meeno modificato ; però il

suddetto metodo del V OLTERRA ha il vantaggio di darci

volta per volta tutto ciò che è determinato con integrali
semplici di spazio o di superficie, mentre i vecchi metodi

dànno luogo in generale ad integrali doppi di superficie
o di spazio.

L’analogia delle formule del SOMIGLIANA colla formula
di GREEN risulta ancora più evidente, dal fatto che si

(1) Ricerche intarno all’ equilibrio ecc. - Atti della R. Accademia dei

Lincei, Memorie della Classe di sc. fis. mat. e nat., serie 3.a t. XIII.
Sulla defot"tnazione di un corpo elastico ecc. - Rendiconti della R. Ac-

cademia dei Lincei, Classe di se. fis. mat. e nat. t. IV, i.o sem.

(2) Sopra di un corpo elastico ísotropo. - Nuovo Cimento,
Vol. XVII, XVIII, XIX.

3) Teoria della elasticità. - Nuovo Cimento, Vol. VII, VIII, IX, X.
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possono dimostrare per le prime alcune proprietà ana-

loghe a quelle che si sogliono dimostrare per la seconda,
nella teoria delle funzioni armoniche. Cos  dimostrai (1)
per gli integrali di spazio, che compariscono nelle formole
del SOMIGLIANA, un teorema analogo a quello del POISSON, e
qui dimostrerò per gli integrali di superficie dei teoremi
analoghi a quelli relativi alla funzione potenziale di una

distribuzione’, in superficie ed ai doppi strati.
Il metodo del voLTERRA ed i metodi del BETTI, del

CERRUTI e del SOMIGLIANA non può dirsi effettivamente che
risolvano sempre i quattro problemi dell’ equilibrio ; per-
chè essi si basano tutti quanti sulla esistenza di alcuni

integrali particolari delle equazioni dell’ equilibrio, aventi
proprietà, analoghe a quelle di cui gode la nota funzione di
GREEN. Ora in alcuni casi speciali si riesce a trovare

questi integrali particolari, ma in generale questa ricerca
è pressochè impossibile.

Nel caso in cui sono date le componenti degli sposta-
menti dei punti della superficie, che limita il corpo elastico,
il problema dell’ elasticità equivale evidentemente al noto

problema di DIRICHLET della teoria delle funzioni armo-
niche. Guidato da questa analogia, ho potuto, con un me-
todo simile a quello del NEUMANN, risolvere per mezzo di
serie l’ accennato problema dell’ elasticità, relativo ad un
corpo elastico limitato da una superficie convessa qual-
siasi, quando le velocità di vibrazioni longitudinali e tra-
sversali differiscono in’ valore assoluto sufficientemente

poco tra di loro. Ora nei corpi elastici isotropi la dif-

ferenza tra le velocità di vibrazioni trasversali e lon-
’

(1) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei; vola II, anno 1893.
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gitudinali si mantiene in valore assoluto superiore ad una
certa, quantità; sicchè, quando per la validità del metodo
accennato, questa quantità non può essere superata, il

problema analitico risoluto non corrisponde ad alcun caso
di corpo elastico isotropo.

Prima di arrivare ai risultati testè accennati, ho ri-
soluto il problema dell’ equilibrio di un corpo elastico

sferico, con un metodo diverso da quello tenuto dal CER-
RUTI (1) e dal SOMIGLIANA (2) ; ed ho dimostrato un teorema,
sulle serie di integrali delle equazioni dell’equilibrio dei
corpi elastici isotropi, che è 1’ estensione di quello dimo-
strato dal VOLTERRA sulle serie di funzioni arinoniclle.

(1) Ass. frane. des Sciences. Compte -Rendu de la 14.e Ses-

sion. Grenoble, 1885; 2.e partie, p. 68-79.
Nuovo Cimento, Serie 3. VoI XXXII.

(2) Annali della R. Scuola Normale Superiore d  Pisa, 1887.



CAPITOLO I.

Metodo per integrale le tjiàiioùi della’equilibrio
dei corpi elastici
Il.

1. Indichiamo con S un corpo elastico isotropo limitato dalla À
superficie o; con p la sua densità; con X, Y, Z le componenti
delle forze che agiscono sui punti della massa del corpo, che di-
remo componenti delle forze esterne ; con u, v, w le componenti
degli spostamenti corrispondenti ad una certa deformazione; con
X,, Yo., Zj le componenti delle tensioni corrispondenti; con a, b
le velocità di vibrazioni trasversali e longitudinali; con i- la di-

stanza di un dato punto yi, z~) del corpo elastico ad un altro

punto qualsiasi ; con n la direzione positiva della normale a o.

Posto :
n ’Yn

le equazioni indefinite dell’ equilibrio saranno :

,4n,. ~’c, 
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quelle di superficie:

I tre sistemi di funzioni:

sono tre sistemi di integrali delle equazioni (2) corrispondenti a
mediante i quali il prof. SOMIGLIANA è arri-

vato alle sue form ole :

nelle quali uo, vo, sono rispettivamente i valori nel
. (l) (l) (l) (2)

punto zi) del corpo elastico ed Y(1) , X(-2 .... ;
X,7 .... sono le tensioni al contorno a, corrispondenti rispetti-
vamente ai tre sistemi di spostamenti rappresentati dalle (4).
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Osserviamo qu  che le formule (5) il SOMIGLIANA le aveva de-

dotte dapprima per il solo caso che lo spazio S fosse finito ; però
egli in seguito in una Nota inserita nel vol. XXIII, serie II, fase.
XX dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo (Foriiiole generali per-
la rappresentazione di un di le estese al caso di

un corpo elastico indonnito, facendo notare che allora bisogna
ammettere che le forze esterne agiscano soltanto sopra una por-
zione finita del corpo e che le u, v, w divengano all’infinito infi-

nitesime del primo ordine.

2. Prima di esporre il metodo del vOLTERRA, sarà bene stabilire
alcuni risultati che ci saranno molto utili in seguito.

Le equazioni generali dell’ equilibrio dei corpi elastici si pos-
sono scrivere (v. BETTI 1. c., form. (12), (13)) sotto la forma:

in cui p rappresenta il potenziale delle forze elastiche.

Moltiplichiamo le (6) rispettivamente per u dS, v dS, w 
*

sommiamo ed integriamo a tutto lo spazio S occupato dal corpo
elastico. Avremo, facendo delle integrazioni per parti :
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e per le (1) :

ossia, poichè 9 è una forma omogenea di 2.° grado nelle 

(BETTI ; § l. C., ~. 2~ : 1

Se supponiamo di avere

ed al contorno una volta:

una seconda volta:

una terza volta:

ed una quarta:
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la (8) ci darà sempre:

e poichè y è una forma definita negativa nelle ~~~.5 (BETTI; 1. c.),
cos  dovremo sempre avere:

ossia :

Indicando con Ki , K3 , C2, C3 sei costanti arbitrarie,
si avrà dalle (13):

Ora ipotesi (9) abbiamo in tutti i punti di a :

sarà allora:

e per le (14) si avrà in tutti i punti di S:

Di qui ne deducianio che note le forze esterne e le co ipoiienti
degli spostamenti nei punti del contorno ’1, le componenti degli spo-
stamenti nei punti di S sono coiiipleta)neiite deter1ninate.

L’ipotesi (10) ci dà per i punti di a :

quindi :

e per le (14):
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in tutti i punti di S. Questo risultato si può interpretrare nel se-
guente modo : Note le forze esterne, la componente delle tensioni

al contorno nella direzione x e le componenti degli al

contorno nelle direzioni y, z, gli dei l)uiiti del S

sono determinati a meno di una traslazione infinitesi1na nella dire-
zione x, che non altera la forma del corpo.

Nell’ipotesi (11) si ha invece al contorno :

per cui sarà sempre:

e per le (14):

Quest’ altro risultato ci dice che note le forze esterne) le com-

ponenti delle tensioni al contorwo nelle direzioni y, z e la c01nponente
degli spostamenti al contorno nella direzione x, gli sl)ostanienti sono
determinati in tutti i _punti del corpo elastico a meno di due tra-

slazio1ei infinitesime nelle direzioni y, z e di una rotazione 

tesima attorno all’asse x, che non alterano la for1na del corpo.
Finalmente nell’ ipotesi (12) abbiamo su (1:

con K1, K2 , K3 , C,, C2 , C3 in generale differenti da zero, e quindi
anche nei punti di S. Avrerno perciò che note le forze esterne e

le tensioni al contorno, le componenti degli spostamenti punti
del corpo S sono determinati a meno di un movimento infinitesino,
che avviene come se il corpo fosse igido (1). -

3. Ciò premesso, supponiamo dapprima di volere risolvere il pro-
bletna deL’ eZasticità, nel caso in cui szeno date le forze esterne e

le coinponenti degli spostamenti dei _punti della sU1Jerficie c3.

~ 

(i) Il metodo che abbiamo tenuto per stabilire i quattro risultati prece-
denti, è lo stesso di quello tenuto dal BETTI (I. c., ~. 3) per stabilire il primo
di essi.
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In questo caso, come risulta da quanto si è visto nel § pre-
cedente, le componenti te sono completamente determinate

in tutti i punti del corpo elastico S. Per trovarle arnmettiamo di

conoscere tre sistemi di integrali delle equazioni (2) :

corrispondenti a forze esterne nulle, regolari in tutto lo spazio S
e tali che su 3 soddisfano alle relazioni :

Se indichianm con .

le componenti delle tensioni corrispondenti ai tre sistemi di inte.

grali che abbiamo supposto di conoscere, avremo per il teorema

del BETTI (I. c., §. 6) :

e se sotiimiamo ordinatanmente queste relazioni membro a membro
con le (5), si avrà dalle (15) :
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Queste formole, come si vede, ci risolvono il problema pro-
posto nel modo previsto.

4. Supponiamo ora di volere risolvere il problema dell’elasticità
nel caso in cui sicmo date le co nponenti degli sposta1nenti nelle due
direzioni y, z e la COtnponente delle tensioni nella direzione x.

Per questo osserveremo dapprima, che posto :

e supposto:

si ha dalle formole (5) del SOMIGLIANA con convenienti derivazioni:

in indica il valore di y,.s s nel punto (X~, z~).
L’ ipotesi (17) non porta nessuna restrizione, perchè, come sarà

dimostrato nel cap. III. (§. 2), il problema generale dell’ elasticità

può sempre ridursi ad un problema analogo nel quale le forze

esterne sono nulle.

Siano ora cx~ , b2 , (13 ~ b3 C3 b12, a13 ! b~3, 
cingue sistemi di integrali delle equaz. (2) relativi a pX = ~~Y = pZ = 0,
regol ari in tutto S, ed .

A(l3) .... le tensioni 
o 

corrispondenti; e questi o t Lo siano poiA. ,. o .. !e tensioni corrispondenti; e questi i integrali i siano poi
táli che si abbia nei punti di a :
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Avremo per il teorema del BETTI:

Sommiamo le prime due di queste relazioni membro a membro
con le ultime due delle (5) e le rimanenti membro a membro con

quelle che si ottengono dalla (18) facendo successivamente: ~’=1,
s == 1 ; r = 1, s = 2 ; r = 1 , s = 3. Si avrà tenendo conto delle (19):
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Ora si ha dalle (1) :

onde si avrà:

e quindi:

Cos  viene risoluto il problema proposto in conformità dei ri-

sultati del ~. 2.
Osservazione. - Il processo che abbiamo tenuto per il cal-

colo di Vo e IWO, non si è tenuto per calcolare la 110’ perchè le

A~ , 1 B(1) 1 C(1) che si sarebbero trovate non soddisfano alle sei equa-
zioni deZr equilibrio di un siste1na rigido. Ciò del resto è giustifi-
cato dal fatto che in questo modo la uo verrebbe ad essere de-

terminata completamente, mentre che, come abbiamo veduto, essa
è determinata s~ltanto a meno di una costante.

5. Siano ora date le cotnponenti delle tensioni al contorno nelle

direzioni y, z e la cOtnponente degli slJosta1nenti dei lJunti del con-
torno nella dzrez2one x.
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Per trovare in questo caso le formole che ci danno le com-

ponenti Z~o degli spostamenti dei punti di S, supponiamo di
conoscere sei sistemi di integrali delle equazioni dell’equilibrio
corrispondenti a forze esterne nulle:

ed indichiamo rispettivamente con

le

componenti delle tensioni corrispondenti. Per il teorema del BETTI

si avrà:

e se supponiamo che i sei sistemi di integrali sopra 111enzionati
siano tali che si abbia in tutti i punti di a :
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avremo, sommando la prima delle (23) con la prima delle (5) e

le altre ordinatamente con quelle che si ottengono dalla (18) fa-

cendo successivamente

’ 

Come si vede, la prima di queste formole ci dà la componente
degli spostamenti nella direzione dei punti di S. Per avere le

altre componenti z,o , Z~a poniamo:
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si avrà allora:

e quindi:

Si avrà dunque:

con Cl costante arbitraria; e finalmente :

con K2 , .~3 pure costanti arbitrarie. (Cfr. ~. 2).

6. Si voglia finalmente risolvere il _problema dell’elasticità nel
caso che siano note le c01nponenti delle tensioni al contorno.

In questo caso bisogna supporre noti sei sistemi di integrali
delle equazioni dell’ equilibrio :
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corrispondenti a forze esterne nulle e tali che se

sono le componenti delle sei tensioni’ corrispondenti, si abbia su (1:

Ciò posto, avremo per il teorema del BETI,1:

e se sommiamo questa membro a membro con la (18) si otterrà:

Per avere vo, poniamo :

sarà evidentemente :

ed inoltre:
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Abbiamo cos  18 equazioni lineari nelle 18 incognite:

che risolute rispetto alle prime nove, ci dànno:

Avremo dunque :
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con Ci, C2, C3 costant  arbitrarie.

Dalle (29) e dalle altre:

si lla ovviamente :

e poichè

sarà finalmente :

con Ki , K2, K3 costanti arbitrarie. Il problema proposto viene cos
risoluto nel modo previsto alla fine del §. 2.

Anche qui potremmo fare una osservazione analoga a quella
che si fece alla fine del §. 4.



CAPITOLO II.
....,-...,.,

Equilibrio di un corpo flÌàjtÌÙÙ indefinito, limitato da un iano
v·H

1. Passiamo ad applicare i risultati precedenti al caso di un

corpo elastico indefinito limitato da un solo piano, che, senza por-
tare alcuna restrizione, potremo supporre essere il piano x = 0.

Prima però sarà giusto osservare che nel caso di un corpo
elastico indefinito, ammesse le condizioni poste alla fine del §. 1
circa alla natura delle forze esterne e degli spostamenti, il teo-

rema di reciprocità del BETTI sussiste ancora. Per dimostrarlo ba-
sterà usare il medesimo procedimento che il SOMIGLIANA usa, nella

citata Nota dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo, per estendere
le sue formolo al caso di un corpo elastico indefinito.

Ciò posto, date le c01nponenti degli spostamenti dei
punti del piano x = 0 e le componenti delle forze esterne.

Se P (x~, yl , z~) è al solito il punto del eorpo elastico in-

definito che si considera, la sua immagine rispetto al piano x = 0
sarà z~), e si avrà evidentemente, indicando con 1B
la distanza del punto P1 ad un altro punto qualsiasi (x°, J~ z),

Chiamiamo (2’) il sistema delle equazioni (2) del capitolo pre-
cedente per Le sette terne di funzioni:

Ann. Sc. Norrn.
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in cui M 2 sono sette sistemi di integrali delle equazioni (2’)a -2’ g q )

regolari in tutti i punti dello spazio S, dati rispettivamente i

primi tre dal SOMIGLIANA, il quarto dal BETTI., i rimanenti dal

CERRUTI (1. c.) ; per cui anche le funzioni:
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forneranno tre sistemi di integrali delle equazioni (2’) regolari in

tutto S.

Ora si ha, come si verifica facilinente, per x = O : .

Gli integrali (1) sono dunque quelli che secondo i risultati

del §. 3 (cap. I) ci portano alla soluzione completa del problema
proposto.

Poichè nel caso nostro si ha: 
- 

’

avremo servendosi delle (3) del capitolo precedente:
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Per avere poi le uo, wo basterà sostituire questi valori di

nelle (16) del capitolo precedente.
Perchè risultino soddisfatte le condizioni richieste per la va-

lidità dei calcoli del §. 3 (cap. I) al caso nostro di un corpo ela-

stico indefinito, basterà evidentemente ammettere che le forze

esterne p X, p Y, p Z agiscano per una porzione finita del corpo
elastico e che le funzioni 2.c, v, w dei punti del piano x = 0 diven-
gano a distanza infinita infinitesime del primo ordine.

2. ora note sul piano x = 0 la componente delle
tensioni nella direzione x e le componenti degli spostamenti nelle

direzion i y e z.
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Per risolvere il problema dell’ elasticità in questo caso conside-
riamo gli integrali seguenti delle equazioni (2’) regolari in tutto S :

Le tensioni corrispondenti calcolate mediante le (3) (cap. I)
sono, poichè su 3 si ha x = 0,
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Ora abbiamo:
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si avrà quindi per x 0:

e quindi per le (20), (21) del §. 4 (cap. I);
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Queste mediante la (22) (cap. I) ci danno anche 1’ altra compo-
nente 

- Abbiamo detto che nel caso cii un corpo ela-

stico indefinito le devono a distanza infinita

diventare quantità infinitesime del primo ordine; allora per le (3)
(cap. I) le X, , Yo , Zo devono a distanza infinita divenire infini-
tesime del secondo ordine. Segue quindi che nel caso del problema
testè considerato, basterà ammettere per la validità delle formole

trovate, che la funzione arbitraria Xj dei punti del piano x = 0

divenga a distanza infinita infiiiitesima del secondo ordine e che

le funzioni v, 2o degli stessi punti divengano a distanza infinita

infinitesime del primo ordine.

3. Siano date le componenti delle tensioni nelle direzioni

y, z e la cornponente degli sposta1nenti nella direzione x.
Incominciamo a considerare gli integrali delle (2’) regolari in

tutto lo spazio S:
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Per i punti del piano x = 0 questi integrali si possono scri-

vere nel seguente modo :

le tensioni corrispondenti saranno rispettivamente:
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Poiché si ha:
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avremo sul piano x 0:
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Le formule (25) (cap. I) ci danno dunque:

Dalle precedenti poi per mezzo delle (26) (cap. I) si hanno,
operando nel modo indicato nel §. 5 del precedente capitolo, le

altre due componenti 
Anche qui basterà che le fuzioni ii,, Y, Zj dei punti del piano

x = 0, divengano a distanza irifinita la prima infinitesima del primo
ordine, le altre due infinitesime del secondo ordine.
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4. Supponiamo finalmente di conoscere le tre componenti delle

tensioni nei punti del piano x = 0.
Per trovarp le "(, consideriamo dapprima il seguente sistema

di integrali delle (2’):

Per x = O si ha evidenteinente per questi integrali :

e quindi avremo per le corrispondenti tensioni:

Similmente se si considerano gli integrali:
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avremo per le tensioni corrispondenti sul piano .~° = t~ :

Dunque le tre funzioni regolari in tutto S:

rappresentano un sistema di integrali delle equazioni (2’) le cui

tensioni corrispondenti sono per x = 0:

e poiché :
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avremo evidentemente:

Il sistema di integrali delle equazioni (2’): ,

ci dà :

Se consideriamo quindi gli integrali seguenti delle equazioni (2’)

avremo per x = 0 :



32

e poiché :

sarà:

Analogamente se si prende:

con

avremo:

e quindi :
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Poichè le tre funzioni:

sono integrali delle equazioni (2’), saranno integrali di queste stesse
equazioni le altre funzioni:

Le tensioni ad esse corrispondenti calcolate mediante le (3)
(cap. I) sono, poichè su 5 si Ila x=0 (’~), 

’

Se consideriamo il sistema di integrali delle equazioni (2’):

(1) Ometto i calcoli necessari per arrivare alle formole (2), perchè quan-
tunque laboriosi, pure non possono offrire nessuna difí coltà.

3
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avremo per le corrispondenti tensioni sul piano G (~=0) :

Prendendo allora gli integrali:

le corrispondenti tensioni saranno, poichè i

Similmente considerando gli integrali delle (2’) :

avremo, poichè



35

Prendiamo dunque per integrali a,2 , b22 , 1 C22 le tre seguenti
funzioni regolari in tutto S :

allora si avrà per 

e poichè :

sarà:

Analogamente posto:
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avremo per étrrr0 :

e poichè:

avremo anche qui :

Finalmente consideriamo gli integrali delle (2’) :
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si avrà per le tensioni sul piano x=0;

Le tre funzioni integrali delle (2’) :

ci dànno poi :
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Dunque se si prendono gli integrali seguenti delle equa-
zioni (2’) :

avremo per le corrispondenti tensioni:

Nello stesso modo se si prendono per integrali delle equazioni
(2’) le tre funzioni: 

,

si avrà per le corrispondenti tensioni:

Posto allora:

avremo tre funzioni regolari in tutti i punti dello spazio S, le

quali soddisfano alle equazioni (2’) dell’equilibrio e per le quali
le corrispondenti tensioni sono:
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Ora si ha:

quindi, poichè su z è

avremo:

Sostituendo nella (28) (cap. I) alle tre funzioni 

successivamente le sei terne di funzioni b~~, ca, ; b12, 
a~3, ~~3? C~3; i a22, C22; a33, b33 ~ C33; a23, b23, C23 trovate in questo
paragrafo otterremo le 1~~B 1BoJ, ~(~~, 1koJ, 1~, e quindi, col pro-
cesso indicato al ~. 6 del capitolo precedente, avremo dalle (32)
le 

Qui bisogna naturalmente ammettere che le funzioni arbitrarie
X~ , Ya, ~Q dei punti del piano .T=0 diventino a distanza infi-

nita infinitesime del secondo ordine.



CAPITOLO III

Studio degli integrali che compariscono nelle formule

del Somigliana

1. È noto che il secondo membro della formula di GREEN può
essere interpretato come la somma di tre funzioni potenziali: una
di spazio, una di doppio strato ed una di superficie. Ora nelle
formole del SOiVIIGLIANA gli integrali analoghi alla funzione poten-
ziale di spazio sono :

gli integrali analoghi alla funzione potenziale di un doppio strato
sono:

e quelli analoghi alla funzione potenziale di una distribuzione su-
perficiale sono:

Per gli integrali (1) dimostrai già in una Nota (1) dei Ren-

(1) Nel vol. XXXIV, anno 1893, del (Nuovo Cimento) ho riprodotta questa
Nota, aggiungendovi alcuni sviluppi che nei (Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei) avevo dovuto trascurare per ristrettezza di spazio.
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diconti della R. Accademia dei Lincei (vol. II, anno 1893) un teo-
rema analogo a quello del PoIssoN. Posto cioè: 

’

ed ammesso che le funzioni p X , p Y, p Z oltre a soddisfare 
condizione di essere integrabili lungo qualunque segmento i-ettilineo
dello spazio S, siano tali che gli integrali:

.si 111antengano determinati e finiti lungo ogni raggio uscente

da (x,, Y~, z,), dimostrai che le tre funzioni M, N, P soddis fano
alle seguenti equJazioni.:

Da questo teorema segue, poiché le espressioni:
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soddisfano alle equazioni (4) per ;, X=p Y- jj Z = 0 (v. SOMIGLIANA,
1. c., §. 1), che le formole del SoMiGLiANA valgono anche quando le

funzioni [J X, p Y, r, Z soddisfano alle sole condizioni precedente-
mente poste.

2. Nel cap. I si era ammesso che il problema più generale del-
l’ elasticità può sempre ridursi al caso più semplice di un problema
analogo in cui mancano le forze esterne. Ora questo teorema,
dimostrato per la prima volta dal BETTI (L. c., §. 5), risulta, come
ha fatto osservare il prof. vOLTERRA, molto facilmente dalle for-
mole (4).

Per vederlo indichiamo con le componenti degli spo-
stamenti corrispondenti ad una data deformazione con le espres-
sioni analoghe formate con le funzioni M, N, P ; e poniamo:

Ponendo nelle (4) e nelle funzioni M, N, P le variabili x, y, z
in luogo delle altre xi , zl , avremo :
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e quindi:

Le condizioni al contorno che per le funzioni u, v, w erano:

saranno ora per le u’, v’, w’:

Dunque per avere le u, v, w basterà calcolare prima gli inte-

grali M, N, P, integrare poi le equazioni indefinite (6) colle condi-
zioni al contorno (7) e servirsi iri fine delle formole (5).
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3. Studiamo ora le discontinuità degli integrali (2) che si hanno
quando il punto che si considera attraversa la superficie, nello stesso
modo che nella teoria delle funzioni armoniche si studia la discon-

tinuità della funzione potenziale di un doppio strato.
Stabiliamo dapprima alcune formole che ci saranno molto utili

in seguito.
Nella mia Nota, citata al ~. 1, stabilii la formola:

e le analoghe, supposto che il punto P ( , Y1, z1) non si tro-
vasse sulla superficie. 5. Ora le medesime formole valgono anche

quando il punto yl , zi) si trova su a e in questo punto la su-

perficie ammette un piano tangente ordinario.
Infatti indicata con u’1 la funzione U~ considerata nel punto

P’ -- (x’1, y‘1, z’1) di c, si può osservare che gli integrali :

sono uniformemente‘ propri, ossia che preso un numero s piccolo
ad arbitrio, si può isolare il punto P’ con una porzione 6’ di su-

perficie a talmente piccola che sia :

e che inoltre si abbia:

anche colI’indefinito avvicinarsi del punto P al punto P’ di û.
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L’ espressione

è una funzione del punto yi , zi) che coll’ avvicinarsi di

questo punto al punto P’# (x’, di (j tende verso l’altra

espressione determinata

ora essa per le (8), (10) si mantiene sempre inferiore ad e, quindi
anche il suo limite sarà inferiore a questa grandezza, ossia si avrà :

Da questa e dalle (9) avremo finalmente passando al limite

per 3= 0: 
’ 

.

Nello stesso modo si dimostrano le formole analoghe.
Dimostrate cos  la (8) e le analoghe in tutti i casi, avremo

dovunque sia il punto zi) dal quale partono i raggi r :
1
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Osservando quindi che si ha:

risulta:

4. Indichiamo rispettivamente con uo, vo, wo i valori, supposti

(1) Queste formole, per il caso di P interno al corpo elastico, furono di-
mostrate con un altro metodo dal prof. VoLTERRA nel suo Corso di lezioni di
fisica-matematica.
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finiti, di nel punto P’ della superficie o. Avremo identi-

camente :

e quindi per le (11):

Supponiamo che la superficie 3 abbia in P’ la curvatura finita
e che le funzioni u) v, w siano tali che le espressioni :

in cui 1"0 indica la distanza del punto P’ da un altro punto qual-
siasi, siano integl’abili a partire da P’ lungo qualunque linea usceitte
da P’ stesso.

Osserviamo dapprima che per le ipotesi fatte l’ integrale :

nel caso in cui il punto che si considera sia proprio.
Per dimostrarlo stacchiamo da o una regione o’ contenente P’

nel suo interno e tale che sia incontrata una sola volta da ogni
normale innalzata dai punti del piano tangente a ri in P’ ; allora

poichè 1’ integrale che esaminiamo non presenta nessuna singola-
rità quando viene esteso a a- a’, basterà per il nostro scopo pro-
vare che l’integrale

è proprio. Per questo osserviamo che facendo uso delle coordinate



48

polari 1’0’ 9 col polo nel punto P’, si ha:

e quindi, indicando i valori di 1’.0 corrispondenti ai punti
del contorno di 0’, avremo :

Ciò posto è facile dimostrare che l’integrale:

è una funzione continua del punto P, anche quando questo punto
attraversa la superficie a passando per P’. Infatti, poichè quando

. P coincide con P’ esso è proprio, sarà possibile staccare da a una
sua particella ai racchiudente P’ nel suo interno e talmente pic-
cola che si abbia:

dove s è una quantità arbitrariamente piccola. È evidente poi che
r ineguaglianza precedente vale anche quando P non si trova su a,
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Prendiamo ora due punti vicinissimi Pi , P2 dello spazio ed in-
dichiamo rispettivamente con Xa, Z©~’ e X~ ‘~" Za ciò
che divengono le espressioni X~, questi due punti. Posto

avremo evidentemente :

e perci ò :

Facciamo avvicinare indefinitamente il punto P~ al punto P2
e vediamo che cosa accade al limite della espressione: ~.

anche quando in tale avvicinamento il punto P1 dovesse attraver-
sare la superficie a passando per P’. Poichè l integrale

è una funzione continua dei punti di tutto lo spazio esclusi quelli
di °2’ avremo nel nostro caso per P, sufficientemente vicino a P1:

Ann. Norm.



50

D’ altra parte si ha per la (12) sempre nel caso nostro:

Avremo dunque la diseguaglianza:

con e quantità piccola ad arbitrio.
Dimostrata cos  la continuità dell’ integrale

intesa nel modo da noi detto, è chiaro che se P1 e P2 sono due

punti uno interno allo spazio S e l’ altro esterno, avremo :

per cui sarà:

e quindi:

Nello stesso modo si avrà:
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Queste formole determinano appunto le discontinuità che si

hanno degli integrali:

quando il punto, al quale si riferiscono, attraversa la superficie a
in una direzione qualsiasi.

5. Si è visto nel § precedente che i tre integrali delle equa-

zioni dell’ equilibrio :

sono discontinui quando il punto, al quale si riferiscono, attraversa
la superficie 3. Vediamo ora in che relazione stanno i valori delle
tensioni corrispondenti a questi tre integrali dalle due parti di o.

Per questo consideriamo un punto P di,3 e scomponiamo questa
superficie in due regioni °1 e i,, di cui la prima contenga P nel
suo interno ; avremo allora:

Posto :

sarà:

e quindi, indicando con . 1
le tensioni corrispondenti ad
si avrà in ogni punto di a :



52

Mettendo un apice alle funzioni U , ...... e X,, ...... consi-

derate nei punti della faccia esterna di a, avremo:

Ora le espressioni X~~ , , Z~~ hanno nel punto P dalle due
parti di a gli stessi valori, per cui sarà:

Consideriamo lo spazio indefinito S limitato da due superficie
’ infinitamente vicino alla superficie a1 che comprendono e ri-

congiungentesi lungo il suo contorno. Applicando le formole del
SOMIC-LIANA avremo per tutti i punti dello spazio S:

Supponiamo che n ed 11’ si avvicinino indefinitamente alla su-

perficie °1’ Al limite i valori di XQ~ , .... ; Ui,.... saranno

quelli della faccia interna di c31, su Qq’ saranno ;

IT’1’ ,....; i valori di X(’) ..... su 11 saranno quelli l di 01, su n’
quelli di al mutati di segno; e poichè:

avremo:
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Da queste, poi, chè

si avrà per tutti i punti dello spazio S :

e quindi:

Ora R, S, T sono evidentemente integrali delle equazioni del-

l’equilibrio corrispondente a forze esterne nulle: indicando con

R , e R’j , S , rispettivamente le tensioni corri-
i i i i i i

spondenti nei punti della faccia interna di a1 e della faccia esterna
di al , avremo per le (15):

e poichè si ha, come dimostreremo in seguito (v. §. 9, form. (28), (28’)):

risulterà :

per qualsiasi punto di al. Queste formole con le (14) ci dànuo

finalmente:
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Poichè il ragionamento che si è fatto per il punto P si può
ripetere per qualsiasi altro punto di 3, ne concluderemo che le

tensioni corrispondenti agli spostamenti { 13) sono continue ,in tutto

lo slJazio.
Questo teorema è evidentemente analogo al teorema della con-

tinuità delle derivate normali della funzione potenziale di un doppio
strato.

6. Per gli integrali (3) dimostreremo un teorema che corri-

sponde in certo qual modo al teorema della discontinuità della

derivata normale della funzione potenziale di superficie, quando il

punto dal quale si contano le distanze r (punto potenziato) si

avvicina indefinitamente alla superficie dalle due parti di essa.

E necessario, per lo studio che dobbiamo fare, di stabilire due
formolo analoghe alle altre :

delle quali la prima vale quando il punto Po dal quale partono
i raggi r è interno allo spazio finito racchiuso dalla superficie C,
la seconda invece quando detto punto si trova su 3.

Supposto dapprima il punto Po interno al corpo elastico S, si

avrà, come risulta da calcoli fatti in fine della mia citata Nota,

e se facciamo successivamente:
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risulterà :

Queste formole non valgono più quando il punto Po si trova
su o, ma si possono dare anche in questo caso delle formole

analoghe.
Per questo ricorderemo che, come si dimostrò nel §. 3, la

formola

e le analoghe valgono anche quando il punto Y~, zi) si
trova su i. Allora potremo ripetere anche in questo caso i cal-

coli che, come dicevo, si sono fatti nella sopra rammentata mia
Nota per giungere alla formola (16) ; sicchè potremo scrivere

nell’ ipotesi che Po sia su o :

donde, ragionando come precedentemente :
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7. Sia PQ il punto di a che si vuole considerare, no la dire-
zione positiva della normale in questo punto ed ?i’o la direzione

negativa. Indichiamo con e P’==(,,’,, y’,, z~i) due
punti variabili rispettivamente su no ed n o , con M un punto varia-
bile su a, con i-, 1"’) 1"0 rispettivamente le distanze P M, P’ M, Po M.

Ciò posto stacchiamo dalla superficie 3 una regione 6 conte-
nente Po nel suo interno e tale che sia incontrata una sola volta
da ogni raggio vettore che si parte da un punto qualsiasi di no o
di n’o, e chiamiamo MB, rispettivamente ciò che diven-

gono le ul , vi, wl per poichè gli integrali:

nei quali a" è uguale a sono funzioni finite e continue dei

punti della normale in Po, avremo:
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Per calcolare il limite per P Po = 0 degli integrali

osserviamo dapprima che si ha:
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in cui (xno), (yno) ~ (no) ed (rn), (xíi), (yn), (zn) indicano gli
angoli che le direzioni no ed n fanno rispettivamente con le dire-
zioni positive di r, x, y, z.

Abbiamo dunque: ,
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Ammesso che la prima curvatura di ogni linea di 3 uscente

da Po sia finita, si avrà che il rapporto tenderà verso un
ro

limite determinato e finito coll’ avvicinarsi di M a Po in una di-
rezione qualsiasi. Allora l’ espressione

non può crescere indefinitamente col muoversi di M su 3’ e di P

su no (v. MORERA, Der2vate normali deltcx funzione _potenziale di su-

perficie. Rendiconti dell’Istituto Lombardo, t. XX, serie II) ; inoltre
se prendiamo gli assi x, y, z coll’origine nel punto Po e con l’asse x
diretto secondo no, avremo:
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e siccome

le espressioni :

si manterranno in valore assoluto, col muoversi di M su o’ e di

P su no, . sempre inferiori ad una determinata quantità finita A.
~Di qui risulta che gli integrali :
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sono propri anche quando P coincide con Po.
Ora se indichiamo con u le proiezioni uguali di MP e di MPo

sul piano tangente a cs nel punto Po, risulterà:

Ciò posto dividiamo 3’ in due parti o’,, c312 di cui oB contenga
Po nel suo interno e sia tale che per tutti i punti M di essa si 

~

abbia:

dove z indica una quantità maggiore di zero e minore del!’ unità

che può sempre determinarsi," e che inoltre venga:

con s quantità positiva piccola ad arbitrio. Segue allora:
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Gli integrali:

sono funzioni sempre finite e continue dei punti di ??o, quindi avremo

per P sufficientemente vicino a Po:
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Dalle (19), (20) segue immediatamente :

Passiamo ora a calcolare i limiti delle espressioni:
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per P Po = 0. Per questo consideriamo una superficie a"’ che limiti
assieme a o’ uno spazio S’, il quale contenga nel suo interno il

punto P avvicinantesi indefinitamente a Po; allora avremo per
le (17):

e per le (18):

Tutte queste formole ci dànno:

Ann. So. Norm.



66

e posto:

avremo -finalmente :
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8. Indicando rispettivamente con i valori di X,,
ya Zj nel punto Po, avremo:

e quindi:

Poniamo ora che oltre alle funzioni Xa i ya i ZfJ anche le

espressioni :

siano integrabili lungo ogni linea uscente da Po e che i valori

X’a, Y’,a, Z’, siano determinati e finiti (1). Allora gli integrali che

compariscono nell’ espressione :

(1) I calcoli di questo § e del precedente sono analoghi a quelli che il

MORERA fa nello studio delle Derivate normali dellcc fiinzione potenziale di
superficie. (Rendiconti dell’ Istituto Lombardo, t. XX, serie II).
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sono propr  ; infatti introdotte le coordinate polari ro, 0 col polo
nel punto Po, sarà: 

’

e quindi:

Ciò posto, potremo togliere da a’ una porzione a’1 di superficie
racchiudente Po nel suo interno e talmente piccola che, indicando
al solito con s una grandezza positiva piccola ad arbitrio, si abbia:
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Inoltre poichè i punti P e Po sono sempre esterni alla super- P,, da
noie o’ - o’ l =: (1’ 2’ potremo supporre P 

talmente vicino, a P o da

avere :

Segue quindi, per P sufficientemente 
vicino a P,,:

e per conseguenza:
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Ora si ha dalle (21):

e quindi dalla (22):

Similmente si troverebbe :
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Sommando le (23), (24) membro a membro tra di loro, si ottiene

finalmente :

Analogamente :
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Queste formole, come si vede, sono nel caso nostro la naturale
estensione delle formole che nella teoria delle forze newtoniane

dànno le discontinuità delle derivate prime della funzione poten-
ziale di una superficie, quando il punto potenziato attraversa

la superficie nella direzione della normale nel punto di passaggio (1).
E naturale poi che esse valgono per tutti quei punti nei quali

la superficie ammette un piano tangente determinato, la curvatura
è finita (Cfr. §. 7) e le funzioni Xa, YO., Za soddisfano alle con-

dizioni poste in principio di questo §. Queste ultime condizioni

sono certamente soddisfatte in particolare in tutti quei punti nei

quali le funzioni Xa, Y (f, Z, sono finite e continue.

(1) v. BETTI, Teorica delle Forze ~. VIII, form. (7).
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9. Costruiamo le tensioni Va, Wa; U’ f1, Y’c , W’,, corri-

spondenti agli spostamenti

considerate rispettivamente da una parte e dall’altra della super-
ficie a. Avremo nel punto P o di 3, facendo uso delle formole (3)
del cap. I:

dove le espressioni senza apice si riferiscono alla faccia interna

di a e quelle con apice alla sua faccia esterna.
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Prendiamo per assi coordinati la normale no nel punto Po e due
rette ortogonali sul piano tangente nello stesso punto e tali

che le due terne di assi (noi, 1), q), (x, y, z) siano direttamente

congruenti. Se

è la tabella dei coseni degli angoli che formano tra di loro queste
due terne di assi, avremo evidentemente:

e poichè ognuna delle espressioni:

ha lo stesso valore, quando si considera da una parte e dall’altra
di o, avremo :
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Possiamo quindi scrivere:

Il secondo membro di questa formola coincide evidentemente .

col primo membro della (25), dunque avremo :

Similmente :

Queste ci dicono che le (25), (25’) sono quelle formole che dànno
le discontinuità delle tensioni, considerate da una -parte e dall’altra
della superficie a, corrispondenti agli spostamenti (26).

10. Il teorema contenuto nelle formole (25), (25’) può consi-
derarsi, come mi ha fatto notare il sig. prof. VOLTERRA, un caso
limite di quello dimostrato nel ~. 1.
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Per questo principiamo dall’osservare che per la (27) si ha:

e questa, posto:

si può ancora scrivere:
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Nello stesso modo si avrà:

Siano ora 6’ e o" due superficie, la prima inviluppata da a e
la seconda inviluppante o, luogo geometrico delle estremità delle
normali a o prolungate dalle due parti di essa di una quantità
piccola E. Consideriamo lo spazio SI racchiuso da c3’, o" e suppo-
niamo che le funzioni X , p Y , p Z , continue in tutti i punti
dello spazio, siano nulle oltre che nello spazio indefinito esterno

; a o" anche nello spazio racchiuso da a’. Posto:
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si avrà per il teorema del §. 1 :

ove po Xo , po Yo, po Zo sono i valori di p X , p Y , p Z nel punto
che si considera di Si.

Presi gli assi no, p, q come nel § precedente, poichè:

avremo dalle (30):

Indicati con P e P’ i punti in cui no taglia le due superficie
a’ e o", consideriamo gli integrali:
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Se rappresentiamo con (poYol’, (Po Zo)’ convenienti valori
di p X, p Y , r_, Z nell’ intervallo P P’, avremo dalle (31):

Facciamo impiccolire e indefinitamente ed ammettiamo che le
funzioni p X , p Y , p Z siano tali che

Si avrà:

dove X~, Y’~. , Z’, sono i valori di X, , Y~ , Zj nel punto Po di o,
P1 e P’1 sono i punti in cui n taglia a‘ e o"; e poichè le funzioni

sono continue lungo no, risulterà dalle (32):



80

Analogamente avremo :

I calcoli ora fatti, quantunque non siano completamente rigorosi,
servono benissimo a provare, come si voleva, che le formole (29),
(29’) e quindi le (25), (25’), dedotte rigorosamente con i calcoli dei
§§. 6, 7, 8, sono un caso limite delle formole (4) del §. 1.



CAPITOLO IV.
..............

Formole g enerali relative all’ integrazione delle equazioni
M’equilibrio dei corpi elastici.

Applicazione al caso di un corpo elastico sferico.

..

1. In questo capitolo e nel seguente ci occuperemo del pro-
blema dell’elasticità, nella sola ipotesi che siano date le componenti
degli spostamenti nei punti della superficie, che limita il corpo
elastico isotropo. Questo problema, come fu osservato nell’ intro-

duzione, corrisponde nella teoria delle funzioni armoniche al pro-
blema di Dirichlet.

Supponendo, come si può sempre fare, che le forze esterne siano
nulle (v. cap. III, §. 2), ed indicando al solito con (x,, yi, zi) le

coordinate dei punti del corpo elastico che si considera, le com-
ponenti u Z1), 2c’ zi) degli spostamenti
di questi punti, relativi ad una data deformazione, devono soddi-
sfare alle seguenti equazioni:

dove

Ann. Sc. Norm.
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Poiché :

avremo che le quattro terne di funzioni:

rappresentano quattro sistemi di integrali delle equazioni (1) ;
allora anche le seguenti tre terne di funzioni:
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saranno tre sistemi di integrali delle equazioni (1), e quindi
1’ altra terna:

Ora quando il punto (x,, yi, zi) è nell’ interno dello spazio S
racchiuso da a, si ha, come è noto,
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e quando il suddetto punto è sulla superficie a, ammesso che ivi

questa superficie abbia un piano tangente determinato, si ha invece :

Avremo dunque per i punti zi) interni ad S :

e per i punti (xi , z~) di a :

dove a’, b’, c’ sono i valori che le funzioni a, b, c prendono nei punti
della superficie o.

2. Sia u (m) una qualsiasi funzione finita 9 continua dei punti
m di o, ed. n un punto qualunque interno al corpo elastico S.

Le espressioni:
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sono evidentemente tre funzioni monodrome finite e continue dei

punti n (xl, zi) di S, che soddisfano alle equazioni (1) del-
l’ equilibrio.

Ammesso che la superficie 9 abbia in ogni suo punto un piano
tangente determinato, vediamo che cosa accade di queste fun-
zioni, quando il punto n si avvicina indefinitamente ad un punto ,
di 6. Per questo principieremo dall’ osservare che dalle (2) si ha

ovviamente : 
’

Ora gli integrali:

essendo della natura di quelli considerati nel §. 3 del cap. III,
saranno propr  ; quindi potremo dividere la superitele o in due

parti c3’, a" tali, che la seconda o" contenga nel suo interno e
che si abbia per E piccolo ad arbitrio:
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È chiaro poi che se si prende un intorno a tre dimensioni di P4,
il quale non abbia alcun punto a comune con ~‘, gli integrali:

saranno funzioni continue di tutti i punti yl, zi) di detto in-

torno ; quindi potremo scrivere per n sufficientemente vicino a 1L:

Dalle (5) e (6) risulta per n abbastanza vicino al punto 11:

e quindi:
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Quando invece di un punto n di S si considera un punto,
di c, le espressioni (4) divengono:

onde avremo dalle (7):

Similmente, considerando le altre terne di integrali delle equa-
zioni 1) : 1 

-
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introducendo le espressioni :

in cui v (m), w (ni) sono funzioni arbitrarie dei punti di a finite

e continue, ed indicando con a’i, c’,; b’2, c’2 i valori delle

funzioni tz2, b2, c2 nei punti , di a, avremo:

e quindi:

3. Applichiamo le formole generali trovate precedentemente
alla risoluzione del seguente problema: Date arbitrariainente tre fun-
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zioni finite e continue u (m), v (1n), w (m) dei punti 1n della supet-

ficie a di una sfera S, trovare tre funzioni Q, S, T, le quali nei

punti interni alla sfera soddisfino alle equazioni (1) 
e coZZ’ avvicinccrsi indefinitamente di n ad un punto qualsiasi 11 di n,
tendano rispettivamente ai valori u (~~) , v (p.), w (V,).

Indicando con R il raggio della sfera S e con ro le distanze
contate a partire dal punto arbitrario 11 di a, si avrà:

e quindi:

Le espressioni :
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sono evidentemente tre funzioni finite e continue in tutto lo spazio,
che nei punti della sfera data soddisfano alle equazioni (1) del-

1 equilibrio. Esse poi nel punto , di û divengono rispettivamente :

4. Poniamo l’ origine degli assi nel centro della sfera S, indi-
chiamo con u la funzione di GREEN relativa ad S e scriviamo:

Poichè

se le tre funzioni:

sono un sistema di integrali delle equazioni (1), si deve necessa-
riamente avere:

Determiniamo le ~’, ~ , ~’ in modo che sulla superficie a della

sfera si annullino. Per questo poniamo :
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e calcoliamo ~", Yl’, 1" ~n modo che nei punti della sfera soddisfino
a11’ equazione Â 2 = O e che sulla sua superficie prendano rispetti-
vamente i valori :

Distinguendo con un apice i valori che prende nei punti
della superficie cy, si ha, come è noto,

e poiché anche la funzione a è una funzione armonica, si avrà

pure:

Avremo dunque :

e, posto

(11)

avremo ancora:
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Dalle (9), (12) si deduce, osservando che la funzione H è ar-

moni ca,

e dalle (10), (11):

quindi, posto

donde integrando:

con C costante rispetto a p.

Per determinare le derivate di *H che entrano nelle (12), de-
riviamo la (13) rispetto ad xl . Si ottiene:

e poichè :

risulterà:

e quindi:

ossia:
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Moltiplichiamo ambo i membri della (13) per- e facciamo
p = 0 : poichè si ha ovviamente:

avremo :

indipendentemente dalla direzione di p, e quindi:

Ciò posto, dalla (14) se ne deduce integrando:

Similmente :

e quindi mediante le (9) e le (12) :



94

I tre precedenti integrali delle equazioni (1) sono funzioni finite
e continue dei punti dello spazio S, che nei punti di i divengono
rispettivamente : 

-

5. Ciò posto, consideriamo le tre funzioni finite e continue dei

punti di S e di a :

Come è chiaro, esse rappresentano un sistema di integrali delle

equazioni (1), per i quali si ha:

Allora se consideriamo le tre funzioni:

avremo che esse soddisfano in tutti i punti dello spazio S alle

equazioni (1) e sono tali che

(1) Il metodo che abbiamo tenuto per la determinazione degli integrali E, y¡, ~ è
in parte del CERRUTI (v. Nuovo Cimento, serie 3a, vol. XXXII «Sulla deformazione
di sfera..... ») ed in parte del SOMIGLIANA (v. Annali della R. Scuola Nor-
male Superiore di Pisa, 1887 « Sopra l’equilzbrio di un corpo elastico isotropo.. »).
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Nello stesso modo potremo costruire tre integrali:

delle equazioni (1) tali che

e tre altri

tali che

Finalmente se prendiamo:

avremo tre funzioni Q, S, T che, come è evidente, risolvono com-

pletamente il problerna proposto.
In modo perfettamente analogo si può risolvere il problema

relativo ad un corpo elastico indefinito limitato da una superficie
sferica.

6. Per fare un’applicazione delle formole precedenti, calcoliamo
i valori delle componenti Q, S, T nel centro della sfera, che per
ipotesi coincide coll’ origine degli assi.

Si ha ovviamente :

Per avere il valore di ~~ nel centro della sfera, bisogna cal-
colare il valore di 9 Poichè la funzione pl è sempre
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positiva, si ha:

ove indica il valore di in un conveniente punto interno

alla sfera di raggio p col centro nell’ origine degli assi; per cui

avremo :

Dovendo la funzione ~ essere integrata sulla superficie 3 della
sfera, possiamo prendere, come è noto,

con

si avrà allora:

e quindi :

Ciò posto, poichè:
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avremo:

Similmente si troverebbe:

onde si avrà:

Analogamente :

Se si fa « = 0, le equazioni (1) dell’ elasticità si riducono cia-

scuna all’ equazione armonica e le formole (15), (15’) alla nota

formola della media aritmetica.

(i) Circa all’ esattezza dei calcoli precedenti, credo opportuno far notare che
le formole (i5), (15’) coincidono perfettamente con quelle trovate dal VOLTERRA
in un corso di lezioni di fisica-matematica, seguendo un altro metodo.

7



CAPITOLO V.

..........

Iùttjréiioùt delle equazioni dell iequilibrio dei corpi elastici
isotropi per mezzo di serie.ÌIÙtÌÙ#Ì #ÙÌ ÌùÙllÙ 

ÒÌ IÙÌÌÙ. 

l. Ci serviremo ora dei risultati del capitolo precedente per
dimostrare anzitutto un teorema sulle serie di integrali delle equa-
zioni dell’ equilibrio dei corpi elastici isotropi, che è l’ estensione
al caso nostro del teorema del prof. VOLTERBA riguardante le serie

di funzioni armoniche. Detto teorema è il seguente:
funzioni

formano in uno spazio connesso S limitato da un insieme di super-
ficie c3 una di sisterni di integrali delle equazioni:

che coll’indefinito avvicinarsi del punto (x~, Y~, al quåle si rife-
riscono, a a prendono rispettiva1nente i valori:

se le tre serie
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sono convergenti in egual grado in tutto S e le altre tre:

sono, su ciascuna delle superficie che forinano a, pure convergenti in
egual grado, le tre serie (2) rappresenteranno tre integrali delle equa-
zioni (1), i quali coll’avvicinai-si di (xl, yl z,) a a prenderanno rispet-
tivamente i valori:

Infatti consideriamo le tre somme:

ed indichiamo rispettivamente con R"~, i resti delle tre

serie (2); avremo allora:

Sia zi) un punto qualsiasi interno ad S. Costruiamo una .

sfera che stia tutta in S e che racchiuda il punto yl , zl) nel

suo interno, ed indichiamo con s lo spazio racchiuso da questa
sfera, con o’ la sua superficie. Posto

potremo scrivere (v. §. 5 del capitolo precedente) :
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ossia :

ovvero ancora:

~ 

Ora le serie (2) sono per ipotesi convergenti in egual grado, per
’ 

cui avremo certamente per n suflicientemente grande :

con n quantità arbitrariamente piccola. Inoltre l’ integrale:

è una funzione il cui valore si mantiene certamente sempre infe-

riore ad un certo numero finito A ; per cui avremo dalla (5) pas-
sando al limite per n = oo :

e per analogia :
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in cui le ai, ct , a"i, .......... ; iii, w’i ; 1...........j

nlí 1 c’i ; i", , ......., sono le espressioni analoghe alle (4).
Poichè le relazioni precedenti valgono per qualsiasi altro punto

interno ad s, ne segue che le funzioni U, V, W soddisfano in tutti
i punti di s alle equazioni (1) dell’ equilibrio ed in particolare
anche nel punto Y~, zi). Ora il processo tenuto nella conside-
razione del punto (~i, yl , zl), si può evidentemente ripetere per

qualsiasi altro punto di S ; ne concludiamo quindi che le funzioni

U, V, W date dalle serie (2) soddisfano in tutti i punti dello spazio
S alle equazioni (1) dell’ equilibrio dei corpi elastici.

Per dimostrare finalmente che le funzioni U, V, W tendono

rispettivamente verso le date dalle serie (3), quando
il punto che si considera dello spazio S si avvicina indefinita-

mente ai punti della superficie a, prendiamo a considerare un punto
generico , di ’1 ed indichiamo con 8 una quantità positiva piccola
ad arbitrio con ,,,,,, i resti delle serie (3) e con ,,,,,,
le somme dei primi n termini di ciascuna di dette serie. Si avrà

ovviamente :

Ora le serie U, V, W ; u, v, w sono convergenti in egual grado,
le prime tre in S e le altre tre su a ; per cui esisterà un numero ni
intero e positivo tale che per ogni altro numero n anch’ esso in-
tero e positivo non minore di n~ si avrà certamente:

Inoltre per le ipotesi fatte circa alla natura delle funzioni

si avrà che le
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somme S’n, S"n, S"’n tendono rispettivamente verso le altre s’n, s"n, 
coll’ indefinito avvicinarsi del punto n che si considera al punto ~.;
per cui potremo scegliere un intorno a tre dimensioni di Es. tal-

mente piccolo che per tutti I i punti (zi , yi , zi) di esso interni ad
S si abbia :

Dalle relazioni precedenti ne seguono per (Xl’ zi) sufficien-
temente vicino a ji le altre:

Dunque quando col punto di S che si considera ci avviciniamo
indefinitamente alla superficie a, le funzioni U, V, W tendono ri-

spettivamente verso le altre v, v, w.

Osservazione. - Il teorema relativo alle funzioni armoniche ed

analogo a quello da noi testè dimostrato, differisce dal menzio-

nato teorema del prof. VOLTERRA per il fatto che bisogna di più
ammettere la convergenza in egual grado delle tre serie U, V, W.
Ora nel caso delle serie di funzioni armoniche si può fare a meno
di introdurre quest’ altra condizione, per via che dette funzioni

godono della proprietà di non prendere mai il valore massimo, nè
il valore minimo nell’ interno dello spazio che si considera, proprietà
di cui non godono generalmente le funzioni integrali delle equazioni
(1), come ci addimostrano ad esempio le funzioni Q1 (n), Si (n), T~ (n)
trovate nel ~. 5 deI capitolo precedente per il problema della sfera.

2. Supponiamo di avere un corpo S semplicemente connesso e

limitato da una superficie convessa a avente in ogni suo _punto un
piano tangente variabile con continuità al variare con continuità

del punto di contatto, e _proponiamoci di trovare tre funzioni U, V, W
che soddisfino alle equazioni (1) dell’equilibrio dei elastici

in tutti i _punti n del corpo S e che coll’avvicinai-si indefinitamente
dei punti. di S ai punti m di a tendano rispettivamente verso tre

funzioni finite e continue u (m), v (m), w (m) date arbitrariamente sun.
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Incominciamo per questo a considerare le tre funzioni:

Da quello che abbiamo stabilito nel §. 2 del capitolo prece-
dente risulta che esse rappresentano tre integrali dell’ equilibrio,
per i quali si ha, indicando al solito con p un punto generico di a :

e posto poi:

potremo scrivere ancora :
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Si è visto nel §. 2 del capitolo precedente che le tre espressioni :

sono finite e continue su a ; e poichè sono finite e continue anche.

le funzioni u (m), v (m), w (1’n), avremo che lo stesso sarà delle

funzioni :

Mettendo nelle tre precedenti funzioni U~ (~) , vl (~,) , wl (p) la

variabile m in luogo della variabile ~, si avranno tre funzioni:

dei punti d ,3, della stessa specie delle funzioni date U(1n), 
Possiamo allora mediante queste tre nuove funzioni formare

tre espressioni come le (6) : 
°



105

ed allora, posto :

avremo similmente :

Cos  seguitando verremo a formare una serie di sistemi di in-

tegrali delle equazioni (1) :

e tre serie di funzioni finite e continue dei punti della superficie a :

per le quali si ha:

Mediante le funzioni (7) precedentemente costruite formiamo
le tre serie :
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le quali coll’ avvicinarsi indefinitamente del punto n di S ad un

punto qualsiasi p di o tendono rispettivamente verso le altre:

Indichiamo rispettivamente con G, G~, ....... i massimi

dei massimi e con K, K1, ~2 , ....... i minimi dei minimi delle

terne di funzioni:

e chiamiamo &#x3E;, una quantità positiva minore dell’unità. Suppóste
vere le disuguaglia&#x3E;eze:

si avrà evidentemente:

e quindi :

dove C è una determinata costante.



107

Inoltre, poichè per qualunque punto 11 di c3 si ha:

avremo evidentemente:

Si ha quindi:

Ora dalle espressioni stesse àelle a, ò, c ; al , C~; a~ , b~ , c2
risultano ovviamente le seguenti disuguaglianze:
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con B quantità positiva e finita. Possiamo dunque scrivere:

e poichè la serie:

è convergente, le tre serie (8) saranno certamente convergenti in

egual grado in tutto S.

La convergenza in egual grado delle (9) su a risulta poi dal-
l’osservare che per le (11) le serie dei valori assoluti dei loro

termini convergono come le serie:

Osserviamo finalmente che le serie (9) hanno rispettivamente
per somma:

Dai risultati precedenti segue dunque in forza del teorema,

del §. 1, che le funzioni

formate mediante le serie (8) rappresentano tre integrali delle equa-
zioni (1), che risolvono completamente il problema proposto in prin-
cipio di questo paragrafo.

3. Il risultato del § precedente dipende essenzialmente dall’a-
vere ammesso le disuguaglianze (10). Ora queste disuguaglianze,

1
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potendo pure sussistere senza limitazione alcuna riguardo alla na-
tura dei coefficienti delle equazioni (1), noi le dimostreremo

soltanto per a. quantità negativa e convenientemente vicino allo

zero. 
’

Avvertiamo qui che, come risulta dall’ esperienza, a è una quan-

tità sempre negativa, che può variare da 1 a ---- 1 (I); perg p 2 p

cui quando il limite inferiore dei valori che può prendere a, per

la validità del metodo precedente, supera - 1 il problema ri-p p 2 3 p

soluto non corrisponde effettivamente ad alcun caso di corpo ela-
stico isotropo, come feci notare nell’ introduzione.

E noto che la superficie convessa 3 si può sempre scomporre
in due regioni (ciascuna formata anche di più pezzi) diverse

dallo zero e tali che una funzione finita e continua dei suoi punti,
la quale non fa infinite oscillazioni (2), sia sempre inferiore ad H
sulla prima, superiore od uguale ad H sulla seconda, essendo H
la media aritmetica del valore massimo e del valore minimo di

questa funzione.
Ciò posto, siano Ou e a’u le due regioni in cui viene scomposta a

in modo che, posto la funzione u,-, sia su (Ju

inferiore ad H, superiore od uguale ad H; similmente siano
Gv due regioni della superficie a tali che Jv ~-- ~ ~ a e che

(1) Infatti si ha in cui A è il coefficiente di Pois-

soN, che è sempre compreso fra 0 e ~ . (Vedi : SOMIGLIANA, Annali della R.

Scuola Normale Superiore di Pisa; 1887; §. II. - Trattato di .Elasticità del

CLEBSCH; §. ~ 6; Nota del SAINT-VENANT.
(2) Il metodo che siamo per esporre, come quello del NEUMANN relativo

alla risoluzione del problema di DIRICHLET, fa difetto nel caso che le fun-

zioni arbitrariamente date su facciano infinite oscillazioni. Per il problema
di DIRICHLET il prof. VOLTERRA ha dato in un corso di lezioni di fisica-mate-
matica il mezzo per togliere tale eccezione.
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su av la funzione si mantenga minore di H, su a’" s  mantenga
invece maggiore di H od uguale ad ~H ; e finalmente siano aw e 
le due regioni in cui viene scomposta o in modo che la funzione
ws_1 sia su aw sempre inferiore ad H, su O’w sempre superiore od

uguale ad H.
Indichiamo poi con p,i , 1 tl2 due punti generici di a, e con

b’ 21~ é 21 e a’ 02~ b’ 027 C’ 02~ ’ Q’’ 12~ ~ 12 é ’ 12~
i b’ 22 ~ c’ 22 i valori che le funzioni à ~ b’ &#x3E; c ~ &#x3E; a’~, b’~, a’2, b’2 i Cg

prendono rispettivamente nei punti ~2’

Poichè, come abbiamo osservato, si ha sempre 0 &#x3E; a &#x3E; - 1,
la funzione à sarà sempre positiva, onde potremo scrivere:

e poichè avremo :

La funzione b’ è su a in generale ora positiva ed ora negativa.
Dividiamo allora la superficie a in quattro regioni co,, w2,. 00’1’ 00’2
tali che
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e che inoltre su (Ù~ ed si abbia b’ol &#x3E; 0, su 002 ed w’2 si abbia
invece b’ 01  0. Ciò posto, avremo certamente:

e poichè

sarà ancora :

. 

Similmente dividiamo la superficie 3 in quattro regioni ei, E2 , 1

tali che

e che inoltre su E~ ed E’~ sia b’o2 &#x3E; 0, su ê2 ed S’2 sia invece b’o2  0.

Si avrà allora:

e quindi, poichè:
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si avrà ancora:

Analogamente, se si osserva che c’ non ha su a in generale
sempre lo stesso segno, e se si indicano con vi, v2 , y’ ~, v’2 le quattro
regioni in cui viene divisa a, in modo che ’~~l +’~f2 = ’3 t m
e che su Y~, v’1 si abbia c’oi &#x3E; 0, su v2, v’2 si abbia invece C’Ol ~ 0,
e se indichiamo poi con pi , p , P’2 le quattro regioni di a tali che
~1-~ ~2 ~ aw , ~’~ -f- p 2 = à w e che su pl , sia C’02 à 01 su ~2 , P’2 sia
invece C’02  0, avremo :

Dalle (13), (14), (15), (16) si ha finalmente :
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Nello stesso modo si troverebbe : *-.

doVe~i,~2?~l?~2!Cl~2 Cl?~2!~1~2t~H~2;~H~2!~H~2! 1
T2, ~ l, "C,’2; .......... hanno un significato analogo ai simboli

~i,M2,MB,~2:......... °
8
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Poichè i punti t!2 possono essere due punti qualunque di o,
avremo certamente, come risulta dalle (17), (18):
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Se facciamo a = 0, le espressioni precedenti si riducono alle

altre più semplici:

dove 1’B, r2 sono rispettivamente le distanze contate a partire dai
due punti {L2; e quindi si avrà:

dove, come è noto, si ha X  1.

Le serie (8) ci dànno in questo caso tre funzioni armoniche,
che prendono sulla superficie a i valori arbitrariamente dati

Se è affinchè siano verificate le (10), deve verificarsi una
disuguaglianza almeno per ognuna delle seguenti tre terne di di-
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s, ,-, cr, C, 11*; 1 1,.] Z e : °r,’ n

le quali divise per il fattore positivo
si possono scrivere :

poichè a. è negativo,
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Per cui se, scomposta comunque la superficie a in tante re-

gioni finite e diverse da zero a2 ; 1 0’2; C3111 1 a"2 tali che

accade ch e, scelti convenientemente gli
assi, le espressioni:

sono sempre nulle o negative, avremo che una almeno delle (19’),
una almeno delle (20’) ed una almeno delle (21’) saranno certa-
mente verificate per tutti i valori negativi di a, qualunque sia il

valore intero e positivo dell’ indice s ; e quindi le (10) varranno

per tutti i valori interi e positivi di s e senzà alcuna limitazione

riguardo ai valori che può prendere a. Nel caso contrario le (10)
varranno certamente per tutti quei valori di a, i quali mantenen-
dosi tra 0 e - 1 sono superiori a tutte le espressioni della forma:
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dove :

che sono finite e negative; e maggiori od uguali a quelle delle
espressioni delle due forme:

che sono pure finite e negative.
Quantunque il limite inferiore di a non venga cos  fissato, pure

possiamo dire che, essendo a~ e a2 sempre diverse dallo zero, il

problema del §. 2 per a quantità negativa diversa da zero ed ab-
bastanza piccola in valore assoluto, ossia per a2 abbastanza vicino
a b, si risolve sempre con le serie (8).

- e


