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Il professore Somicriana nella sua memoria Sulle equa-
ziont dell’ Elasticita (Annali di Matematica pura ed appli-
cata, T. XVIIL, Serie 2.?), trova tre formole, le quali danno
le componenti degli spostamenti dei punti di un corpo
elastico isotropo in equilibrio in una deformazione qual-
siasi in funzione delle forze esterne, delle tensioni al
contorno e degli spostamenti pure al contorno. Ora per
la determinazione di dette componenti, non & necessaria
la conoscenza di tutti gli elementi che compariscono nelle
formule del SomieLiana; per cui & naturale di ricercare se
e possibile la eliminazione da queste formole di quegli
elementi, che sono superflui.

Bisogna osservare che le menzionate formule del So-
MIGLIANA sono la naturale estensione della formola di Greex
relativa all’ equazione

A2y = f
al caso delle equazioni dell’elasticita. Ora, come ¢ noto,
la formola di Gmeex ci di il valore della funzione # in

un punto qualsiasi del corpo che si considera, in funzione
dei valori di # nei punti della superficie limitante il corpo
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e dei valori della derivata di « rispetto alla normale in
questi stessi punti, mentre la » ¢ determinata dai soli
valori di questa funzione nei punti della, superficie; pero
I'inconveniente si toglie subito, introducendo la nota fun-
zione di Green. Una cosa analoga si pud fare, come ha
osservato il prof. Vorrerra in un corso di lezioni di fisica-
matematica, nel caso dell elasticith, quando si faccia uso
delle formole del SomicLiana; basterhd infatti trovare dei
convenienti integrali particolari delle equazioni dell’equi-
librio e fare uso del teorema del Bgrr.

In questo lavoro io esporro il metodo del prof. Vor-
1ERRA, discutendolo nei quattro diversi problemi che si
presentano nella teoria dell’equilibrio dei corpi elastici
ed illustrandolo con 1'esempio del corpo elastico indefi-
nito limitato da un piano. Questo esempio & stato stu-
diato di gix dal prof. Cerrurr (1) e dal Somieriana (2) con il
metodo del Berrr (3) pit 0 meno modificato ; pero il
suddetto metodo del Vorrerra ha il vantaggio di darci
volta per volta tutto cid che & determinato con integrali
semplici di spazio o di superficie, mentre i vecchi metodi
danno luogo in generale ad integrali doppi di superficie
o di spazio.

L’analogia delle formule del Someriana colla formula
di Greex risulta ancora piu evidente, dal fatto che si

(Y) Ricerche intorno aoll’ equilibrio ecc. — Atti della R. Accademia dei
Lincei, Memorie della Classe di sc. fis. mat. e nat., serie 3.2 t. XIII.
Sulla deformazione di un corpo elastico ecc. — Rendiconti della R. Ac-
cademia dei Lincei, Classe di sc. fis. mat. e nat. t. IV, 1.0 sem.
(?) Sopra Uequilibrio di un corpo elastico isotropo. — Nuovo Cimento,
Vol. XVII, XVIII, XIX.
3) Teoria della elasticitd. — Nuovo Cimento, Vol. VII, VIII, IX, X.
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possono dimostrare per le prime alcune proprieta ana-
loghe a quelle che si sogliono dimostrare per la seconda
nella teoria delle funzioni armoniche. Cosi dimostrai (1)
per gli integrali di spazio, che compariscono nelle formole
del Somieriana, un teorema analogo a quello del Possoy, e
qui dimostrero per gli integrali di superficie dei teoremi
analoghi a quelli relativi alla funzione potenziale di una
distribuzione in superficie ed ai doppi strati.

I metodo del Vourerra ed i metodi del Berri, del
Cerrurt € del Somicuiana non puo dirsi effettivamente che
risolvano sempre i quattro problemi dell’ equilibrio; per-
che essi si basano tutti quanti sulla esistenza di alcuni
integrali particolari delle equazioni dell’ equilibrio, aventi
proprieta analoghe a quelle di cui gode la nota funzione di
Greex. Ora in alcuni casi speciali si riesce a trovare
questi integrali particolari, ma in generale questa ricerca
e pressoche impossibile.

Nel caso in cui sono date le componenti degli sposta-
menti dei punti della superficie, che limita il corpo elastico,
il problema dell’ elasticith equivale evidentemente al noto
problema di Dmricarer della teoria delle funzioni armo-
niche. Guidato da questa analogia, ho potuto, con un me-
todo simile a quello del Neuvmany, risolvere per mezzo di
serie 1’accennato problema dell’ elasticith, relativo ad un
corpo elastico limitato da una superficie convessa qual-
siasi, quando le velocitd di vibrazioni longitudinali e tra-
sversali differiscono in valore assoluto sufficientemente
poco tra di loro. Ora nei corpi elastici isotropi la dif-
ferenza tra le velocitd di vibrazioni trasversali e lon-

(1) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei; Vol. IT, anno 1893,
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gitudinali si mantiene in valore assoluto superiore ad una
certa quantita; sicche, quando per la validith del metodo
accennato, questa quantita non pud essere superata, il
problema analitico risoluto non corrisponde ad alcun caso
di corpo elastico isotropo.

Prima di arrivare ai risultati teste accennati, ho ri-
soluto il problema dell’ equilibrio di un corpo elastico
sferico, con un metodo diverso da quello tenuto dal Cer-
ruTI (1) e dal Somcriana (2); ed ho dimostrato un teorema,
sulle serie di integrali delle equazioni dell’ equilibrio dei
corpi elastici isotropi, che e 1’ estensione di quello dimo-
strato dal Vorrerra sulle serie di funzioni armoniche.

() Ass. franc. pour U avanc. des Sciences. Compte-Rendu de la 14.¢ Ses-
sion. Grenoble, 1885; 2.e partie, p. 68-79.
Nuovo Cimento, Serie 3. Vol XXXII.
(*) Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, 1887.



CAPITOLO I

Metodo per integrare le equazioni dell equilibrio
dei corpi elastici

——f—————

1. Indichiamo con S un corpo elastico isotropo limitato dalla .
superficie 6; con p la sua densita; con X, Y, Z le componenti
delle forze che agiscono sui punti della massa del corpo, che di-
remo componenti delle forze esterne; con u, v, w le componenti
degli spostamenti corrispondenti ad una certa deformazione; con
Xs, Yy, Zs le componenti delle tensioni corrispondenti; con a, b
le velocita di vibrazioni trasversali e longitudinali; con » la di-
stanza di un dato punto (x,, ¥, ;) del corpo elastico ad un altro
punto qualsiasi; con % la direzione positiva della normale a o.

Posto:

a®—-b*
y O=——7g—

L=-pa , K=¢@a—b) =

ou , v dw ., &F o* o

(% B % e dede G
(n{ hl_ax’ [22_3y7 183 32,5{?3 az‘l'a?/"f.ﬂ 9x+32’ {12 3y+8x’

le equazioni indefinite dell’equilibrio saranno:

[oX =12 i

o X =L Au K)o,

»

@) PY =T &+ [L4E) o,

9
( pZ=LA2w+(L+K)a— ,
\ 0z

Ann. Se, Norm. 1
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quelle di superficie:

X, = (K6+2 L) + L 1 ay+L i s

oz P 3
®) ! Yg=DLa n + (K642 L vs) a‘)yz—f‘L* Z

/23 —
%

-

ox oy . o2
e, 6 °
\ ZG-L73lan+L(3zan—|—(h +2L733)an

T tre sistemi di funzioni:

+o' &y 3 &r _ o

2a’ T 2y ""T 2 mwee’
o o 1 o o M

4) ?%’—-5%’ 12—7_‘!“—2—9—'?2,“2::42-_ @Tz’
L R I AN SO
VBT T BT 2y T T2 R

sono tre sistemi di integrali delle equazioni (2) corrispondenti a
p X=p Y=0Z=0, mediante i quali il prof. Somreriana & arri-

vato alle sue formole:

/ .
;’~»41rLuo=prXuldS+ / XXgatldo—fEX(? uds,
S ] ]

(5)\_“1, p(,:sz{,X%dSJr [EX,,ugdcs—»j 2 X% uds,
YG 5

~
4w L, = [pru3dS+/ S X, u ds wfzx‘f;’ wds,
\ 'S /6 )

nelle quali w,, v,, %, sono rispettivamente 1 valori di u, v, w nel
punto (x,, 41, 2) del corpo elastico ed X(l) Yﬁ,‘), Zf,l); Xﬁ,z),... R
Xﬁ”, .... sono le tensioni al contorno o, corrispondenti rispetti-
vamente ai tre sistemi di spostamenti rappresentati dalle (4).
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Osserviamo qui che le formule (5) il Somieriaxa le aveva de-
dotte dapprima per il solo caso che lo spazio S fosse finito; perd
egli in seguito in una Nota inserita nel vol. XXIII, serie II, fasc.
XX dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo (Formole generali per
la rappresentazione di un campo di forza....) le estese al caso di
un corpo elastico indefinito, facendo notare che allora bisogna
ammettere che le forze esterne agiscano soltanto sopra una por-
zione finita del corpo e che le wu, v, w divengano all’infinito infi-
nitesime del primo ordine.

2. Prima di esporre il metodo del Vovrerra, sard bene stabilire
alcuni risultati che ci saranno molto utili in seguito.
Le equazioni generali dell’equilibrio dei corpi elastici si pos-
sono serivere (v. Berm L. c., form. (12), (13)) sotto la forma:
o % d O o0 Ip

() X =51 ~ - A AL
r 99&' a')'u ay a’hz + az 3713

IR
T Y N | 32 Ny

__ 9 % 0 a_‘P + _a_ ﬁp_
T s oy MNse 92 s

X, = %‘% cos (nx) 337(?12 cos (ny) -+ %Z; cos (n2) ,
Q) Yo = %{; cos (nx) + %‘;2 cos (ny) + 59—(‘—:—3 cos (n2) ,

% % %
Zs = == cos (nx) -+ = cos (n — cos (n2),
\ a a,ﬁn ( ) T 8732 ( ?/) + 8733 ( )
in cui ¢ rappresenta il potenziale delle forze elastiche.
Moltiplichiamo le (6) rispettivamente per u dS, v dS, w dS,
sommiamo ed integriamo a tutto lo spazio S occupato dal corpo
elastico. Avremo, facendo delle integrazioni per parti:
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~

jp(Xu+Yv+Zw)dS=—f(X,,u—l—Yav+Zaw)dc——
S

O du | 3 u |, Ip
A[;% <a(11 dx + MNie a!/ + a‘hs +
dp v dp
+ Mo O +a};2 dy 37 az/ +

+ O dw | 9p dw , 8w>
\ a1 O 3’1’32 a?/ 3*{ oz

as

e per le (1):

fp X ut-Y v+7Z w) dS —{—f(Xgu+vi+Z6w) ds +
3 5

f(a{ (u"‘a,r Tt 9‘( (33+ (23+ ”{3x+ )dS 03

ossia, poiché % & una forma omogenea di 2.° grado nelle 7y,
Bermr; Loe., §. 2):

e

® [ 0 XutYorZuw) dS+ | (XoutYov+Zow) ds+2 /S~<.o S =0.
./S o) o

Se supponiamo di avere
X=Y=Z=0,

ed al contorno una volta:

) u=v=w=0,
una seconda volta:
(10) Xe=v=w=0,

una terza volta:
(1 Uu=Ys=%Z,=0,
ed una quarta:

(12) Xe=Y,="Z¢=0;
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la (8) ci dara sempre:

/'pdS-——O;
S

o

e poiché » & una forma definita negativa nelle v, (Berrr; L c.),

cosl dovremo sempre avere:
T =2 =T33 == (s = {;n = T2 =0,

ossia:

ou
(18) W 0

W _g dw_g o qw du_ du v
" % 7%y Tox 2 9y dx

Indicando con K, K,, K;, C,, C;, C; sei costanti arbitrarie,
si avra dalle (13):
(14) u=K,+C2-Cyy, v=Kp+Cyx-C 2, w=K;4+C,y-C, 2.

Ora nell’ipotesi (9) abbiamo in tutti i punti di o:
u=K+C2-Coy=0,0v=K;+C2 - C2=0, w=K;4+C,y - Cor=0;
sard allora:

K=K=K;=0,=0=C0=0,
e per le (14) si avra in tuti?i i punti di S:
u=0 , »=0, w=0.

Di qui ne deduciamo che note le forze esterne e le componenti
degli spostamenti nei punti del contorno s, le componenti degli spo-
stamenti nei punti di S sono completamente determinate.

L’ipotesi (10) ci da per 1 punti di o:

1=K+ G2z —C2=0, w=K;+Cry—Coz=0;

quindi:

e per le (14):
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in tutti i punti di S. Questo risultato si pud interpretrare nel se-
guente modo: Note le forze esterne, la componente delle tensioni
al contorno nella direzione x e le componenti degli spostamenti al
contorno nelle direzioni y, 2, gli spostamenti dei punti del corpo S
sono determinati @ meno di una traslazione infinitesima nella dire-
zione x, che non altera la forma del corpo.

Nell'ipotesi (11) si ha invece al contorno:

u=K,+ Ce—Cy=0;
per cui sard sempre:
Ki=(C=0(C=0,
e per le (14):

u=0 , 1=K,—Cz , w=K;+ Cy.

Quest’altro risultato ci dice che note le forze esterne, le com-
ponenti delle tensioni al contorno nelle direzioni y, 2 e la componente
degli spostamenti al contorno nella direzione x, gli spostamenti sono
determinati in tutti i punti del corpo elastico @ meno di due tra-
slazioni infinitesime nelle direzioni y, 2 e di una rotazione infini-
tesima attorno all’ asse x, che mon alterano la forma del corpo.

Finalmente nell’ipotesi (12) abbiamo su s:

=K1+Cg Z"‘"Cg Y, ’0=K2—|"C3 x'—'Cl [-2 w:K3+Cl y—Cg x

con K, K,, K;, C;, C;, C; in generale differenti da zero, e quindi -
anche nei punti di S. Avremo percid che note le forze esterne e
le tensioni al contorno, le componenti degli spostamenti nei punti
del corpo S sono determinati a meno di un movimento infinitesimo,
che avviene come se il corpo fosse rigido (). -

3. Cid premesso, supponiamo dapprima di volere risolvere il pro-
blema dell elasticita, nel caso in cui sieno date le forze esterne e
le componenti degli spostamenti dei punti della superficie o.

(!) I metodo che abbiamo tenuto per stabilire i quattro risultati prece-
denti, ¢ lo stesso di quello tenuto dal Berr: (I c., § 3) per stabilire il primo
di essi.
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In questo caso, come risulta da quanto si & visto nel § pre-
cedente, le componenti u, v, 10 sono completamente determinate
in tutti 1 punti del corpo elastico S. Per trovarle ammettiamo di
conoscere tre sistemi di integrali delle equazioni (2):

(yy by ers Asy by 0o a5y byy e
corrispondenti a forze esterne nulle, regolari in tutto lo spazio S
e tali che su o soddisfino alle relazioni:
Sz¢1+c51:0 , nt+b=0, w,+e=0,
U, -+ ay =0 , v+ b,=0, wy+c=0,
(143—5—((3:() , gt by=0 |, w3t ec=0.

(1)

LR 1) (1) 2) (2) ) (3) (3, (3)
Se indichiamo con A;", B, C; ; Ay , B, , C, s A, B, C;

(15)

le componenti delle tensioni corrispondenti ai tre sistemi di inte-

grali che abbiamo supposto di conoscere, avremo per il teorema

del Bermr (1. c., §. 6):

Il o ~
0 :] SXachdc—-/ZAg)udo«}— / pXadS,
G o S

0 :fEXGagds— [EAg’uds—{—f}LangdS,
o) S

JG

-~ -
3 3 3 A
0 :/LXaagds —} SAY wds -+ / Yo X aydS ;
Jo Ja vS
e se sommiamo ordinatamente queste relazioni membro a membro
con le (b), si avra dalle (15):

/ [ ‘
—4alou= —j }Z(AS)-*-XE,I’\')uds —f—/‘p)](ul-!—al)XdS,
G S

(16) /—4xL vy= — [2 (A$’+X§f>)uds+/ 0% (uptap) X dS,
/8

4o

DG e T

t— 4w Lw= —j X(A?%—X?)uds —|—fp2(u3+(13)XdS.
| o s
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Queste formole, come si vede, ci risolvono il problema pro-
posto nel modo previsto.

4. Supponiamo ora di volere risolvere il problema dell’ elasticiti
nel caso in cui siano date le componenti degli spostamenti nelle due
direzioni y, z e la componente delle tensioni nella direzione x.

Per questo osserveremo dapprima, che posto:

_ow o Ou O
Urr = ap * T B, ox,
vy OXG <0 Xy axy
Xo'= g 2 = T

(rns=1,23) , @m=x, =n, B=2)

e supposto:

17) pX=pY=pZ=0,

si ha dalle formole (5) del Somieriana con convenienti derivazioni:

(18) — 4zl = | 2X,u,, ds _/ X" uds,
[e]

G

in cui 7 indica il valore di 7,s nel punto (2, ¥, 2)).

L’ipotesi (17) non porta nessuna restrizione, perché, come sara
dimostrato nel cap. III. (§. 2), il problema generale dell’elasticita
pud sempre ridursi ad un problema analogo nel quale le forze
esterne sono nulle.

Siano ora ag, by, ¢35 a3, by, ¢35 any biyy €11 Qugy bisy €125 i, bisy €13
cingue sistemi di integrali delle equaz. (2) relativi apX =pY =pZ =0,
regolari in tutto S, ed AS), Bff), CS); A?), el Af,“), cees Aff), cees
A, ... le tensioni corrispondenti; e questi integrali siano poi

tali che si abbia nei punti di o:
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) @ . .
[ X +A; =0, r,4b=0, wy -+ e =03
X7 AT =0, 64+b=0, wte=0;
(19) X(al-l) + A(;l) =0, @11“{“ bp==10, wu+ en=20;

X(c;?) + A(ol-g) =0 3 012+ b12= 0 ) w12+ =10 i

- —ta—

‘\ X(;a) + A(;a) =0, v+ by=0, u’13+ cis=10.

Avremo per il teorema del Berri:

0 =) 2X;0a, ds ——/ZA(? u ds,
s

G

0 _—:fzxa% do—/):A‘?,’ w ds
G [

c

A
0 :_—j Y X, an do-—sz‘;”uds,
a o)

.
0 =/ S X, a, ds —fEA‘;*’u ds
o] o

0 =fEXcal3 ds —fEA(;g)u ds .
G o

Sommiamo le prime due di queste relazioni membro a membro
con le ultime due delle (5) e le rimanenti membro a membro con
quelle che si ottengono dalla (18) facendo successivamente: =1,
s=1; r=1,8=2; r=1,s=3. Si avrd tenendo conto delle (19):

— 4z L vozfX,; (us+ay) ds v/
] 5
—4mLu)0=fXd (us+as) ds —]
o S

(Y54+BY) v (Zg +C5) w% ds,
(20)

(Y9+BD) o+ (Z24C%) w % ds,



10 G. Lawricella

— 4z Lol— | X, (untan) ds— / %(Y o +By) 0h (Zy +C5) wids,
G G
21)/)--4= L «{(0)— X5 (gt ay) ds ~#j %(Y (12\) (2 12)+C“2) w;dc,
o)
\—4n L= | X (s tas) dcw‘/ \((Y(;3)+Bl3)) v4-(Zg +C3) w ;d .
(e} G

Ora si ha dalle (1):

=0 gy B g S ) T
o, ’ T or, 92, o,
onde si avra:
ouy _ 0 duy _, 0 ony  duy _ 19 — dun :
ox, oy, oz, ' 0z o

e quindi:
(22) Uy —-/3»((0) dx, (*{12 — ——> dy, -+ < aauo> dz, ; +K,.

Cosi viene risoluto il problema proposto in conformita dei ri-
sultati del §. 2.

Osservazione. — 11 processo che abbiamo tenuto per il cal-
colo di », e w,, non si & tenuto per calcolare la w,, perche le
A(1 ; , C(;) che si sarebbero trovate non soddisfano alle sei equa-
zioni dell’ equilibrio di un sistema rigido. Cid del resto & giustifi-
cato dal fatto che in questo modo la u, verrebbe ad essere de-
terminata completamente, mentre che, come abbiamo veduto, essa
¢ determinata soltanto a meno di una costante.

5. Siano ora date le componenti delle tensioni al contorno nelle
direzioni iy, 2 e la componente degli spostamenti dei punti del con-
torno nella direzione .
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Per trovare in questo caso le formole che ci danno le com-
ponenti u,, vy, w, degli spostamenti dei punti di S, supponiamo di
conoscere sei sistemi di integrali delle equazioni dell’equilibrio
corrispondenti a forze esterne nulle:

0y by €15 Aoz y bagy Cons sz bagy Caay Gz Diay Cro3 Qugy gy Cigs Glogs basy Cos,

. . . . . 1 1 22) 22 22
ed indichiamo rispettivamente con A(,,) ,BY, oY, AP B oY,

o Vg s T G 3
(33) (33) (33) 12) (12) (12) 5 (13) (13) (13) (23) (23) (23)
Aa- ,Bo- 3 Ccr ;Aa , Bs 3 Co- 7Aa 7Ba' ’Ca' ;As aBo‘ aCO' le

componenti delle tensioni corrispondenti. Per il teorema del Brrrr
si avra:

~
,/0 =f2Xga1 dc—-/ YAY wds,
G

G
0 =/ ZXaaggdc—] A%y ds,
J3 o]

r

0 =} EX,a33dc——fZA(§-3)udo,
| JOo o]

(28) -
0 ZJ[E X,y do -——fZ AP wds,
o s

-

0 =/ XX, a5 dos — / ZA(;S)udc,

G (Vo]

0 =/ EXGa%ds—fEA(f)u ds;
\ Y c

e se supponiamo che i sei sistemi di integrali sopra menzionati
siano tali che si abbia in tutti 1 punti di o:
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ls 4y =0, YV +BY =0, 7Z) + ¢ =0;
U+ an=0 , Y&+ Bg=0, Zy + Cg'=0;
Uy - as =0 , Y3+ B =0, Zg' 4 €5 =0;
(34 e+ ap=0 , YP?+BY =0, Z 4+ €5’ =0;
s+ =0 , YO+ BY =0, Zs + Cy =0;
Uy + a5 =10 , Y& + B =0, 2+ C; =0,
avremo, sommando la prima delle (23) con la prima delle (5) e
le altre ordinatamente con quelle che si ottengono dalla (18) fa-

cendo successivamente r=2, s=2; r=38, s=3; =1, s=2;
r=1,s=8; r=2, s=3,

ds,

[/— 47 LMOZ.L‘%YO- (’?)1 + bl) -+ Zo' (Wl + cl) - (X(;) _}'A(t;') )u

—4n L= [ | Yo Cutba) + Zo (raten) — (X5 +AT" ) [ s,

(33)

41— G{Ya(v33+b33) 4 T ot o) — (X 1A% ul do,

25) §

—arLf= 3 Yo (atbi) + Zo (it en) — (Ko +Aq" ) u{ds,

—Ar L= U%YO (Orstbig) - Zg (ungtery) — (X3 +AS) ulds,

—4n LB = | 1 Yq (ts+bs) + Zg (0 +c2) — (X(;:» +A(;3)) uids.

| o

Come si vede, la prima di queste formole ci da la componente
degli spostamenti nella direzione a dei punti di ‘S. Per avere le

altre componenti v,, ®, poniamo:

_ % Qw
92 oy’



Equilibrio dei corpt elastics isotropt 13

si avra allora:

W o) Qu, %_l %jo (0 — auo 9w, o__
axl "12 33/1 ] az‘— 2 ( ) L] - ayl ( A')7
Fuy l a.gg> %,
ox, 02, 2 axl oz, azl T oy
v 1 <* r_> Atz
0 2\ dy aﬂ !
Fwy, 1 <37‘° . A>
92 2 \ 92 ayl '

e quindi:

M08, Fu W OA_ 2 iy A%

_ 133

o 23 3192, A 'y da Oy & Ba  om

Si avra dunque:

fl\ azl éylaz, >d1 <71“ay i+
+<a7—23- a‘“)d 2—2CI:A1—201

02

con C; costante arbitraria; e finalmente:

o

( 9 1
Wy == f % (‘{‘1"3’ — %‘I> do, + & (8—A)) dyr+ 1R dz §+ C. 4+ Ks,

con K,, K; pure costanti arbitrarie. (Cfr. §. 2).

0 1 ’
(18 = 52 ) dot @t 5 Qb da |- Ot K,
J1 .

6. Si voglia finalmente #»isolvere il problema dell’ elasticita nel
cuso che siano note le componenti delle tensioni al contorno.

In questo caso bisogna supporre noti sei sistemi di integrali
delle equazioni dell’ equilibrio:

Ars 5 brs sy Crs 7-:——1,2;3:1,2,3l
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corrispondenti a forze esterne nulle e tali che se

AV BY O 37:1,2;3:1,2,3%

A

sono le componenti delle sei tensioni corrispondenti, si abbia su o:

27) Xg +AY =0, Yy +Bg” =0,Zy" +Cg' =0

7‘=1,2;S=1,2,3$.

Cido posto, avremo per il teorema del Berir:

=[2X0a,.sds —sz‘,',“)uds : §1~=1,2; s=l,2,3§
v G o]

e se sommiamo questa memhro a membro con la (18) si otterra:

98) —drL®— | SX,(eta)ds. r=1,2;5=1,2 3.
j a

Per avere u,, v,, 1y, poniamo :

Iy duy
azl ayl

. 31_/70 u, _ Juy vy

29 A= , B= , AT

or, O
sard evidentemente:

A %, w, JA %, 3_2@0 A P,

dw, or, 02, om Ay dy oz Oy 02 02 04

OB _ %, dwy OB_ P,  Fuy, OB _ Fw,  Fuy
,’3x1 a2 dr, 32" 3y, o, Oy, 02" %% Oz dm 922
oC o, 9C  Pu, vy, 9C v,

{
t

(30)

dr, A, dy oxl'dy dyf  dyiow, 'z 20y Oz 0w’

ed inoltre:
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o _ S Fuwn o _ Fuy | Sy | Sy
"or, T 01,92 ' dw, 3y, dyy oz A 9 ' ot
| MY P, KA A

35 ot Topon—ad Tom
L) FPuy Py

or, ot +9x1 o2, oat

Qzl " Ay dxy ayl 2 !
N9 Pw, | u, 3733 %,
0 9z a,cl_l_ e + P

S P Dt S o Fn T o
dr, Om dyy | oxt | oat’ Jyy  dyf | dydmy ayl A,
\ o _ Fuy ¥y
\ azl o azl ayl azl axl )
Abbiamo cosi 18 equazioni lineari nelle 18 incognite:
_a_A A %A B . C Puy Py Fuwy
oy, * Ay’ azl Q" " QT ayl 92, ' 02,02, " dx, 0y, '
Fuy  Fuy  Fvy Fuy Fwy  Fwy
R T R Y- SR T
che risolute rispetto alle prime nove, ¢i danno:

A Y HY QA 281& N oA MM 23“(5??3)

w92 oy ' 92 Oy ' 0z 0 op ]
SB_ 3l M OB _ o B_2M
e, om0z 'y oy 0z ' d2 om 92
oC _ 23‘[ 11 a{(o) oC 3*,’(201) 29722 oC _ 9 87 9

551_— 93/1 axl a?/1 a?/1 5; ! a—zl - a!/l axl )

Avremo dunque:

A= JIGE = S (o5 ) et (G250 o) -

“—‘201— "’*201,
AL I RO
p= 1 25 et (5 — 3 )t 71—‘@7)0’%?‘

—202:N—2CQ,

-

-

-

-
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a r(0) a]'(lo2) (0) a[ (0) a ((0) )
o= [1(25 ~ 5 ) et (5 25 ) dnet (G — 38 ol -

—2C,=P-—-2¢,,
con C,, C;, C; costanti arbitrarie.
Dalle (29) e dalle altre:
o= abo a_wj’ ) = + auo 9 = % %
T 0 oy fs1 == E‘)xl dyy | oy
si ha ovviamente:
au‘)_l ( _3_@10__1_ 0 %_l ©0)
a_y_;'—'z(l +C> bl 321—2(“3 B)?azl_2(723‘*"A),
o 1 0 dwy _ 1 dwy __ 1 o
a‘x; 2 ( ——C) 9 ax - 2 (T3I+B) L] le 2 (|32 A)9
e poiche
g o Oy o oW o
a_“xl— 11 ayl_‘(zz 9 azl—‘733 9

sard finalmente:

!
=l

i1 . 1
32) 0= [ |5 (8 —P) dm @yt F68 )

+C; 2 - C3 4Ky,

1
Q day - ((‘3) +P) dy+ ) (13—N) dz,

+03 X — Cl Zl‘l"Kg,

Wy= 3 (l'(m‘l‘N) dx1+ (Tg)z) —M) dl/1+ % d21§+01 y1~02 x+K;,

con K, K,, K costanti arbitrarie. Il problema proposto viene cosi
risoluto nel modo previsto alla fine del §. 2.

Anche qui potremmo fare una osservazione analoga a quella
che si fece alla fine del §. 4.



CAPITOLO II

Equilibrio di un corpo elastico indefinito limitato da un piano

1. Passiamo ad applicare i risultati precedenti al caso di un
corpo elastico indefinito limitato da un solo piano, che, senza por-
tare alcuna restrizione, potremo supporre essere il piano z=0.

Prima perd sard giusto osservare che nel caso di un corpo
elastico indefinito, ammesse le condizioni poste alla fine del §. 1
circa alla natura delle forze esterne e degli spostamenti, il teo-
rema di reciprocitd del Berrr sussiste ancora. Per dimostrarlo ba-
sterd usare il medesimo procedimento che il SomieLiaNa usa, nella
citata Nota dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo, per estendere
le sue formole al caso di un corpo elastico indefinito.

Cid posto, supponiamo date le componenti degli spostamenti dei
punti del piano x=0 ¢ le componenti delle forze esterne.

Se P==(x,, y,, 21) & al solito il punto del corpo elastico in-
definito che si considera, la sua immagine rispetto al piano x=0
sard, P.=(-x,, 41, 2)), e si avra evidentemente, indicando con 7,
la distanza del punto P, ad un altro punto qualsiasi (z,y, 2),

n= V(o) + G—pn)® + —=) .
Chiamiamo (2') il sistema delle equazioni (2) del capitolo pre-
cedente per ; X =p Y =pZ=0. Le sette terne di funzioni:

Lyedn o &n o o
o 2 %’ 2 dxdy’ 2 dxdz
o 1 a &% o 3'2)'L

2o T2 a2y
o a 1 o
280 Ty T2 A
Ann. Se. Norm. 2
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o 0y

dx ' %y ' %

i wn 0
—8;+an2 » M ox dy ’ oz dz
S
—a—y——}—Mxm , Moz:a—y2 , Mx37—6)z
T R A
§+Mx8:caz ! M”ayaz ! MxW

incui M= %2— , Sono sette sistemi di integrali delle equazioni (2)

regolari in tutti i punti dello spazio S, dati rispettivamente i
primi tre dal Somreriana, il quarto dal Berrr, i rimanenti dal
Cerrurr (1. ¢.); per cui anche le funzioni:

. azl i sl »l
a _1_237' M b o, 37'l+ M M "
! 2o x82 » 2 dx dy f3, T xaxay’
. sl al
- 29N +ox o, Mg~
A= T2ma "M o 32
a o 3%‘ 3271' 1 ady 821
1 1 1 1 1
(1)/ 2 2 3 ay—l—axla—-i-aaqua 3 b, “n T3 2+a.x1MxW,
\ azl
o o 4 oz, Mz 2
%= "oy Ty’
. a— »l p L
e 97’,+ M oo, @ % w M ”
0= =g sty teeMog s b= 2 3y 22 T 3y
1
2
| _1l e 32'4me3_1;
' GB= T T2 I
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formeranno tre sistemi di integrali delle equazioni (2') regolari in
tutto S.
Ora si ha, come si verifica facilmente, per z=0:

wmta=0, 6,+b=0, w4 c=0
Uyt =0, v by=0, w4+ c,=0
UsFa3=0, v54+b;=0, wy+4¢=0.

Gli integrali (1) sono dunque quelli che secondo i risultati
del §. 3 (cap. I) ci portano alla soluzione completa del problema
proposto.

Poiché nel caso nostro si ha:

oxr dy oz

n= w0 »=0

avremo servendosi delle (3) del capitolo precedente:

2t 2t
XV = L{1—24) -f+aa3—” YW =1L s Fr
s = T oA Y T ey T aday)
W 3%‘ P
1
Le =1L 3 T
1 1
) o=
X2 - L ?(1_}_2 a) e — o ) oye L §J_+ o
J Ty oyl Y (ox dzdy*)
@ *r
Zg =L oz dydz’
o
@ _ O ® __ O
X ’"L%(Hz") e Yarae 0 Yo T lega e
@ 3%_ &r
) _ AL O
7§ =Ll taso
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: oL 321% ‘ e el
W _ 1 M) a _ n

A7 =~ g+ M 52 By = ~Lj(14a) +”1Maxay§
31 »d

o | N rl,
o = 1, % (1) 5+ omMy azg

2 e 3 s
(@ 1 @ _ N N
AY = L) —am Mgl BY = -1 3990 oz, M aygg,
>l
@ "
Cg = Loax M 53
51 azl »l
®3) 3) 1
Ay = (1+oc)a alea 32 , Bg = Laleaya ,
1 .1
oY =-L 39;1 o, M a—’_l
¢ e PR

Per avere poi le u,, v, w, basterdh sostituire questi valori di
XY, Yo, Zg;Xg seee; Xg yurnn s Ag By, Cos A5 AT,
nelle (16) del capltolo precedente.

Perché risultino soddisfatte le condizioni richieste per la va-
lidita dei calcoli del §. 3 (cap. I) al caso nostro di un corpo ela-
stico indefinito, basterd evidentemente ammettere che le forze
esterne p X, p Y, ¢ Z agiscano per una porzione finita del corpo
elastico e che le funzioni w, v,  dei punti del piano x=0 diven-
gano a distanza infinita infinitesime del primo ordine.

2. Supponiamo ora note sul piano x=0 la componente delle
tensioni mella direzione x e le componenti degli spostamenti nelle
direzioni y ¢ z.

-

-e
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Per risolvere il problema dell’ elasticita in questo caso conside-
riamo gli integrali seguenti delle equazioni (2) regolari in tutto S:

Y b= 2N oo &
T2 xdy U R W P P
o2 &, oo &, 1 e dn
T2 woe BT T2y 0 T T2
o1
P SR S W Y _ &
T T2 M T 2ty 0 M T 2t
1 1
P 2
by = ———Cl—a o b arl— ‘931_1 &
BTy Tawfoy R dr T dxdyt’ ® dx dy dz
1 1
BT % Toxte  °T wydz 0 T T war

Le tensioni corrispondenti calcolate mediante le (38) (cap. I)

sono, poiché su o si ha =0,

1 1

Sn on o @
@ 1 1 @ _ _ n o
87 = Lj@edl) o —a gty B = —L 2 e S0
@ _ 937'1 .
Co = —Lj'Qxayaz’
1
o 1| _Zl _ ga{l @ _ Pr,
Ay = L E(2a—{—1) 5% " 3as By _—Lam ,
a;’l— *r
@ _ 1 in 1] .
Co = -Lig, + o 50a
1 : 1
F= -
) ( _ _7'1 3477'1 0y 5 ” 347'1 l
Ad‘ ——L((l Za)ax2+aam4 ..Bq' —L(a-;a]‘i'aam’,
1
2,._
° (8! 'y .

oy
G =L 33:0 e o’
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ol w1l
JUCTIIES 08 P W T B N T I T 3,,471",
| " owoy ax3ay; (922 "3y artdy?)’
a1
a2 _ " ’n |,
Co = Lga 2 T 2% ey
A _oLto, _»__‘17 13 3} . no
v 127355 “5ae) B0 = Tl T2 arapee
1 gl
C(13) - L 1+ 7‘1—{—-20 'y
- ox? 02* 9?3t
Ora abbiamo:
a1
= - 2% _ .z & a &
BT T T2t MT T2ty 0 M T2t
1 1
. S S SN
BTy Tty T T T dxdyr’ O ®T T oxdyoz
1 ' 1
. S . S -3
BT T T e T T T &mdgee 0 0T T Y owdt’
1
ol s \
X(ll) — s r 37‘} (11) — % or
Li@a—D ga=a g Yo Ly Syl
82% o)
an _ . . .._* .
Zg =-L 3z0s T* 3ac3az§’
'21 ;.)2 ?l
X(l?) _ or o ) m) - | o }
o =2Li2ag e Y e, L 2+9y T2 ey
S
ay _ g o .
Za = L5 T 2 0,5
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a?l 321
‘{(13 21, ‘2 ’ H__?f_ — ﬂ) ag) L _7.'_ 94 OIS )
o = 2Ly T 0 Y T ayaz+ Er e
1
2 © 2
709 _ 53 i o
He T 2 + a ) “1l za of 3

si avra quindi per x==0:
Uyt a@=2u, , 1,+b=0, wyt+c=0,
X+ A5 =0, Yo+ By =2Y, , Z + 05 =27
U+ as=2u; , v3+b=0, Wyt c=0,
Xp 4+ Ay =0, Yo+ Bg=2Yq , Zg+ Cq=2177;
U+ an=2uy , tn+by=0, w,4¢,=0,
Xo' + A =0, Yo'+ By =2 , Zg +Co' =2%g ;
Mg+ =21 , Vit be=0, Wyt =0, '
XA =0 VP B =2V =2 s
Uy 4 a3=2u5 , Vi3-tb3=0, w34 ¢3=0,
X A =0, Y4 B =2Yy | 7y 4 Cy =27 ;
e quindi per le (20), (21) del §. 4 (cap. I);
iy

~—<47tL1;0=/82u2X0—2Y? '——2Z w

o

ds

— 4 L wy= [$2u3X¢—2Y v—ZZ(g) ds,

Jo
’

\
—dnLoil=| 2u.X,—2 Yo v — 2757w

G

{

)
—4n L) = / \2qu,— ZY(:)@ — ZZ(n gds,

%dc,

—4x LY ——-—fEZuan— 2 Y(;a)v -2 Z(13 ds.
o}
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Queste mediante la (22) (cap. I) ci danno anche 1'altra compo-
nente u,.

Osservazione. — Abbiamo detto che nel caso di un corpo ela-
stico indefinito le componenti wu, v, 20 devono a distanza infinita
diventare quantita infinitesime del primo ordine; allora per le (3)
(cap. I) le X4, Yq, Zg devono a distanza infinita divenire infini-
tesime del secondv ordine. Segue quindi che nel caso del problema
testé considerato, bastera ammettere per la validita delle formole
trovate, che la funzione arbitraria X, dei punti del piano =0
divenga a distanza infinita infinitesima del secondo ordine e che
le funzioni v, w degli stessi punti divengano a distanza infinita
infinitesime del primo ordine.

3. Siano ora date le componenti delle tensioni nelle direzioni
Y, 2 e la componente degli spostamenti nella direzione x.

Incominciamo a considerare gli integrali delle (2') regolari in
tutto lo spazio S:

g= -1 _n A cia Y %
o T T2 ey vOAT T e
1
2 xdy RS Ty 2 T T2 900
1
_ 2 On hoo & 0N __n_adn,
2 3rdet » T TG e R PR B R
1 1
9= h
T
Ay dy ' BT w Yamop 2T dx dy dz’
1 1
9= =
s T i W _n,, n
92 Tortdz ' " T T rdyoz v S o T e
1 1
ey O b _ n e . _ 0
Jdydz 0 BT T e T ' BT T e *ayee
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Per i punti del piano
vere nel seguente modo:

25

=0 questi integrali si possono scri-

I po= & T _ e &
CETLRT2w 0 T 2 ady AT 9 s’
o1
_ o hom T2 __e O
2 =3 drdy BT Ty T 28p 0 BT 3y*dz’
1
e ¥ oo _® K 3 r e dr
©= % mer MUy 0 Ty T2
1 1
e
W=y TPy T T Tady 0 T T draya
1 1
R S S,
thy = 2 o. 3P 0 BT T 3r 9y 32 sy Ci3 3 — 0o PRyl
1 1
LB e e
s = % ozayse ' ® %2 Tafee dy "o,
le tensioni corrispondenti saranno rispettivamente:
1 1
n . l 8_3_7_"1 o ; Pr
o) 8% Pr
Co = - , f :
o =-Lig togean
1 1
= o
e ( . _7'_ _3‘47“ @) r H*r
AU = L ?(l+20) ayz o. axgayg ’ Bg =L axa?y myms y
@ oM
Co L dxdy*dz ’
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ol
(33) | r
= -+
Ag L ((1 20) A
e
(12)
Ac =2L ( aan
921
(13) 5
A,, =2L {2 3238 az
aﬁl
A® o 5
o L((1+20>9J9z

Poiché si ha:

v %O
BT w oyt
o Or
WETe W 0 T
23 oxdy dz ’ Ve

V= —x— —

G. Lauricella

o (33) Hr
Tt 82 ’ Be' = Lo oxa/az ’
92
b , o
Vo =1L ;Qx * e’
1,1
R
__34,~ ) a » a4 )
3x3ay” B =L a2+a 2+2 OI,?a]?"
2 1
o T o .
Co = Lt 2% o 00
ol
o*r (3 r o'r ]
‘953’§z} » Be = L gay az+2a3.v23y3z§ ’
>t az )
9 | o)
Co' =1L B et a% ”axzaf:’
»t
o' @) 7 or i
30020 0 B0 = Uima T2 % ara e
a1 N
e _ T _"__E
Co =L [ox y+2a3x9y922, ’
1
IR SRR
dy 2t T FT 2P0
1
a P —_ 7
2 y 3 BT T 238
1 1
R A S
% Pafer BT Ty Yy
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9— 3r Qa%' Fr
w __ r, Fr
X) = Ll(1—2a) o +aa LYY -1 ?ay+“ax23y§ ,
8—:' Fr
o __
Ze =1L EREETE”
1
az x
o f_r o
@) @ _ )" or
X = L (+20) ga—agad s Yo' = = Lig o da s
(22) _ “;347' .
o =L’
5 82 r or o
0 __ or 68 _
;=1L (1+2 ) 5 32 Yoo ~ Lo dxdy 2’
azw
(33) _ 84’}" .
2o = ~lignt mes|
82 a?
S @) _ *r
X7 = oL|(14+29) 5~ sz iy Yo = Lga 22 3oy
al .
@ _ r or
Zo ==L laray T 2 wayaz)

avremo sul piano x=0:

w +a =0, v, +b =20 , W +q=2w,
X) 4+ A7 =2X7 | Yo Be=0, Zs+Cr=0;

uzz—i—azzzo y Ut bp=20vyn , Wag — Coo == 2 Wy,

(22) (22)

22)+ A°?) 9 X(:.?) , Yo‘ _1_ B — 0 Z(§2)+ C(z_?): 0

Ugg - =0 |, v+ bg=2v5 , Wy | =210y,

(33)

X® A¥—=2 ¥ Y®L B

D0, 2 =0
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e+ =0 , v+ bo=20v, , W, cp==21w,,

X(IQ)—-{— A(IZ)-_ 9 X + B(l?) O Z(;?)_}_ C(;‘Z)______ 0 ;

(12) ]2)

Uy a3 =0 , v+ by=22v5 , Wyt =2y,

NP AT= XS YO B0, 2P o

U -y = 0, v+ by =21y , Wy cpy=2Wy,
(23) (23) (23) (23) (23) (23) (23)
s+ Ay =2X., Y, + B, =0, Z;+4+Co=0;

G

Le formule (25) (cap. I) c¢i danno dunque:

-~

——47:Lu0:/

D]

20 Yo+ 2w Za—2X(;) ugds,

_4nL‘(g=/; 2 1'22YG+21022Z,,—2X(:2)M ds ,

— 4 7 L —j 2 v Yot 2005 Zg — 2X5 w0 éd,

—4xL~;‘1‘2:/ g 2012Y¢+2701?Z0~—2X(;2)u$ ds ,

Nis)
—4a L= 205 Ye+ 2w Zg —2X‘3) %
a
—4n L= [} 2 0 Vot 20002, — 2X5u
i)

Dalle precedenti poi per mezzo delle (26) (cap.I) si hanno,
operando nel modo indicato nel §. 5 del precedente capitolo, le

altre due componenti v,, %,.

Anche qui basterd che le fuzioni u, Y, Z, dei punti del piano

@ =0, divengano a distanza infinita la prima infinitesima del primo

ordine, le altre due infinitesime del secondo ordine.
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4. Supponiamo finalmente di conoscere le tre componenti delle
tensioni nei punti del piano x=0.

Per trovarg le 4%,, consideriamo dapprima il seguente sistema
di integrali delle (2):

o1 » L o1
o= b Mz = 2 ()
AR
m = Mz Q‘xa; — 5 (4 M) a—y—l
ol 3_1

= M 5[;; 5 Lasm . a

Per =0 si ha evidentemente per questi integrali:

2l ) a%

r
9=(1+M)W; ) "{11=§(1+M) az v Te=0, 13=0;
e quindi avremo per le corrispondenti tensioni:

82 82

p<;1’-_—(1+M)(K+L)a -——2LMa ., Qe =0, RY =0,

Similmente se si considerano gli integrali:

,az L 2
Po= 5 + Mo a—:., — 5 A
1 | o L
gn= M ’c)ﬁgy N 2 (1) 8:1'
sl w1
hewlt -t g
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avremo per le tensioni corrispondenti sul piano r=0:

ol
/ r
P =-2LM 553-‘,

(1) any
=0, Rg'=0.

Dunque le tre funzioni regolari in tutto S:

o1

S @ lda o am
WMET% T 2w T M T P
oo @ lix am
n= -5 oy M qu — M qu

o P 1+a ox
M=y T T M T M

rappresentano un sistema di integrali delle equazioni (2') le cui

tensioni corrispondenti sono per x=0:

»l »l el
11y 7y 347‘1 L ry
AO' =—'L (l—za)w+a’§‘x—4’ 2(1+U)a—x2'—2d IW 3

1
* =
a _ o n 'y |
Bo' = =Liga, % aray
( 8271_' or
W) _°n (.
Co = - Lzt amas
é poiché:
. ® 1 321 331
Xw = L 1)l —a S L H(14a) o~y o o
« = ‘((2”-_)’9'?’1‘-;{‘,‘1:15“‘— ( %) At R
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82 "
or
ay T
Ye=-L axaj+” ox? ay% ’
1
=
g — _p b " 4o A
¢ (0 o= ox3 9z’
avremo evidentemente:
X4 AP =0, Y4+ B =0,z 4+ =0
Il sistema di integrali delle equazioni (2'):

2l el 2l »l 2l
(A / M ~_/I"l —1(1+M) _@ ' T 7:':1 _]—_(1+M)ll
Pe=503, T aay T 2 dwdy 12T aady T2 T

o1 1
"1
= Ma axa » (”M) 302
ci da:
83 L
i 1(12 i
P¥ - _2LM o 28y , Q=0 , RY=0.
Se consideriamo quindi gli integrali seguenti delle equazioni (2')
1 1
’c) o—
P, 202, _ N Pr, 201, |,
—} 8x23y+ M 12’[)12_9 +o 'c)xay2+ Q12
Pry 2 a xl
Cr2 “amay % -+ 1o,y
avremo per = 0:
R »l
) _ 2} N
. =-2L 2°‘axa “Pay TNty
1 .1 1
2 N2 32—
0 . 54, 91 34'.1

1

(12) ( 7
B, =Li?+

» B ) (12) )

o — .
c\x‘gSy bz) ’



32 G. Lowricella

e poicheé:

»l . v
X =21, 20« .1::2/ d_c\xbs“';y;_zL L ax? :1/ ’
azl L 50 c o
Y9 = Lza eyt 2% gl D = Lga %t 2 s
sara:

Xy AT =0, YO B =0, 72 4 cf=0.

Analogamente se si prende:

a— > :
2ox, - &Fry 202 ,
e AT i R b”_“mf@_er L
a_
9*; 2&9" '
W= gy trapas T oy e
con
a%-},- 93% 9? -
. 1 . T
p”_axaz + Mz A2 ( +M) 5% S.L'a
a’sl 32 33 ag
fu=Me gt 50 M) = Mgy ELRUINE
avremo: .
»l 331
A(13) =-9L)2 ! . ,affl__ . -»--/rl—%
v 2L e *ows oz T2 M aut g
1 1 l
e 1 2 2
B(ls) L‘ ™ 2 311 é Cl&\—L a +a 84[‘1 )
By3: T =% 83y e :a =R
e quindi:

X' 4-AY =0, YWHBY =0, 221 ¢ =0,
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Poiché le tre funzioni:

R E N
LN N N
MY svay 3 TW o W

sono integrali delle equazioni (2'), saranno integrali di queste stesse
equazioni le altre funzioni:

32 1 92 L 8—

y2 =M axa — Y34 amay + a L)
771 ; 1 1

91 ay + y ayz yl a 2 + ay b
RN L
7'1=M Y 1 + _ﬁ

@% TN 5yae

Le tensioni ad esse corrispondenti calcolate mediante le (3)
(cap. I) sono, poiché su s si ha x=0 (%),

821 931
1) |
@ PY=L!Qa+M) 3 +2Mlaan\
( 32 33” 83%
1 a N
QY =L~ M)s-y a +2 Mg RG_ZLMxlayeaz

Se consideriamo il sistema di integrali delle equazioni (2'):

1

__ o on __n_ e e Fn
=g dmap BT T T2 W T T2 e

(*) Ometto i calcoli necessari per arrivare alle formole (2), perché quan-
tunque laboriosi, pure non possono offrire nessuna difficolta.

Ann, Sc. Norm. 3
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avremo per le corrispondenti tensioni sul piano s (x=0):

32 a%l asl

o1} B T Y T e
P? _L{(1+2a)a — e —L§(1+a)ay2 urlaxay2 ,

B 1 321 33
® _ _7;1__!_0,_?44'{1. 2 = +a s
- dxdy T x Py (9:68 o

93
@ o ' =
Re = Lo s = L‘””laya

Prendendo allora gli integrali:

1
Pzz='“2—M @pt+2Mps) 5 gu= ———(”ql+2M92) !

== "o M (@ n+2Mr),

—M) —2M =0,

le corrispondenti tensioni saranmo, poiché o (1

2M(1+4ea) Fa(l4M =4M (1+40a):

s

P = 2L (149) az L, QY =0,R)=0.

Similmente considerando gli integrali delle (2):

T 2 9 r 2 )
Py = 1 < 291+2 102> Qo1 = 1+1M aﬁ'*‘ZM g2> )

1+ M
x, 371 M ory
Va91 = 1 ][ N "}— %) L)

avremo, poiché 2M (14a) 4 o (14+M) =2 o (14+M):

*= 1
7 (221) (221)

P‘”"_zLar,a ale’ ®—0, Ry'=0.
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Prendiamo dunque per integrali as, b, ¢ le tre seguenti
funzioni regolari in tutto S:

Qo == Pz"}‘}’n‘l‘?zzl ’ by = 92+ 922+9221 v Cop == Vot rop—H7 3

allora si avra per x=0:

(-)21 a3l azl
e2__ AU n_ ) o'y
As ==L+l 5 axlaxazf}w Lg(Hza)an_aa?a? ’
1
2_—
o — rln o'
By = =—L \away_*—aét' F
o — . o,
= =

—La '—"ax ay2 a*é H
e poiche:
1

P!
L >
@) __ o —a‘L o =—L] __347'
Xo =Li(+2e 5= gogpe Yo = Laza, T av oy 0
o or
fo =Ly o

sara:
(22) (22) (22) (22) (22) (22)
Xa‘ + Aa‘ =0 ) Ya' '}” Ba‘ =0 3 Za‘ "I' Ca’ =0.

Analogamente posto:

ol gl al) ( Wl gl 1
- A SV S TS o I, M, e
pi=M za.l:az P35 3z + w1 M zay oz z'@y oz + !

dy
(o)
r N 1 1, N
=, Mg —agr T )
o1
o o Er , 7, a %,

Ve e T T e T T e 8
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1 / ) ] 1 ' ]
a M (“}?4'1’2 Mpz) ) 922=—2—M (ag.+2M92) ,

! 1 ! 12
P gg=—=— oM (2, +2M7) ;

) Xy 9104 9192 o 39. 9{12
Do = W( Y +2M # ,g22,_.1+M 38+2Maa¢

] o’ d
7J22|:11M< 1‘+ M- r2> ;

Uss =]0’2+P’22+ 20'221 y by = q'er 9’22+ 9'221 y C33=— 7"2+T’22+7‘I221 )

avremo per xr==0:

o1
w r o' I L
Ay =—L{1+2 a)w“'“é’lz'a"zz‘ » Bg =—Lu ox Oy 9%’
L
@ __
Co' =— §3Laz+ ks Sz" '

e poiché:

32

" o @ __ . o
Xo' =1L (1+2a)32_a3?3;2 y g = Ld'auv ayaz21
) ‘32%- o
6 __
Ze =—Liaate ron

avremo anche qui:
X(;3)+ A(:-s) — 0 Y(33) + B(33) O Z(;x) + 0(2.3)=

Finalmente consideriamo gli integrali delle (2'):

»L »L »L 321_)
W LA "oy " 4
=M Yorse "V omas TFxay “amay)
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a- el el el el
e M\ y by
0= %2 ™ oz oy az T %)

a-l 92 a21 321 azl
LM\ "y "2 Al _"_ .
3 arr ‘92 oz “oves)

si avrd per le tensioni sul piano x=0:

o] l_ o] 1

P ..ng 1+M)a ~ +4Mm.aEa =

¥l 5l
Qu(‘) — L ‘ (1—‘—M> T‘I _1_ 4 MJU 7-4
“ | dx dz B
32 3‘*
R"g-):L (l— ) +4Mla az%-
Le tre funzioni integrali delle (2'):
1 1
1 93’ " " a 7':; asrl " a ')Tl 337'5

P00 1T T % T e 0 T gy My

c¢i danno poi:

L »l aL

i — § . _ﬁ-_ —?21— == —l“- A_—jl_
¥ 2429 s s sy 5y — 2 (M3 ~ g aal

az}_ 1321 331

W | n e $ 1" T_‘_;
Vo =—Lis5 1 2% 08 L%axaz*’z”‘ TR
82 82 a3

5 | o) |
s ““L(a dy 2“8303;/322) Qxay + 2o, dy 8 25 :
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Dunque se si prendono gli integrali seguenti delle equa-
zioni (2)):

1" 1 1 " " 1 " "
Pe=— 3573 (e p" 2 Mp") , I2=— g3 @q'+2Md"%) ,

" 1 " '
P gpm—— m (U. r g—l_z MT 2) L)

avremo per le corrispondenti tensioni:

321

P"(:?) — 4 L 1+0) a Qn@?) 0 , R"(:-Q) —0.

Nello stesso modo se si prendono per integrali delle equazioni

Q 9112 )
a_ 9
Mo
8

]
2
R y

(2) le tre funzioni:

1 ___:134_ 3]’4 329 u
p22l"‘1+M< 3x+2M3L

»e+

72“——‘

e (0
<

n(221) 0 Ru(?ZU 0

st avrd per le corrispondenti tensioni:
33 -
n(221)
Ps ’4L”‘axaya » U5
Posto allora:

Aoy = ]0"2‘*‘19"22“}‘19”221 ) by = 9"2‘1‘ 9"22—}' Q"zfu y C3 = 7'"2+""22+ a1 y
avremo tre funzioni regolari in tutti i punti dello spazio S, le
quali soddisfano alle equazioni (2) dell’equilibrio e per le quali
le corrispondenti tensioni sono:

2Ll 2l
AP= o {1 40)— " —may " oo L (1420) - 1 — s o
a dydz 'rdydz { dydz  Ox*Qydz|’
#1 )
@) Tl _Lg
Be' = = Liza T2 %apal
82717 M
23 o 1 f -
Co'= == Liszay T 2% oy o2
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Ora si ha:
1 .
X® = 2L} (1+2 R
¢ = %( 2% o 0 o ey 0a
1
Y& — Lli;__l,g __gi'ﬁ
¢ {amaz e TR RN
1
*x=
@ (7 e ).
Lo = 9x dy + 22 dx 3y 322\’

quindi, poiché su 5 @&
N S B e |
e r o T LA
dydz  dydz' drde Qudz’ dxdy xdy’

94)"“‘ ¥ ‘94_1',_ . *r o’y ___air )
d*dydz  04%0ydz ' Jwdytde  wdy’dz ' dwdyde®  dwdydt’

avremo:
(23) 23) ) (23) (23) (23)
Xe +4; =0, Yo +Bs =0, Zg +C =0.
Sostituendo nella (28) (cap. I) alle tre funzioni s, brs, ¢s
successivamente le sei terne di funzioni ay, by, ¢, 5 g, Doy Cig
Uiy bigy Ci3§ Qazy booy Cons @ssy bsgy O35 (o, Doy Co brovate in questo
paragrafo otterremo le 7§, v\, 7%, 18, 1%, 7%, e quindi, col pro-
cesso indicato al §. 6 del capitolo precedente, avremo dalle (32)
le u,, vy, W0,.
Qui bisogna naturalmente ammettere che le funzioni arbitrarie
X¢, Yg, Zg dei punti del piano x=0 diventino a distanza infi-
cr 1oy g p p

nita infinitesime del secondo ordine.



CAPITOLO III

Studio degli integrali che compariscono nelle formule -
del Somigliana

B e —

1. E noto che il secondo membro della formula di Green pud
essere interpretato come la somma di tre funzioni potenziali: una
di spazio, una di doppio strato ed una di superficie. Ora nelle
formole del SomiaLiana gli integrali analoghi alla funzione poten-

ziale di spazio sono:

(1) [SeXwds , (=123
v S
gli integrali analoghi alla funzione potenziale di un doppio strato
sono:
@) f}:X‘;’udo , (i=1,2,3)
5 .

e quelli analoghi alla funzione potenziale di una distribuzione su-

perficiale sono:

~

@ - ] 2Xsuids , (1=1,2,8).
6
Per gli integrali (1) dimostrai gia in una Nota (!) dei Ren-

(') Nel vol. XXXIV, anno 1893, del (Nuovo Cimento) ho riprodotta questa
Nota, aggiungendovi alcuni sviluppi che nei (Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei) avevo dovuto trascurare per ristrettezza di spazio.
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diconti della R. Accademia dei Lincei (vol. II, anno 1893) un teo-
rema analogo a quello del Porssox. Posto cioé: ‘

1 1 [
M= 4RL£29Xu1dS y = 4nLjSZPXM2dS ,

1 N

ed ammesso che le funzioni p X, pY, pZ oltre a soddisfare alla
condizione di essere integrabili lungo qualunque segmento rettilineo
dello spazio S, siano tali che gli integrali:

r r
[ [ [
0 /0 0

st mantengano determinati e finiti lungo ogni raggio rettore uscente
da (21, %1, 21), dimostrai che le tre funzioni M, N, P soddisfano
alle sequenti equazions :

/LA2M+(L+K)g%=pX
1

_ M N op

20 '
N A2 ! — = () — —
W LAN4 (LK) —=p Y 0=ty T

LA2P+(L+K)§~(3=()Z.
1

Da questo teorema segue, poiché le espressioni:

fzxculdc—fzx‘;’uds,

o] o
fZXgugds—j 2X%uds,
o] (¢

~

/2X¢u3ds— [ZX(?udo
(o] ‘/3
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soddisfano alle equazioni (4) per p X=0 Y=1 Z==0 (v. SoMIcLIANA,
L ¢, §. 1), che le formole del Someriana valgono anche quando le
funzioni ¢ X, ¢ Y, s Z soddisfano alle sole condizioni precedente-

mente poste.

2. Nel cap. I si era ammesso che il problema pit generale del-
I'elasticita pud sempre ridursi al caso pit semplice di un problema
analogo in culi mancano le forze esterne. Ora questo teorema,
dimostrato per la prima volta dal Berm (L c., §. 5), risulta, come
ha fatto osservare il prof. Vourerra, molto facilmente dalle for-
mole (4).‘

Per vederlo indichiamo con u, v, w le componenti degli spo-
stamenti corrispondenti ad una data deformazione con I';; le espres-
sioni analoghe alle v, formate con le funzioni M, N, P; e poniamo:

u=M-+u , v=N+4d, w=P+w
(5)
b=06 -+ cl s ”{rs:rrs +7’1's-

Ponendo nelle (4) e nelle funzioni M, N, P le variabili z, y, 2

in luogo delle altre z,, ¥, 21, avremo:

L i) + (k) 0D x

Lo () + (L MO ED

L &% (pr) + (LK) 2O g,
LATM - (L4K) | °_Q — X
20
LAN+ (LK) {1 =Y

o)
LA“’P+(L—}—K)\D~z=pZ;
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e quindi:
39’
KL Ao+ (L—|-K)
o SN
LAY + (L4-K) y_o ¥ — °“+3;+“
, <)0'
L A%« —|— (L—|—K)

(6)

Le condizioni al contorno che per le funzioni %, v, w erano:

& J oz
(KO+2L7) 5 4+ Lo 3 4+ La g =Xs

uru

Y (K02 L) o+ Lo = Yo
L-.rali—jquLm%%ju (K 042 L) o2 = Za,
saranno ora per le o, v, w':
K O42L40) 3o 4 Lfra 2 o Lo 3o =X, —

Jd )
— 3(Kl~)+2 LT,) 5g+ Ll + L Tas

L*m ~ - (K9'+2L122) Y Lt ——Ya—
" z 3y dz
_ %Ll‘glb—n+(K®+2 LTw) 3 + Lla |
| L('n) + Lvs y+(K0'+2L,33) Zw —
“ ~ T ~y N 2]
‘\ - %L131571+LI‘3251—2+(K®+2L133)$1 .

Dunque per avere le u, v, w bastera calcolare prima gli inte-
grali M, N, P, integrare poi le equazioni indefinite (6) colle condi-
zioni al contorno (7) e servirsi in fine delle formole (5).
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3. Studiamo ora le discontinuita degli integrali (2) che si hanno
quando il punto che si considera attraversa la superficie, nello stesso
modo che nella teoria delle funzioni armoniche si studia la discon-
tinuitd della funzione potenziale di un doppio strato.

Stabiliamo dapprima alcune formole che ci saranno molto utili
in seguito.

Nella mia Nota, citata al §. 1, stabilii la formola:

.) d ‘0 d
(8) bﬁl *x“ ds = ;ﬁl {?/— ds
5 Y n s X M

e le analoghe, supposto che il punto P= (2, #,, 2)) non si tro-
vasse sulla superficig s. Ora le medesime formole valgono anche
quando il punto (z,, ¥, 2) si trova su 6 e in questo punto la su-
perficie ammette un piano tangente ordinario.
Infatti indicata con «', la funzione w, considerata nel punto -
'= (¢, ¥, 7)) dis,si pud osservare che gli integrali:

duy d 'y
[, [,
s Yy on Gox n

sono uniformemente propri, ossia che preso un numero & piccolo
ad arbitrio, si puo isolare il punto P' con una porzione o' di su-
perficie ¢ talmente piccola che sia:

e

Di_‘llgﬁd &

', Yz €
9 — — ds <+ =
€) js’by w B<5 e owm P
e che inoltre si abbia:

duy, dx _ uy Ay g
(10) ./[a?/ n do < 2’ o I s < 2

(%4

anche coll’indefinito avvicinarsi del punto P al punto P’ di s.
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L’ espressione

du, Dx [ \ul Dy
5—o Y Dn ,bx bn

¢ una funzione del punto P==(z,, 4, @) che coll'avvicinarsi di

questo punto al punto P'=(2,, %/,, 7)) di o tende verso 1'altra
espressione determinata

‘\‘“_Z D_f — ‘L”il Didc ;
' PN \n c—g % on

ora essa per le (8), (10) si mantiene sempre inferiore ad ¢, quindi

anche il suo limite sara inferiore a questa grandezza, ossia si avra:

\TTs W'y
[ Oy \n ds— [ ,_0-9; 0—7; l<°"

Jo—a

Da questa e dalle (9) avremo finalmente passando al limite
per 6 =0: ‘

Wy Wy dy
— —ds
s % I ax n

Nello stesso modo si dimostrano le formole analoghe.
Dimostrate cosi la (8) e le analoghe in tutti i casi, avremo

dovunque sia il punto (21, %, #) dal quale partono 1 raggi »:

" y»r sl
[bzgﬁ 5y V9

Jo \o® T 0Py an + 0z In do =
r r r 1
P P ¥ )=
2 2 2 TN
1[ % Ty T ) T e w
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33__7; 3L 337
2 2 dz
l 3y + = dw dy? bn +bx by 2 m do =
1
)3f ‘)3_'{ 33l =
_ f "oy AL IR YA P
T Jo \7® ‘xb?f \n dx d2* I T Js
37 3 7 31
szaickbz +b %)
o \022z m | gz bn d12% I -

J(EE 41
2 dz 2 2 r %2
=)\ w Ty T ) = s wm @

Osservando quindi che si ha:

ol
gl
&

2l L L
n__o, 22 r X “r
X“"‘g“‘l‘%nn T %;'*’LV’

321 al al Dl
0 _g,pld 2 Crwy e Yy
Yo=2eliy o % wi Ty T % W

Nk \l al l
w__ d 2 :1 dz r r 2
Z”_2aL§Sﬁ 2 W—l_L o2 bn+bm n

risulta:

(11)fX“’d :L[ f 'ds =0, fz‘;’do—_—o .
a

4. Indichiamo rispettivamente con w,, %, %, i valori, supposti

(!) Queste formole, per il caso di P interno al corpo elastico, furono di-
mostrate con un altro metodo dal prof. VorTeERRA nel suo Corso di lezioni di
fisica-matematica.
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finiti, di u, v, w nel punto P' della superficie 5. Avremo identi-
camente:

=y 4+ (u—1utp) , v="10,-+ (0—wp) , w==1w,+ (Ww—wy) ,

e quindi per le (11):

fﬁXﬁ',’udc:uofX(: ds —+ v, /Y(;)do—{—wo/ 75 do -
s s 5 G
. oL .
—+ / S XY (u—up) dc:uoL[% ds - Zj X(: (u—uy) ds .
Jo ! 5 .

“G
Supponiamo che la superficie 6 abbia in P’ la curvatura finita
e che le funzioni u, v, w siano tali che le espressioni:

lu—u)  |o—ov]  |w—uw,)

b}
"o "o ’ "o '

in cui #, indica la distanza del punto P' da un altro punto qual-
siasi, stano integrabili a partire da P lungo qualunque linea uscente
da P’ stesso.

Osserviamo dapprima che per le ipotesi fatte 1'integrale:

f 2 XY (u—up) ds
s

nel caso in cui il punto che si considera sia P, & proprio.

Per dimostrarlo stacchiamo da s una regione o' contenente P’
nel suo interno e tale che sia incontrata una sola volta da ogni
normale innalzata dai punti del piano tangente a s in P'; allora
poiche I'integrale che esaminiamo non presenta nessuna singola-

ritd quando viene esteso a 6— ¢, basterd per il nostro scopo pro-
vare che 1'integrale

f 2 XY (u—up) do’
G’

& proprio. Per questo osserviamo che facendo uso delle coordinate
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polari 74, 9 col polo nel punto P, si ha:
Cdo' == 1y dr, d9 ;

e quindi, indicando con ', i valori di », corrispondenti ai punti
del contorno di &, avremo:

/ Xe (u—ug)do== j [2aL5 _L cos (rn) +E cos® (rr) cos (mz)% —
o | 2 2

r'ou—u
— L cos (rn) | df / S dry
dooo D

1 :
—75 €08 (ry) cos(nx)+ gcos(rx) cos(ry) cos(rn) 2—

f YV (0—vp)do= f [m.L
cI

1o
—L 3 cos (ry) cos (nx) —cos (1) cos (ny))} 9 j 2—7—% dry
0

)

J 0

f: Z(;)(w,—wo)dc= f [ZaL N %cos(rz) cos (n;v)+%coso-x) cos(rz)cos(rn)§ -
g S

r'ow_
9 f “0 dr, .
o o

Cid posto & facile dimostrare che I'integrale:

—L

cos (r2) eos (nr) — cos (rz) cos (n2)

j XY (u—up) do
o)

é una funzione continua del punto P, anche quando questo punto
attraversa la superficie 6 passando per P'. Infatti, poiché quando
- P coincide con P’ esso & proprio, sard possibile staccare da ¢ una
sua particella o, racchiudente P' nel suo interno e talmente pic-
cola che si abbia:

l
(12) ‘[zx‘;’ (w—ue) ds | < %

Gy

dove ¢ & una quantith arbitrariamente piccola. K evidente poi che
V'ineguaglianza precedente vale anche quando P non si trova su g,
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Prendiamo ora due punti vicinissimi P,, P, dello spazio ed in-

oy . . 1y o 1y (o (1pr [CLN

dichiamo rispettivamente con X(c), Y, Z) e X' Yo, Zg cid
. . . 1 1 1) 3 : :

che divengono le espressioni X}y, Yy, Z in questi due punti. Posto

6,—=6—a,, avremo evidentemente:

j 2 XY (u—up) do = / EXY (u—up) dop+ | 2 XG (u—uy) do,,
o]

JG Ol
/ XY (0 —up) do= [ 2 XY (u—uq) do, + f 2 XY (u—up) oy,
o} ~/ Gy G,

e percid:

f 32Xy (u—u,) do — / SXY (w-wu) do| =
G c

= / 2 XY (u—up) do, — / XY (u—up) doy| +
a [o73

2

+ f b X(:' (u—u,) do; — f 3 Xg)" (—uy) dsy | .
Gy

Gy

Facciamo avvicinare indefinitamente il punto P, al punto P,
e vediamo che cosa accade al limite della espressione:

f 3 X(;y (—u,) do — f 3 X(,l)" (u—up) do
o] G

anche quando in tale avvicinamento il punto P, dovesse attraver-
sare la superficie o passando per P'. Poiché 1'integrale

4

|

~

j 3 Xﬁ}’ (u—wuy) dn,
o

2
& una funzione continua dei punti di tutto lo spazio esclusi quelli

di o,, avremo nel nostro caso per P, sufficientemente vicino a P;:

f 3 XY (w—utg) dss — f 3 XY (u— ) dczl < % )
o o7 l

2

Ann. Sc. Norm.
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D’altra parte si ha per la (12) sempre nel caso nostro:

|
! / 5 XY (w—ug) ds, — f 3 XY (u—uo) do, | <2e
hdlie}} Gy 3
Avremo dunque la diseguaglianza:
| ~
f 3 XY (u—up) ds — j 3 XY (g ds | < e,
o s

con ¢ quantithd piccola ad arbitrio.
Dimostrata cosi la continuita dell’integrale

f S XY (w—u) ds
o]

intesa nel modo da noi detto, & chiaro che se P, e P, sono due
punti uno interno allo spazio S e 1'altro esterno, avremo:

lim f 2 X(;) (u—up) do = lim 2 Xg) (w—up) ds =N
P, P=0v5 P, P’=0/s

per cui sard:

lim fzx‘:,’udc = 2zLu+ N,
¢

P, P'=0
lim /zx‘};udc=-2nLuo+N,
P2 P,=O G
e quindi:
lim /zx‘;’udc —  lim fzx‘;’udo_—_—MLuo.
P, P=0s P,P=0"s

Nello stesso modo si avra:
lim 3XJuds — lim fzx‘,‘;”udc=4nL%,
P, P=0c P, P=0Ys

lim sz‘;"udc_ lim /zx?’udo=4wao.
Pl P’=0 e} PgP,=O o]
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Queste formole determinano appunto le discontinuitd che si
hanno degli integrali:

- f‘ Iad

/ SX0uds , | sXPuds jng)uds,
-G J3 o]

quando il punto, al quale si riferiscono, attraversa la superficie o

in una direzione qualsiasi.

5. Si & visto nel § precedente che i tre integrali delle equa-
zioni dell’equilibrio:

.
(13) U=fZX‘$’udc , V=/ sXPuds, W:sz‘i’udc
o e}

Jo

sono discontinui quando il punto, al quale si riferiscono, attraversa

la superficie 5. Vediamo ora in che relazione stanno i valori delle

tensioni corrispondenti a questi tre integrali dalle due parti di o.
Per questo consideriamo un punto P di ¢ e scomponiamo questa

superficie in due regioni o, e 6, di cui la prima contenga P nel

suo interno; avremo allora:

U:fiX?udc—#/ZX”uds, —-f\X”udc—}/ X( uds,

0, Gy
W=]zx‘,‘§’udc+fzx‘§‘udc.
(e} Gy

1

Posto:

U,—f sXQuds , V,= [ZX(z)udc Wl—f)X uds,
Y0,

—~f Xmudc,Vg——] X(Q)udc, W, = /“‘X uds,

2
sara:

U=U+0,, V=V 4V,, W=W+|W,;
¢ quindi, indicando con Xy, Y5, Zg; X”i , Yf,1 , Z°1 ; X,,.2 , Y‘72 , Z,,.2
le tensioni corrispondenti ad U, V, W; U,, V,, W,; U,, V., W,,
"si avrad in ogni punto di o:

Xo- = Xai“l‘Xa'z ) YG‘ = Yoi"i"Ya'g ’ Za' = Zo-i_|”Zo'e .
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Mettendo un apice alle funzioni U ,...... e Xg,yuennnn consi-
derate nei punti della faccia esterna di o, avremo:

Xs —X's =Xci_"X’0'1+X0'2—’X,¢72 y Yo ~—-Y'°, =Y61’—Y’0‘1+Y02—Y162 )
Lop—Lo="Tg ~ Ly le—1s,

Ora le espressioni X, , Y, , Zs, hanno nel punto P dalle due
parti di o gli stessi valori, per cui sara:

(14) Xay)p— XKoo= (YoJp— (Ve )o=(Zo,)p— (Za,)p=0-

Consideriamo lo spazio indefinito S limitato da due superficie
7, 7 infinitamente vicino alla superficie 6, che comprendono e ri-
congiungentesi lungo il suo contorno. Applicando le formole del
Somieriana avremo per tutti i punti dello spazio S:

—47L U, == | ¥ (X, u—X; U) dn+ f L (Xg,m—Xq U) dif
U] U

—4sLV, = f £ (Ko 0—X5 U) dnt [ 3 (Xo,1—X30) df,
1

<1
[ £ Xo,u—X5 1) dr,

!

</ 'fl
Supponiamo che 7 ed v/ si avvicinino indefinitamente alla su-

— 4z LW, — / % (X,,u,— X5 U)) dy+
1

perficie o,. Al limite i valori di Xg,s-++-3 Ury.... su7 saranno
quelli della faccia interna di 6,, su 7 saranno invece: — de'p"' .3
U,,....5 i valori di Xy,..... su 7 saranno quelli di o), su 7
quelli di 5, mutati di segno; e poiché:

U,—U,=4aLlu, V,—-V,=42Lv, W—W,=41Lw,

avremo.:

—47zLU=—4zL ] 2XPuds 4 | 3 Xo,—X's) 1 ds,

[s3} o7}

—4agLVie=—idu LfZ X? u do -]—fE (X,i—X',,i) uy do
6 6,

1

\ —4nLW,=—4zL f EXJuds+ | £ Xy —X,) uds.
S1 G
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Da queste, poiche
U, = / 2XPuds , V, = ZXg)udo Wl——fEX(a uds,
v 0,

si avra per tutti 1 punti dello spazio S:

R— / L (X, —X,)u do=0,
01

S = j S (X, —X,) tpds =0,
G1

T ——-—f}: Xg—Xz)usds =0,
o1
e quindi:

R _OR _OR oS o8 a8 T _oT _oT

) oo =0y =% o oy 8 or a0

Ora R, S, T sono evidentemente integrali delle equazioni del-
I'equilibrio corrispondente a forze esterne nulle: indicando con
R, s 86, Ts, @ R'g,, S'gi, T';, rispettivamente le tensioni corri-
spondenti nei punti della faccia interna di o, e della faccia esterna
di g,, avremo per le (15):

Ry, —R,=8;—8s =T, —Ts=0;
e poichs si ha, come dimostreremo in seguito (v. §. 9, form. (28), (28')):
R, —Rg=—4rL (Xe,—X'5) » 8¢, —85=—47L(Ys,—Y5),
To, —To=—4nL (Zs,—Z5),
risultera:
Xo,—X'g,=Yq,—Y¢="12g~Z¢ =0

per qualsiasi punto di o,. Queste formole con le (14) c¢i danuo
finalmente:

Xo)e— Xo)p=0, (Yo)o— (Ye)p=0 (Zo)p— (Zg)p==0-
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Poiché il ragionamento che si & fatto per il punto P si pud
ripetere per qualsiasi altro punto di s, ne concluderemo che le
tensioni corrispondenti agli spostamenti (13) sono continue in tutto
lo spazio.

Questo teorema & evidentemente analogo al teorema della con-
tinuita delle derivate normali della funzione potenziale di un doppio
strato.

6. Per gli integrali (3) dimostreremo un teorema che corri-
sponde in certo qual modo al teorema della discontinuita della
derivata normale della funzione potenziale di superficie, quando il
punto dal quale si contano le distanze » (punto potenziato) si
avvicina indefinitamente alla superficie dalle due parti di essa.

E necessario, per lo studio che dobbiamo fare, di stabilire due
formole analoghe alle altre:

2 X
rdo=47c,
Ja n

» L
T

G o

do=2m,

delle quali la prima vale quando il punto P, dal quale partono
i raggi » & interno allo spazio finito racchiuso dalla superficie o,
la seconda invece quando detto punto si trova su o.

Supposto dapprima il punto P, interno al corpo elastico S, si

avra, come risulta da calcoli fatti in fine della mia citata Nota,

(16) L):poxof%dc 4.
5 n

dug 2
M

Qe 3T | duy Ay

+ OB Sp X, f(X— oy
<6

>d0=47tLpoX0;

e se facciamo successivamente:
toXo=1, pYo=0, pZo=0;
Xo=0, pYo=1, pZ=0;
PoXo=0, po Yo=0, P0Z0=1
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risultera:

f% Js - (T4 K) / (ml e duy ay+bu3 A _4rL,

ax n n

(17)

AN /o d d
L/ \Zldu—{—(L-{—K/ o 0 W dy | I b2 g g,

\n dr m - dx n/

dw, dy | wy bz> _
[—‘ do—}—(L—l—K)j \\:c Dn Dx m e a=0.

Queste formole non valgono pilt quando il punto P, si trova
su o, ma si possono dare anche in questo caso delle formole
analoghe.

Per questo ricorderemo che, come si dimostrd nel §. 3, la

formola
n\u dx u
S o= [
Gly [\ GoJ N

e le analoghe valgono anche quando il punto P=(x,, ¥, 2)) si

trova su o. Allora potremo ripetere anche in questo caso i cal-

coli che, come dicevo, si sono fatti nella sopra rammentata mia
Nota per giungeve alla formola (16); sicché potremo scrivere
nell’ipotesi che P, sia su o:

A d B}
LZPOXo/ *do+(L+K) 10X, [(ﬂlj s y+bu3 bz\

dr o I M \n/

)1
——LpoXOf ;do——2anoXo,

donde, ragionando come precedentemente:

2 d d
[buld + (L+K) [(bul h U Ay | dug z>dc=21rL,

e dn ' dx | dx

(1) L/ e +<L+K)f<mﬁ Wy %Y de=0,

dr dm  dxr M dx dmy

d d dw, d dwg
/ Zle—-i—(L—i—K)f(builS—z’ Wy ?/+%3 z) =0.

\w n ' dx n
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7. Sia P, il punto di s che si vuole considerare, 7, la dire-
zione positiva della normale in questo punto ed #', la direzione
negativa. Indichiamo con P=(x,, y,, 2) e P'= (.1, ¥\, #1) due
punti variabili rispettivamente su #n, ed 7'y, con M un punto varia-
bile su 5, con 7, #/, 7, rispettivamente le distanze P M, P' M, P, M.

Cid posto stacchiamo dalla superficie 5 una regione ¢ conte-
nente P, nel suo interno e tale che sia incontrata una sola volta
da ogni raggio vettore che si parte da un punto qualsiasi di #, o
di 7y, e chiamiamo %, ¢, @', rispettivamente cid che diven-

gono le w,, v, w, per r=ry; poiché gli integrali:

R d
_% dO" , [‘ U, d" , -/jﬁ dS” ,

p 3%0 ub?’lo 5" bno
fbulbxld,,
‘/”D—w*s-n—ﬁ,.;...,......,
o] 1 0

Ny Ay g

— == ds L ey e e e e,
C:/Dxlr)no

dus 22 da"
cub.l'l bno v ! ?

~

nei quali ¢ & uguale a 6—d/, sono funzioni finite e continue dei

punti della normale in P,, avremo:

. du Y,

lim —2de = = ds ., ey e,
PP0=O Oubno m?’lo

1. bul bmld M \’MVI le d "

m H‘.T,' ) \J,‘ \n .. g e e e ey
P P, = 0o o g

~
TR /'3 2

. Uo Lyl U o 1

lim [ S gy g,
P Po =0 0‘” W5 37’20 qubxl bno

. "y 2z W'y Y2

lim 3 1 ds" = Hs =1 do"

PP,=0 onbaf:l \no G"M’l \no
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Per calcolare il limite per P P,=0 degli integrali

duy duy bu1> aul
= ds’ e e
f Mg ds j bn(, do ’ y
ouy 3y ,, Yy dx, | duy O / w e
'5$45nod6— 3x10n0+bmbn do' — 0z m Aoy oy oy
duy byl — [ Mty ayl dup oy ds — duy dy s
I\)wl ()720 axl L\no Dx n G’ax n g ey eoey

dug 32, Mg 02, , Uz 2
== —_— —— --l—— —_— !
o, 3, 0 L<bwl e 3w an)

osserviamo dapprima che si ha:

dup ;(H_a\ 1 a(@— )

”~
g 92
% In Ty

<1+ > 7 dng W

My My 2) 7 2 £ P dn,
%ﬁ:ﬁv_)b% < > cost(ra )i OS(M) s cosgno),
3 _ o (@—a) | Ba (@—a)* r
n —_k+ > 2w ﬁ‘bn+2 " m
j Kl —-{—2> + — % cos % (rx) O——OS—(@ — 0. cos (rx) cosr(zxn) ,
aul Az, / o\ (x—ux,) (®—mxy) 3o (z—axy)® axl
W, My Kl + §> o to B2 P m,
= 3(1 + 3§a> cos (rz) — % cos® (rx) cosfazmo) ,
u, o\ (z—uwx) (x — a‘l) o (w—ux)®) Y
Won 3"<1+§> =R R T P
= g— <1 + 3—;\/\ cos (rx) + ?a cos® (rx) cosr(ji@ ,

. ’ . . . . L3 . . . . . . . . . ’
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Yug dyy (o (@m) ()| (o () Be (@) (r-9))
dry dmg x| 2 3 my, |2 2 ' dng
' | coslym)
— |2 ooy E2)
Qdugdy | o (y—1p) + 3a (w—cvl) (—y)| % _
x m 2 2 1'5 m
cos (yn)

)

— g— 5 cos (ry) + > % os? (rz) cos (ry)

g dzy D | o (@) (z—21)] 2 (o (¢—21) 38a (z—1)* (221 02
0z, dml 2 » fme, (27 2 7 Ing
== % cos (rz) — %ﬁ cos® (rx) cos (rz)} (—}B%(jﬁ)—) )
g dp | o (z—2) + 3a (z—a)* (z—2)| 02 __
wam | 2 ® 2 4P n
(2n
= g—% cos (r2) + 370( cos® (rx) cos (12) o8 (2 ) )

Y
in cui (rng), (xny), (yno), (2ny) ed (rn), (@n), (yn), (en) indicano gli
angoli che le direzioni #, ed #» fanno rispettivamente con le dire-
zioni positive di 7, z, y, 2.

Abbiamo dunque:

My L, i 7ooeN 8o, E(EJ_S(T"o)j‘»OS(W?)d,
[bnod /’a—— Clc+/:§\1+§/—§cos (mc)) s o+

+ »/o.’ o cos () cos (amo);;cos (zn) i |

- . . . - . - . . - -

Ty My, duy
e @ = o ow

BY. cos (xn,) — cos (zn) ,
+ f cos (rx) — —20—! cos® (rx) ( 0)1~2——(-—) dd
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e g [;‘ﬁz W g
o 1 My Jg dx M

+ f % cos (ry) — ?)-Z—O—L cos® (rx) cos(ry) c0s (yn"); cos (y) dd'
o/

s Az dus 2
o B = o | S0 gy
Gfbxl g Gu\ n

cos (2n) — cos (2n) do

r®

+ [5~ cos (r2) — %U cos’ (rx) cos (rz2) |

Ammesso che la prima curvatura di ogni linea di s uscente
(n ny)
3
limite determinato e finito coll’avvicinarsi di M a P, in una di-

da P, sia finita, si avra che il rapporto tendera verso un

rezione qualsiasi. Allora 1'espressione

cos (rng) — cos (rn)
%o

non pud crescere indefinitamente col muoversi di M su s'edi P
su #y (v. Morera, Derivate normali della funzione potenziale di su-
perficie. Rendiconti dell’Istituto Lombardo, t. XX, serie IT); inoltre
se prendiamo gli assi x, ¥, 2 coll’origine nel punto P, e con 'asse a
diretto secondo 7, avremo:

lim % (wng) — cos (xn) —  lim 1- CO.S (nny) _
M PO = O o M Po = 0 o
1
2 sen®— (n n,)
- lm — 2% yim () lim HMZO,

MP,=0 7o MP,=0 " MP,=0 2
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lim %8 (yn,) — cos (yn) _
M Po =0 7o

I (yn) < lim sen (xn) —  lim (nng) ,
MP,=0 "o MP,=0| " MP,=0] "o
lim % (2ny) — cos (2n) < lim (nng)|

MP,=0 "o MP,=01| "o

e siccome
o 3o, P |

14— ) ——cos® (rx)| < 142 |a]| , |acos(rx) < o],

2/ 2 |

(1—}—3?&) cos (rz) — %220083(7-3;) < 148 a],

% cos (ry) — %ﬁ cos® (rx) cos (ry) | < 2 |a| ,

2 cos (rz) — 3o cos® (1) cos (rz) | <L 2a] ,
2 2

le espressioni :

1<1+ %> ——%a cos? (rx)

Kl 4 3—;) cos (re) — 3?“ cos® (rx)

cos(rng)—cos(rn)
r

cos(n,)—cos(zn)

-Facos (rr) R ORI,

cos (Zn,) —cos (xn)
r

1

cos (yng)—cos (yn)
R\ AL AL
r

cos (2n,)—cos (2n)
,

’ s (ry) — —2 cos® (rx) cos (ry)

s (re) — ? cos? (rx) cos (r2)
sl manterranno in valore assoluto, col muoversi di M su o e di
P su #,, sempre inferiori ad una determinata quantity finita A.
Di qui risulta che gli integrali:
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L [KH‘;) — %cosz(m)

-+ o cos (rx) C—(E('?&jcos (T_”)] s, ...

cos (1) —cos (rn)
,).2

s
/

(l +3?a> cos (ri) — ?)z—a cos® (rx) % o08 ('WO):COS (2m) ds'

)

%

& Ba | cos () —cos ()
L g cos (ry) 5 ¢os (rx) cos (ry) 2 do', ...

}

5 cos (r2) — 3?0( cos® (rx) cos (r2) (M);@—S :(z@ dd, ..., .

sono propri anche quando P coincide con P,.
Ora se indichiamo con u le proiezioni uguali di MP e di MP,
sul piano tangente a o nel punto P, risultera:

1

= Jsen (o]

To T

"0
a (2]

Cid posto dividiamo ¢’ in due parti ¢, &5, di cui &, contenga
Py nel suo interno e sia tale che per tutti 1 punti M di essa si
abbia:

isen (TO no){ Z T,

dove T indica una quantitd maggiore di zero e minore dell’ unitd
che pud sempre determinarsi; e che inoltre venga:

Afdcs' . €
inll B
7’ G'4r° 3

con ¢ quantitd positiva piccola ad arbitrio. Segue allora:

2 g e e ey oo
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" - " !
cos(rny) 005(7_@+dc os(xng)—cos(xn) | ,

r,
11 ”;>_?lf' 2y cos(@ng)—cos(@n) | ,
‘/0"1[( 45 5 €0s (m) o os(rx) 3 dcsI
BN RN cos(rno) cos(rn) cos(xne)—cos(zn) |y dd| e
‘~£§U<1+Z/ 5 €08 (m),—?‘o +0.€08 ;x)-——To———Li 70i<3’

cos (zn ) cos (xn) do’l

ﬁj(l—]—%) cos (re) — 32 cos® (. L)

Iﬂi(l—k 2/008 Tx)——%cos (r)

cos (zng)—cos (xn) r; dd . e
7 7

C’ — cos (ry) — 3? cos® (rz) cos rg/) cos (yno)r—zcos m) ds'|=
2 dd
f }4 cos (ry) — 3% os ? (rz) cos (1ry) l €08 (WO)_COS(W) & d_gi < £,
0’ 2 ’ 7y 7 -0 I 3
(19) f — cos (r2) — 3o cos? (rx) cos (r2) o8 (zno)—gcos ) dd’ |=
7, 2 r |
o L cos (eny) —cos (en) 75 ds| e
/; cos (r2) % cos? (rx) cos (r2) " 2 < 3
/; [ < >——cos2 (red) cos(rono)q%cos(mn) ocos (rox)cos(xno?r-;pls(x_n)J ddi < g’
f <1+ 5 >cos (%) -—3—cos 3 (rex) cos () — 3 cos (@n) do I <
g, 7o
3a cos (yng)—cos (yn) g
LJ cos (roy) — 5 cos?® (ryx) cos (roy)-s b 0)7% n) do ’ <z
o . 3a ‘. | cos (eng)—cos (en) |, e
/0:}2 cos (142) — 5 cos (rox) cos (u,z)g - do l<§ ,
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Gli integrali:

'/;2“(1 -+ %) — %ﬁ cos? (1)

-+ o cos (1rx)

cos (rny)—cos (rn)

+

cos Wo)—?cgs(ﬂf_")} "
a

,’,.2

Il

f 3i cos (ry) — 3o cos® (rx) cos (ry)
52 2

(1+ . > cos (ra) - 32a cos® (r) §00s (9rmg) —cos (.I:n)] @,

cos (yny)—-cos (yn) _
2 ds'y ..., ... ’
’

Lj% cos (1rz) — 32—d cos® (1nr) cos (I'Z)} o8 (ZHO);COS (o) do'y ...y oot

sono funzioni sempre finite e continue dei punti di #,, quindi avremo
per P sufficientemente vicino a Py:

|
f ‘ 1+ 3o cos 0, )}cos(rono) cos(ron) Os(rﬂ)(ﬂ@@_—@s(wn)} s

5 o

'fS 1+ _> cos (rz) — =2 cos® (r: )

—f §<1+—~> cos (rox) — ——cos 2 (rox )} @M;ocosﬂ) dc" <E .

<§,

cos (zn,)—cos (xn)
e

3
20y -

[f5 ono

— cos (ry) — %m— cos? () cos (ry) | cos (y”o) cos (zm) B —
2 .

2

— zi cos (rey) — 3 cos® (r‘,x') cos (roy)
o 2. 2

] cos (yno —cos (yn) ., €
p ds l < 3

cos (2mg) —cos (zn) .,
pe ds

cos (2ny) —cos (2n) s
5

j;’ g% cos (rz) — 3?“ cos® (rz) cos (r2)

2

_ /; 'j% cos (r2) — S?U cos? (ryx) cos (roz)} l < g )
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Dalle (19), (20) segue immediatamente:

cos (o) —cos(r7)

- V142 = 220t |© ! .
P%’nn—()-/o[|z\ 2> 2cos(m) ) ——4ocos(rr .

—j hn >-mco (o) |
cos (zny)—cos (zn) P

lim / <1+ %) cos (rx) — 8?0' cos® (m)s 5
PP,=0/¢ r

JO

lim [
0/d

= ¢os (ry) — —- % cos *(rx) cos (ry)
P Po =

2

)cos(xno):go_s@} do—

lcos(ryn COS o
( 0 0) ( 07)_,‘_ o CcoS (r0x>

”

cos(xno)—cos(xn)} do' =0
—— = Py

cos (xn,)—cos (xn)
%

= 9“44 ’

<l+ %) oS (rox) —— %a cos® (ryx)

cos (yn,)—cos (yn) ds —

7.2

2

_/a

g 2
lim fﬁ

PPO=O 3,

cos (yny) —cos (yn)
y"rg P s = Bu,

cos (roy) — 32—a cos® (ryx) cos (rey)

cos (zn,)—cos {zn
- < 0)7_2 ) d6!=

cos (rz) — 3 cos?® (rz) cos (12)

2 2

cos (2n,) —cos (2n)
= do' = Bu,, ,

= f: %% cos (1) — %O_( cos® (r@) cos (ro2)
o]

Passiamo ora a calcolare i limiti delle espressioni:
ou, u, ox dus oy | Oug 32 ,
L,/;r?n do’ + L+K)f a n + 2 d + 5?2) do's
81)1 a'ljl 802 8/03 az ’
da'- L+K)/ ( n T o + x 51) o’

dw, dw, © dw, 9 3w3 oz ,
/~d+L+K)/S 3n+8x3n+ an>d°
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per P Py=0. Per questo consideriamo una superficie 6" che limiti
assieme a o' uno spazio S, il quale contenga nel suo interno il
punto P avvicinantesi indefinitamente a Py; allora avremo per

le (17):

Y

Ju Qu, ox  Su, Qus 92
L/ ld +(L+K)/ < P 0 + S ) dd =4nL
L " dxn " d oL n ?

v ., 00,0z v, 0y | v, 32:) _
LJ/r:'+o”’Va_ do +(L+K)_/ ,,,<av an 3w an 3w on dd =0,

duw, [ fow, o L Bwndy | B deN
Lf ma d o+ L+K)]c/+slll< ax af’l ax an -[—ax 8%) =0 !
e per le (18):

Lf ma CLIPR, o

va'+G
o', o ox , W, , W,z .
b ﬁwm A (LK) / ax on 3w on T dw an )d“ =9

‘ ', a /o, ox . duw'y dy | 'y A2 P
L f o o do+(L+K) s +3w\ o on " 3n+ o 8%) do'=0.

)d o =2znL,

i o, 8x+au29J o'y 92
/ 5" " an 2x In

Tutte queste formole ci danno:

. ou, Ou, dx , duy, dy , dus Az
P%}f_‘__o[ [ Aot (Lt K)f<§a? w5 T o

'y ., ou'\ x| duydy , s 8z> wl

=dnl- [ /n/— do"+(Le+ K)_fm< ox 8n+ 2% o ow oz n -
ou' "u ax ou'y dy | u'y Az
—ZﬂL_i_Lf do+ (L+K)f (9901 on c':).:v2 GZJF 81;3 an/

Ann. Se. Norm. 5
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o, / v, dx v, ay 3oy az o
Pll,‘m 0{ / ds'+ (LK) (ax n 3 T an do’ | =
L M, o', oz, o, Sg/ Ay az wl
- l: _/ w on do"+ (LK) f <ax an+ o an 3 an =

azx , o, 0z W,y W, 0z ,
= L[ d HL*K)/, (390 T e 8n> da's

dw, dw, ’c)_x_ dw, dy aw:,,a_g o
lim -/———d +L+K)j <95L ” 59;% % n do]——
PP,=

awl ” ow', dx | duy ay aw3 3z>
[ _/ 4o+ (L K)£ 890 8n+3;—972 dx I, d"

), aw, dx  dwydy , Ows oz ,
_—Lf do +(L+K)_£ G AR aﬂ)ds,

e posto:

H

L ®“l + (L+K) (8“11+@“24 +®u31) =6,
L8y, + (L+K) Oy, +0,, +0y,) =600,
L O, + LA+K) (OO 401 = 0,

avremo finalmente:

. du, % o au2 Qy, Oug azl> _
/PII;?_I_ [L %d o'+ (L K)f axl 8n0 oz, 8n0+ax1 on, ds'| =

- My L, ou'\ oz au;ay 'y @g)
o 2LLf do LK)f 3 an d 3n+3x on dd
lim L [?ﬁ dﬁ’-’r(L-l-K)] <af)1 8_1'1_*_37)2 3y1+§_v_s a_%l) dd' | =
PP,=0 ' Mo dx, Ony Ox, dmy Oy Ony
o o 890 Wy dy Wy
— AN _ g ov, X 2 ¢ ovs 0% '
=6 / do’ = (L+K) [ Z')w ot o 8n+ o 8%) de's
lim f 'do' + (L+K) f <% 3_051+8w 3y1+3w3 8zl)olcs =
P PO _ 0 3”0 axl ano axl ano aml 97?0

o' duw\ dw  duly Jy Ay Oz
RN « 10 Y *&_l ! had l 2
.- L .4 on ds' — (L+K) / % on on % on do’

@1
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8. Indicando rispettivamente con X'y, Y',, Z; i valori di Xg,
Y,, Z,; nel punto P,, avremo:

X@';X'o"{*‘ (XG""XIG) ’ Y0=Y'a+ (Yo-_ Y'c) ’
Z0'= Z'a‘l_ (ZO' - Z'a) ’

e quindi:

e du, ox, 3u2 dy dus 32 .
L/ ZXG‘ dq-{-(L-I-I{)/L Xo a ano 92}'1 a%0+a.)$1 9710 ds =

u au o, Qu, dy; duy 02
—LSYX [Lgl ' R ] 1 2 y1 3 1>

L X”L,Olan0d3+(L+K)lX ] oz, 8n0+8xl ano o, ny, '+
(22)

+L f (Xo-Xo)? 3“lom (LK) f ¥ (Xg-X) <9“19”1 aﬁf@@ﬁi‘ﬁ—z‘)dﬁ
O’

ox, 0ny Oz, 0n, 02, O

+L f X au‘do"+(L+K) / > Xa gzl o, | Ouy Ot Ou Z-)z1> s .
‘1

ony Ox;, Oy Oxy Ong

Poniamo ora che oltre alle funzioni Xg, Yq, Zg anche le

espressiont :

Xo—Xo| [Yo— Vo |Ze—7Z]
7o ? 7o ’ 7
siano integrabili lungo ogni linea uscente da P, e che i valori
Xe, Yy, Zq siano determinati e finiti (1). Allora gli integrali che

compariscono nell’ espressione:

! au’l '
sz(xv_xc) 3; ds' -+

o}

, ', dx, o, Ay, 3@&_33_21) ,
+ L+K) f 2o —Xo) ar, om T 3w, om0, 000) P

(1) T calcoli di questo § e del precedente sono analoghi a quelli che il
Morera fa nello studio delle Derivate normali della funzione potenziale di
superficie. (Rendiconti dell’Istituto Lombardo, t. XX, serie II).
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sono propri; infatti introdotte le coordinate polari #,, 8 col polo
nel punto P,, sara: )

do =17, dry df ,

e quindi:

L f £(X, X'a)au’dc+(L+K) f $(X, x',)<a“19xl+% A, s azl>d5=

ox, Oy Oy ano dx, In,
3
= f { ( —zo—t cos? (ryx)

+ (L+K) (g (1—!— _32_a> cos (1) — 32_oc cos® (r4x)

cos (rong) -+ 2. cos (1) cos (xno)> +

cos (xng) +

-+ % cos (r(;y) — zj cos® (ryx) cos (rog/)} cos (yn,) +

7o Xg— X'
cos (zno)ﬂ a9 f i dry,
o

Cid posto, potremo togliere da ¢’ una porzione o', di superficie
racchiudente P, nel suo interno e talmente piccola che, indicando
al solito con & una grandezza positiva piccola ad arbitrio, si abbia:

lsz(X,_X',,

(L+K)f2 Xy — Xg) (202 00y 2 9 | iz azl) dc’] <z

—I—g—g— cos (r@) — %ﬁ cos® (r4x) cos (72)

!
ou',

\ Oz, dmy ' Oxy Omg + Oxy Iy 3’

l fZ(X—X')%d +

, du, oz, Sug | Jug %> , e
(L+K)j £ (Xe—Xo) <3x on, axl 8n0+3x1 M, ds <§ :
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Inoltre poiché i punti P e P, sono sempre esterni alla super-
ficie o' —o =0, potremo supporre P talmente vicino a P, da
avere:

1 au U
L[E(XomX,,) S 0+
o]

2

) . 'y (O 9wy | duy Jyy | Juy Qz,i ,
+<L+K>L22 (X0~Xa)<ax o sl ) gy

n, | oxy ony/
. o "
fy(Xo'_Xc) .
5

2
. sy (9% | Ay Jyy | s B2y , e
(L—{-k) 02 (Xﬂ' _— Xo-) <§E % axl ano 8_(101 %() do < 3 .

~

Segue quindi, per P sufficientemente vicino a P,:

Z(Xc—-X’ )a"‘d'

, aﬁl a_xl duy Jyy | uy Az ,
+ (L+K) f Xe—X's) axl ano+8‘xl 29—m)+3m1 9%0> do —

—-L/E(X —X, )a“‘d'
Gl

- (L+K)f2(Xs— ) dc'! <,
G

oz, Ony ' dx, I, | Oxy Iy

e per conseguenza:

lim L/Z(Xq———X'c)a—uldG'—i—
PP,=0 o

aul ;| Buy Ay | ug azl> o
(L+K)f2 (Xg— (o, an, 5 anTas )@=

=L/'2(X, X’ )aauld +

J6
, o' Zioﬁ, My 8u3 92 ,
+ (L+K)./OTZ (Xg — Xo) \ oz, an0+§51 ano o, 3n> ds
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Ora si ha dalle (21):

lim [LEX’ f%d +
PP,=0

" aul 3.761 aug ayl aus az]) ' .
+ k) g XU'/O:<30’)1 3n0+ ox, Z’)7’40—*_57;1 %o do| =
= -27LXy4 X 00 —

) . , aulgqg 9u29y aus oz
—LEX, /_d (LK) = X [(a R T anvd

e quindi dalla (22):

lim |L [ £X,24 s doH{IAE) f XX, <a”‘ O, | dus 91 Ot azl) do| =
PPy=0 G 0’ d.ry g Oy g o2y g °1=
=—-2aLXe+ 2X,00 —

'y 02

“oul oy 3z | Ay D
—LyX, [Py 1 2 % _
v]g_,an 7 — @L+K) 2 X, f(@w on o T o an> >

23)
+Lf( —Xg) 5 a5 +
o)

o ou', dx, sy O du'y Oz
L4K) [ 3 (X, — X, [ 9% O 2.’/17_3__1>,
T d )/5' Xo X”\axl 3n0+81 an[’"axl ong do’ +

o ou'y Oz, | Ouly O u's Oz
Ll yx. g, . 1071 2 OY1 | OU3 02 "
+ ’/G; g aﬁo ds +(L+K)—/O:,L Xa- (a a%0+ axl a%0+ axl ano> ds" .

Similmente si troverebbe :
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!
' Ju, Om, Quy Oy, My 02
'Ry 1 02 2 CY1 3 0% —
,P'%)]Zn: [ szda rdat L+K)_/.XX (8:619720 8x19n0+3x13n0> dc}
=-27LXs—EXe004

, ) , ou', 9z | ouy Sy du'y 2\
+LYX, f dd+(L+K) £ X'y _/(ax 3n+8x én o %)dc_
o
/z Xg— X'g) 3“1 s —
S

A . oy dr, . s 91/1 'y 02 ,
— ) | 3 o= Xo) (5! Gt e ot 3 o) 90
|

|
oy . ou'y dmy | s Ay, | Ay 3z "
\ —L f 7Y Od ~ (L+K) f 2Xe oz, 3n0+ ox 3n0+ o, an0> dd.

Sommando le (23), (24) membro a membro tra di loro, si ottiene
finalmente :

lim { fzx,a“‘ ds
PP():O [o]

ou, 9z, , uy Oy, Su3 3z1>
) 3%, (50 Sy S Sy S 28 o | 4

ox; Ony ' dxy Ing

|
/

o),

25,

+ lim { /zx,,g“}d +
P’P():O

. 87/1 ox, . Ouy ayl us Szl> _ ,
+ (L+K)_/£2X” o, 3n0+ om, an0+ax1 an,) @ |= A=l X

Analogamente:
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(25')\

G. Lauricella
. ‘ Outy
lim L/ XX, 2~ ds +
PP()=0 G "
ou; 0x, , Qup, 9 Ju, 9z
L K EX 1 Y 2 yl 3 1>
+ L+ )/ 91/ ano Byl an0+ay1 M, ds |+
. Juy
4+ lim L/ X(,a L ds -+
P’P0=O
' du, E)ﬁl Uy ayl dus 92, _ )
+(L+K)/GLXU<8J T ot o éil(’)ds - —4zLY,
. "~ A
4+ lim L/ZXG—do—I—
PPO=0 c o
\ Qu, ox,  Ju, 0 dus 0z
L+K /LX Oty 0%y | CUy Y | OUs _1>
+ (Lt )./c "<azl Oy ' 92, Ony ' 2z Iy & |+
! . Quts
\_I.- lim f§Xaa,dG+
" P'Py=0 G
au, ox; | Quy Oy | Ous 02 _ '
+(L+K)/ZX 32, an0+azlan0 aclan>dc}—-—4wLZ0.

Queste formole, come si vede, sono nel caso nostro la naturale

estensione delle formole che nella teoria delle forze newtoniane

danno le discontinuita delle derivate prime della funzione poten-

ziale di una superficie, quando il punto potenziato aftraversa

la superficie nella direzione della normale nel punto di passaggio (1).
B naturale poi che esse valgono per tutti quei punti nei quali
la superficie ammette un piano tangente determinato, la curvatura
¢ finita (Cfr. §. 7) e le funzioni Xg4, Yq, Zg soddisfano alle con-
dizioni poste in principio di questo §. Queste ultime condizioni
sono certamente soddisfatte in particolare in tutti quei punti nei
quali le funzioni X;, Y4, Zg sono finite e continue.

() v. Berrr, Teorica delle Forze Newtoniane, §. VIIL, form. (7).
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9. Costruiamo le tensioni Uy, Vg, Wq; Uy, Vg, W', corri-

spondenti agli spostamenti

(26) szGuldc ) f2X0“2d5 N fEXaugdG,
o] G G

considerate rispettivamente da una parte e dall’altra della super-
ficie 6. Avremo nel punto P, di o, facendo uso delle formole (3)
del cap. I:

U,:gK [zxga”‘dwrfsxga”er/ X, % 4o | 4+
UL e 5

1oL [ 3%, 2% a0 axl +L fzxaa"l dot | 53X, Q2asl 2y
g ox, o, )ano
—l— ZX aul dO-]— / EXG' au3 d\)) 32'1 =
oo ox, s9no

/ 21X, g“: do+L / (all Om, | O 3 | e azl)chr

ox, dny, ' Om Omy ' Oxy My

Sul aug au.?. aml
f (817 + N 9z1> M, ds

Wc: S
, duy / Quy O, | Juy ayl Jus azl>
U““{ fZX“a'd‘”L 2Xs 3 3 V3 30, T an, ) T
u  Ous 8u3> o |
+ KfZXa'< + ag/l + 8%0 dc )
V'a = e e e e « e e T ]
W,a'= . . . . . . . . . . . o . . . . . . .9

dove le espressioni senza apice si riferiscono alla faccia interna
di 5 e quelle con apice alla sua faccia esterna.
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Prendiamo per assi coordinati la normale 1, nel punto P, e due
rette p, ¢ ortogonali sul piano tangente nello stesso punto e tali
che le due terne di assi (no, p, Q), (%, ¥, 2) siano direttamente
congruenti. Se

I x oy oz
Ny | o 09 ol
P& B B

q | TN T2 T3

¢ la tabella dei coseni degli angoli che formano tra di loro queste

due terne di assi, avremo evidentemente:

ou, g 8u3> .
<ax1 T T )=
<8ul aul aul 9u2 8u2
=a

ﬁ 9u2 3u3 8u3
0 P P+ X o, ? '

l2+ a])p3+

aul aug -
<3x Tt 5 o, 2+ ax ) T
du, oy aul Quy Sug Sug 3143 3u3, au3
=04 (an 1+ (31 a 71>+a2<an o+ 910 ﬁl )+ ( g i31 aq 71);

e poiché ognuna delle espressioni:

. /' 2 + d
f 3 X (g Bt 5 ek “2pg+ e ”3ﬁs+ % 73> ds,
6 9

[sx.
Jo

ha lo stesso valore, quando si considera da una parte e dall’altra

uy Ju, g aa@ % %
B(r?p +515“2+513°‘3>+“ (% g g A"

di 6, avremo:
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Lr du, Su, uz\ ox du, u, Jug\ ox '
s X, (g2t 3) o0 g /“X < 14 O 3> L
_/GZ <8 ,+ay1+azl + y ox, ay1+9zl o, °

o]

+% 92 ds 4

oz, on,

A
. 3u1 3:1:1 auz ayl
(27) ’ - GZX“ oz, o, axl M,

du, ox, u, ayl du; 02, ’
T ,,KEX” 3, By T 3w, any T 3w, > ’l

Possiamo quindi scrivere:

u duy duy dus Jyy duy A2
U ! — " _1 2 _l _l __2 ll —3 ——1>
a'+Ua' Lj;}a Xo’ n0d0+(L+K)'[ Xa- <8x1 9n0+axl 9n0+3x1 a/no d5+

du, Buy 3z, duy 3y Dy azl> '
[ [ZXca " do(LK) | [zX (G st 5 o g o .

Il secondo membro di questa formola coincide evidentemente
col primo membro della (25), dunque avremo:

(28) U+ Uy =-4aLX,.

Similmente :
Vot+Ve=-4zLY,.

(28) ,
W, + W, =-4nLZ,.

’

Queste ci dicono che le (25), (25) sono quelle formole che danno
le discontinuita delle tensioni, considerate da una parte e dall’altra
della superficie o, corrispondenti agli spostamenti (26).

10. Il teorema contenuto nelle formole (25), (25) pud consi-
derarsi, come mi ha fatto notare il sig. prof. Vourerra, un caso
limite di quello dimostrato nel §. 1.
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Per questo principiamo dall’osservare che per la (27) si ha:

lim f’XG%“—‘ ds +
PP,=0 g "o

duy 37, | duy By, | Oug azl> dc} n

4
- L+K) GEX” <893 n, + dx, Iy | dxy my

~

+ lim [L/zXagu,‘d T
a

PP,=0
) , du, or, Quts 83/1 Quts azl>
i (L+h)fXX (3 o, +a ox, o'y + oz, M, °
P

PPO:——O 0'5

-+ (L+K)< / Xy uldc—f-*f?X u2d0+ﬁfSX u3dcs>9r1}+

+ tm (LS [ SX,mds o+
PP,=0] oJg

3

= —47:LX'6;

I

e questa, posto:

M’szXculdc , N’:/ YXgsusdo P'=fZXGu3do,
5 Ja 6

+ay+3z

sl pud ancora scrivere:
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" lim { AL axl] +

PP()— ano 8 o
+lim l gM + (L+K) 0 3“*} —
(29) Fh=
o B,
PP,=0 M PP,=0
L LR tim 9S8 Gim @ o = -4zLX,.
P=0 M PPp,=0 oo

Nello stesso modo si avra:

(L lim gN lim aaN—
PP,=0% PP,=0%
. p 3% . ' ayl) '
+ @+K) ) lm 0 FL— lim 6 S = —4xLY',
- PP,=0 M PP,=0 o)

L% lim gP lim %_Pl)
PP,=0 pp,=0 o)

+(L+K); m 0 im0 22l 4z,
(PP,=0 0 pPp,=0

Siano ora ¢’ e ¢' due superficie, la prima inviluppata da ¢ e
la seconda inviluppante o, luogo geometrico delle estremita delle
normali a & prolungate dalle due parti di essa di una quantitd
piccola e. Consideriamo lo spazio S, racchiuso da o', ¢" e suppo-
niamo che le funzioni g X, pY, pZ, continue in tutti i punti
dello spazio, siano nulle oltre che nello spazio indefinito esterno

“a o anche nello spazio racchiuso da o'. Posto:

S Sl S,
M
axl

+a

21
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si avrd per il teorema del §. 1:

LA*M -+ (L+K) a—-= —4zxLpX,,
l
(30) LAN+ (@L+K) 2= ~45La Y, ,

9
LAP (LK) 5~ = 47 LpZ,

ove py X, po Yo, PoZosono i valori di pX, pY, pZ nel punto
che si considera di S,.
Presi gli assi ny, p, ¢ come nel § precedente, poicheé:

® &
— artart e — aitagtag
avremo dalle (30):

M, M | M 0
<%7¥+ ap2+ >+(L+K)< dl+ p1+ "{1>= —47‘[LOOX0’

N N N 29 o b
L(Gat o o)+ @O (5 sty g ) = ~4sla¥,

P P, P\ 9
L (Gt et o )+ @ (5 o E g ) = - 4xLa.

Indicati con P e P’ i punti in cui n, taglia le due superficie

¢’ e d’, consideriamo gli integrali:
[ FM | oM a2M>
fP{ 58T T ag)t
P

\ L b, 29
(31) + (L+K) (a a1+a Bty 3 >2dn0= —47:L/p0X0dno,
. Pv
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Se rappresentiamo con (g, Xo)', (oo Yo)'s (peZe) convenienti valori
di pX, pY, pZ nell’intervallo PP’, avremo dalle (31):

LG~ G
+ P @? a;_2§>+(L+K) (%Bl—{_g_:h>%dn°=

= —47:L(P—P) (o Xo) = —47L.2¢(p Xy,

+ W) (B 3t —0n 52 )

(32)

Facciamo impiccolire ¢ indefinitamente ed ammettiamo che le
funzioni pX, pY, pZ siano tali che

lim 2e.pX)=X;, lim2e.pY)=Y,, lim (2¢.pZ)=7%Z4
€=O €=0 g=
Si avra:

lim (2. (0 %) = X, Lim . (uY0) = V', lim 2. (o) = 2
=(

e=0

1imM=limprXuldS—hmfdcprXuldn—fyXauldc=M',
€=O €=0 Sl

lim N=N , lim P=P,
e=0 e=0
dove X'y, Y's, Zy sono ivalori di X4, Y, Z, nel punto P, di o,
P, e P, sono i punti in cui # taglia ¢’ e 6"; e poiché le funzioni
oM ®
apz,aqz, ....... ,ap,'gg*

sono continue lungo n,, risultera dalle (32):

Ly lim <§E> lim <3M> +
(PP,=0\%% /2 PP—q\o/p
8:01)

hm Q' ai—-— hm 9’:— ="4-‘TCLX'0"

+ (L+K)
PP,=0 %% PPp=0 O
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Analogamente avremo:

Lg lim /p_§> —  lim <3N') +
PP0=O\9"° P P’Po=0 E-)no pr

+ (L+K)

lim O ?*-— lim efp,a_%g _4xLY,.
PP,=0 %% pPPp,=0 Mo

g lim <9P\ lim o )P’) +

“lppi =0\ /e prp o\ In
+(L+K)5 lim 0p 22— lim ',%_—MLZ
(PP,=0 o pPp,=0o o

I calcoli ora fatti, quantunque non siano completamente rigorosi,
servono benissimo a provare, come si voleva, che le formole (29),
(29) e quindi le (25), (25'), dedotte rigorosamente con i calcoli dei
§§. 6,7, 8, sono un caso limite delle formole (4) del §. 1.



CAPITOLO IV.

Formole generali relative all’integrazione delle equazioni
dell’ equilibrio dei corpi elastici.

Applicazione al caso di un corpo elastico sferico.

1. In questo capitolo e nel seguente ci occuperemo del pro-
blema dell’elasticita, nella sola ipotesi che siano date le componenti
degli spostamenti nei punti della superficie, che limita il corpo
elastico isotropo. Questo problema, come fu osservato nell’intro-
duzione, corrisponde nella teoria delle funzioni armoniche al pro-
blema di Dirichlet.

Supponendo, come si pud sempre fare, che le forze esterne siano
nulle (v. cap. III, §. 2), ed indicando al solito con (2, 4, #1) le
coordinate dei punti del corfpo elastico che si considera, le com-
ponenti w (&, 41, 2), v (@1, 41, 2), ® (T, Y1, 21) degli spostamenti
di questi punti, relativi ad una data deformazione, devono soddi-
sfare alle seguenti equazioni:

LA2u+(L+K) =0
1) LA2v+(L+K)a——=O
f Y
29
2 —_— =
\ Awt LK) o =0,
dove
& i i
sttt an V= T e T e

Ann. Sc. Norm. 6
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Poicheé:

r= V(w )y -y)+-2)",
Ci 3_27' r  Fr Fr P
ox* ~ Oa} Jwdy Om Oy, | dwdz 3w, 9

al al al al 3_1_ al
r__rr r__r r__r
ox ox, 'y oy ' o= oz,

avremo che le quattro terne di funzioni:

R S L Sk S S i
1T T owey T 2 wae
oL oL oL
P T TP

oL oL
ty = ) V= — y wy=20
dy o
5t 2t
u‘;——_r 9 04—0 ,@(L;—-——T—
0z o

rappresentano quattro sistemi di integrali delle equazioni (1);
allora anche le seguenti tre terne di funzioni:
1 1 1

, du, rooaf r T —x 0% r—x 23;
==t ala 2 5 58 ) n

on r on
1 1 1
_{Hﬂ\E;?Z%_% gy%
- 2 ) m o w2 (3;6 on’
1
,,'_..a”_l__i __m—wla_y_y——yla_x_gx——xl Yy—h 7
T 2 ”» o »*  on r  r )

1 1 1
_oa iy a e saaa s
T2 % w2 %y om 2 or 9y on’
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1

, __ow o _m——xla_z_z—zl ox g &= z-—zli_

= T e P m P r T r m)
1
SERCE RCE B
T2 2 d m 2 9z m’
1 1 51
i, . “r D,_pQ_x__?iazc 0w r dm
TemT ) T Ty T T %
1
ar ol Bl

r dy r oz r r ox

-

““%%+mw W on T e wm T
.y & _ _
”3—”3%‘}"043”— = —‘9; !
1/03—7/038 +W4an = _% a_y_b

saranno tre sistemi di integrali delle equazioni (1), e quindi
Paltra terna:

! !

_ 2y ey 1'*13 r 3a/31>2_£
o= Mg g =0 (M5, 9 &)
, al—

b= L [t Bt S | _Badr 'y
T at2 : N ar2 2 3z oy o
oL

2 ,,_1w'+1wr2_ig 3o dr dr r|
__a+2{ 27T 2 T a0 T2 &z m)’

Ora quando i punto (x;, y1, 2)) & nell'interno dello spazio S
racchiuso da o, si ha, come & noto,



84 G. Lawricella

a;].;
L do=4r 3( ) T ds=4zn |
6 on on

1 1
3 o=
/33' af—;dc_o,fcaaial’ido=o;

oz 2 ox 3z on

Py

e quando il suddetto punto &
questa superficie abbia un piano tangente determinato, si ha invece:

317 [ or 23l
G—l—dc=2fc y 3(—\ L ds=2n ,

on <o ox) omn

1 1
0 0
oror r f o o r
f%xé“aﬂ =0 Jlmaw T

Avremo dunque per i punti (2,, %, 2) interni ad S:

2) fadc=4'n: ,fbdcs=0 ,/cdc::O,
s 6 5

e per i punti (z,, %, 2) di o:

(3) /a’do::Zn ,fb'dczo ) fc'do:O,
Ja fo] o]

dove «, ¥/, ¢ sono i valori che le funzioni «, b, ¢ prendono nei punti

sulla superficie 5, ammesso che ivi

[

della superficie o.

2. Sia u (m) una qualsiasi funzione finita e continua dei punti
m di o, ed #» un punto qualunque interno al corpo elastico S.
Le espressioni:

4) U(n)=2—1&f/u(m).adc , V(n)-——él—1r w(m).bds ,
] ]

W(n)=é% wm) . ¢ do

a3
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sono evidentemente tre funzioni monodrome finite e continue dei
punti n==(z,, 9, 2) di S, che soddisfano alle equazioni (1) del-
I’ equilibrio.

Ammesso che la superficie s abbia in ogni suo punto un piano
tangente determinato, vediamo che cosa accade di queste fun-
zioni, quando il punto # si avvicina indefinitamente ad un punto p.
di c. Per questo principieremo dall’ osservare che dalle (2) si ha

ovviamente:

U )= 217tf
G

Vm=if
e

W(n)=2—15/;

Ora gli integrali:
' 1
a dG ) é"& [

: /m
2w ),
_lef‘ w (m) — u () § ¢ ds

essendo della natura di quelli considerati nel §. 3 del cap. III,
saranno propri; quindi potremo dividere la superficie ¢ in due
parti ¢, o' tali, che la seconda " contenga p. nel suo interno e
che si abbia per ¢ piccolo ad arbitrio:

wn) —u @) |ads +2u @),

w (m) — u () % bdo

u(m)——u(pu)icdc

u(M)—u(&L)}b'ds,

u (m) —u (p)

Eé%r /,. u(m) —u () ads <”38‘ ' %L;%u(m)—u(%")}bdc <§’
’ .
| ~
%) ‘giL~”W”—"@%cd%<:§,
é%'/: “(m)—u(a)sa'dg <§’ i%{/[.‘,,%(m)—u(mtb’dc <§’
O ‘ o]

%L{u(m)—u(pﬁc’do <% .




86 G. Lauricella

E chiaro poi che se si prende un intorno a tre dimensioni di y,,
il quale non abbia alcun punto a comune con &, gl integrali:

Qlt'/ adc,—LJr
'Itol 27‘:01

%L, w (1m) —u(g)i ¢ ds

saranno funzioni continue di tutti 1 punti (x, ¥, ) di detto in-

torno; quindi potremo scrivere per # sufficientemente vicino a p.:

ado—zif
T Gl

u (m) —u ()

wln)—u@)|bds

(1) —u(g)%a’dﬁ < % 1

2 | =u)

(6) %—rﬁ%u(m)—u(p‘) bdc--élf—:/;
Ql_er cdo—zl—ﬂjggu(m)—u(g)

Dalle (5) e (6) risulta per » abbastanza vicino al punto p.:

1 [ 1
ﬂfcgu(m)———u(pu) ads_ﬂfc

%L:u(m)——u(p.)}bdc——-ziﬂ‘/[gu(m)——u(p)%b'dﬁ e,

i

u(m) —u(p.)s bds| < % ,

w (m) —u(p)

ddo <%.

wu(m) —u(p)tdds| < e,

u(m)—u(@)g cdc—%t
6

271:6

wu(m) —u () Sc'do ey

e quindi:

/ lim U0 =§1;f§ wn) —u(p) o' dat-2 ),

n=p, ¢

(7 ) lim V(n):—z—lg {u(m)—u(p)%b’dc,

\ lim W('n)=2—1n’£§u(m)——u(p);c'dc.

%:t.b
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Quando invece di un punto » di S si considera un punto p
di o, le espressioni (4) divengono:

U @)= —]u(m adc——jg (m) —u () { o dotu(p),
V(p) f (m) b’dc—-——f= m) —u() | b ds
W(p):%;r/u(m) c'dczzl—ﬂ/ 'u(m)—-u(p.) ¢ ds;

6 Jo

onde avremo dalle (7):

8) lim U@m)=TU (@)+u), hm Vin)y=V@), llm W(n) =W().

Similmente, considerando le altre terne di integrali delle equa-
zioni (1):
3 1
_2 L ”!
“l—m} 2 dydw om|’
1 1
L RTINS 7 Qi
1—;@3 Vo~ 2 \5y ang’
1
2 8 rdr °7)
cl—a+2, T2 Y m
1
2 | B dr O O
= 0r2 2 %20z |
1
2 s u oy
* = ata | 2 %2 9y an ’
1 1

B P Ty
cz_arzi““)”a‘;— 5 \3) >
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introducendo le espressioni:

)

U (n) =—21?j vmya,ds , V' (n) = 217: / v(m) by ds
o

v G

W'(n)=2—1ﬂfv(m)cldo;

o]

U"(n)=§1——7tf w(m)agdcs,V"(n)=—z~1; [w(m)bgdc,
s} J G

W"(n):z—lﬂfw (m) ¢y dn
G

in cui v (m), w (m) sono funzioni arbitrarie dei punti di ¢ finite
e continue, ed indicando con o'y, V1, ¢1; 5, by, ¢ 1 valori delle

funzioni a,, by, ¢,; @, by, ¢; nei punti p. di o, avremo:

’ 1 ! 1 1 A !
U(P«):ﬁf”(m)aldf” V(H)zz—ﬂjﬁ(m)bldﬁv
G 6

’ 1 ,
W(p.)=§;fv(m)clds;
6
" 1 ' ] 1 ]
U (p):—z—ﬂfw(m)azdc , V (gx)=§fw(m) by ds ,
6 e

" 1 '
W (p):ﬂfw(m).cgdc;
5

e quindi:

lim U)=0@) , lim V() =V@)+o@) , lim W =W )
n=y n=y, Con=p

lim U'(m) =T" (@) , lim V'(n) = V'(p) , lim W' (r) = W’ () +u (),
n=p n=y n=1

3. Applichiamo le formole generali trovate precedentemente
alla risoluzione del seguente problema: Date arbitrariamente tre fun-
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ziont finite e continue wu (m), v (m), w (m) dei punti m della super-
ficie 6 di una sfera S, trovare tre funzioni Q,S, T, le quali nei
punti interni alla sfera soddisfino alle equazioni (1) dell’ equilibrio
e coll’ avvicinarsi indefinitamente di n ad un punto qualsiasi p. di 5,
tendano rispettivamente ai valori u (p), v (), w ().

Indicando con R il raggio della sfera S e con 7, le distanze
contate a partire dal punto arbitrario . di o, si avra:

o2 3o (z—a)* 30( (x ;cl )2)
¢=—> &1+a)2R T8 SR R(a+2 g(l 27 5
¥ = i _ 3_0( (x—xl) (y"‘ul>§___ 1 ( 3(1 (x_xl) y_yl §

o2 2 2R# ) R (042 }
2t _Selm) ) 3<_>,u
C= 2| T2 2R# R(a+2)§ - ,
e quindi
= 1 5 1 30 (x”—-T 1)
1 l 3o (z-1) (y 1)
V= 2fcR(a+2)fcu (m)% 5 3 ; :
- B0 (v-y) (e-2)
W () = SR (2 +9) [u (m) -5 . ds .

Le espressioni:

M (n) =

-3 .
——2ﬁR~——(a+2—)J‘Gu(m).ulds,
N ( )__,____3_ (m) . v d

n =57 R (19 Gu m) . v, ds

-3
P @)= SR (@12 £ w (m) .w, do
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sono evidentemente tre funzioni finite e continue in tutto lo spazio,
che nei punti della sfera data soddisfano alle equazioni (1) del-

I’equilibrio. Esse poi nel punto p. di s divengono rispettivamente:

S S (8 /1 o\  3a@-az)
M(‘L>_27rR(a+2)jc;u(m)lro <1+§> 5 A ds
-1 ’ 3a (z—x;) (y—vy1)
N@= R\(a+2)jcu (m) 1 -5 5‘37'§ ds |
—_ -1 ) 3o (z—x,) (2—21)
P(P*)—m.jcu(m)i —5 - ds .

4. Poniamo 1’ origine degli assi nel centro della sfera S, indi-

chiamo con ¢ la funzione di Greex relativa ad S e scriviamo:

=iyl + 2.
Poiche

se le tre funziomi:
9) E=o+8&, n=1, {(=(
sono un sistema di integrali delle equazioni (1), si deve necessa-
riamente avere:
o%
2 ¢ e —
LA*¢ + (L+K) - 0
o9 8; ai)
LAy L+K);— =0
1+ LK) g, ottt
LAY 4 (L+K) e =0.
92,

Determiniamo le &, 1, ¢ in modo che sulla superficie s della
sfera si annullino. Per questo poniamo:

. o L+K ;. L+K ;o LK
C=l—gp v, d=ri—Gpnd, t=U—F7"ad
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e calcoliamo £, 7, {" in modo che nei punti della sfera soddisfino
all’ equazione A®=0 e che sulla sua superficie prendano rispetti-
vamente 1 valori:

L+K L+K L+K

o1 AY o gL Y, gAY

Distinguendo con un apice i valori che prende & nei punti
della superficie o, si ha, come & noto,

" L—l—K Ry L+K'R2~—p2 y
&= ‘4WR]“d“’""_2L P A

II_L+K Rz_(ﬁ nz'&’ .
S I v ol el

e poiché anche la funzione ¥ & una funzione armonica, si avrd

pure:
__R——p ‘}
Avremo dunque:
, L+K R-g* [(@-2)¥  ,_ L+K R -¢ @—_yﬁ_ﬁ'
=3 41:Rf B =L iR w9
, L+K R-¢ [(z-2) ¥
C—?‘I‘r"m{/ Eaatl
e. posto

(1) H_—_f-e"-dc,
GT

avremo ancora:

L+K R*-¢* 0H ., L+K R*-¢* 0H

2T 4zR an T 2L 4zR "y,

(12) &=
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Dalle (9), (12) si deduce, osservando che la funzione H & ar-
monica,

4rRO—dnpor _ LK dH

ar, L P
e dalle (10), (11):
dH

4TRI=H —[—2[)‘&5'
indi t t——v—LA i avra:
quindl, posto ~—~3L+K,S avra:
dH
(13) tHtp G =i Rtal

donde integrando:

H=C+4zRtp /‘t—lg?;dp

con C costante rispetto a p.

Per determinare le derivate di H che entrano nelle (12), de-
riviamo la (13) rispetto ad a,. Si ottiene:

z dH o dH P
+p O TP g TR g
e poiché:
deH_ o di 1 3H , & di
dp Ory,  dx, dp p Oz ' p dp’
risultera:
cH d oH e
(t+1)8_xl+ p) 551——4 Rt%?,
e quindi:
oH d oH ; O
¢ O gy &9
t+1) ¢ a%%r o 3, 4nRtpt e
ossiat

d [ o 0HY %
(14) Ch({ ax) =R g Y

)
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Moltiplichiamo ambo i membri della (13) per ¢f e facciamo
p=0: poiché si ha ovviamente:

o
() —o, (#FE) =,
( p:O paxl =0

¢
avremo:

H oH oH
= ( i+ os (par) +pi+1 5= cos (py)+p+! )
(p 3, COS R HET g cos (py) +et T cos (p2) m0

indipendentemente dalla direzione di p, e quindi:

o) ) o)
axlp 0 ayl azl p=0

Cid posto, dalla (14) se ne deduce integrando:

Paz
Pt =__It+1_9LI_:I
41th—/Oaw?p dp=1 %,

Similmente :

[} 32, aH
AnRt P ot dp = gt+1 92,
T 0 axl azl p p p azl !
e quindi mediante le (9) e le (12):
L+K (Rz &) (%)
ST BLAR) rf‘“ Jo a(i ¢ dep

— LK (R-gd)
7) - 2 (3 L+K) pt+1 axlayl P P b}
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¢ — L+K -0 R
2(BL+K)’ t+1 ax az de (1)

I tre precedenti integrali delle equazioni (1) sono funzioni finite

e continue dei punti dello spazio S, che nei punti di s divengono
rispettivamente :

5. Cid posto, consideriamo le tre funzioni finite e continue dei
punti di S e di o

4 ;o o
&L (n)= E;ij(rﬂg)jc u(m) . ds, 1 (n)= iR Eil*z)f (m).mds

o4
Ln)= ch—R_(a.—}-_Zl j u(m).Cds.

Come & chiaro, esse rappresentano un sistema di integrali delle
equazioni (1), per i quali si ha:

o+4 “u (m)
4R (@+2) )5 7o

lim § (n)= ds, lim g (n)=0, lim §, (n) =
n=p n=yp. n=
Allora se consideriamo le tre funzioni:
Q) =TUm+MMx & @),
$.() =V (n) + N (n) + n (n) ,
T,n) =W +P@+Lx,
avremo che esse soddisfano in tubti i punti dello spazio S alle
equazioni (1) e sono tali che
lim Q@) =wu() , im 8, #) =0, lim T,(n)=0.
n=p n=p n=

(*) 11 metodo che abbiamo tenuto per la determinazione degli integrali £, v, &
in parte del CErruTI (v. Nuovo Cimento, serie 3%, vol. XXXII «Sulla deformazione
di una sfera..... ») ed in parte del Somrcriana (v. Annali della R. Scuola Nor-
male Superiore di Pisa, 1887 « Sopra lequilibrio diun corpo elastico isotropo.. »).
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Nello stesso modo potremo costruire tre integrali:
Q) , B, (n), Te(n)
delle equazioni (1) tali che

lim Qu(n) =10, lim S;,(n)=wv() , lim T, (n) =0,
n=yp n=p n=y.

e tre altri
Qs (m) , S3(m), Tsn)
tali che

lim Q;(n)=0, lim S3(n)=0, lim Ty (n) =w().
n=p n=yp n=u

Finalmente se prendiamo:
Q=Q+Q+Q , S= 81+Sz+83 y T=T+T+T;,

avremo tre funzioni Q, S, T che, come & evidente, risolvono com-
pletamente il problema proposto.

In modo perfettamente analogo si pud risolvere il problema
relativo ad un corpo elastico indefinito limitato da una superficie

sferica.

6. Per fare un’applicazione delle formole precedenti, calcoliamo
i valori delle componenti Q, S, T nel centro della sfera, che per
ipotesi coincide coll’ origine degli assi.

Si ha ovviamente:

2 ) ' Sa a*
U(°>=mm/c“<m>31+“—? B P
M) =5 1314—5 e 2y

O =5 wury) “™Wlts — 3 7%

Per avere il valore di & nel centro della sfera, bisogna cal-
colare il valore di § per =0. Poiché¢ la funzione ! & sempre
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positiva, si ha:

Pa Fo [P ¥ !

0 gy 80 g, S O

fo 3 ¥ e axffo( W= 141
2

ove ?:)JZ indica il valore di a‘.; in un conveniente punto interno
Xy (41

alla sfera di raggio p col centro nell’origine degli assi; per cui
avremo:
L+K  R—p %

A TETIE (s a7

Dovendo la funzione & essere integrata sulla superficie o della
sfera, possiamo prendere, come & noto,

1
vV R*4-p*—2Rpcosy

"F:

con
Rpcosy=wnz+tyypntza;

si avrd allora:

O X —
dr, (R*-p*—2Rpcosy)’le’
P 1 (1—)°

e R*+p*—2R pcosy)’l + 3 R*-p*—2 Rpcosy)’lz ’

e quindi:

Ll @K R 1, g2
Crmo=g *3 BL+K) t+1 % RT3 R*”% '

Cid posto, poiché:

= - tE — L 3 LK

=35tk T snaxc 2T T LK
_ 7L43K _4L4K
ro=g5x 0 =3k
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5L+K °T 314K 20L+K)BL+K)
6(L+K) 3 (L+K)  3(L+K)(7TL+3K)\ *

+< SL+K  BL+K T 2aL+K) 3L+K)>E2

_ 1 f )
4 R?

3L - K)_|_15 (L+K) 2*)
2(4L+K) "2 (4 L+K) RY
Similmente si troverebbe:
1 15 (L+K) =y
1 15 (L+K) z2z ,
% () "47:R“’fcw(m) SULK) B P

onde si avra:

K) (7TL+3K
Q1(0)=—1~—fu(m)§< 4L o TL+8K _ (L+K)(7L+ )>
[¢}

ds.

19 Q= 2T i [wom s+

r

15 (L+K) 1
+3 (4 L+K) LHTV]G

%zu(m)+%v(m)+%iw(m)§ ds .

Analogamente:

_3L-K) 1
SO =5u1K) 4nR2/0” (m) ds +

15(L+K) 1 f
+2(4 L+K) 4zR?
SL-K) 1
T<°>=m‘mfc@”<m>d°+

15(L+K) 1 2w =y 2 B
+mm2fc'R?"(’”)“{*Ez”(m)—i-R—gw(m)gdc().

12 wm)+ Lo )+ 2w(m>$ ds

Se si fa =0, le equazioni (1) dell’elasticita si riducono cia-
scuna all’ equazione armonica e le formole (15), (15) alla nota
formola della media aritmetica.

() Circa all’ esattezza dei calcoli precedenti, credo opportuno far notare che
le formole (15), (15') coincidono perfettamente con quelle trovate dal VorrerrA
in un corso di lezioni di fisica-matematica, seguendo un altro metodo.

Ann. Se. Norm. 1



CAPITOLO V.

Integrazione delle equazioni dell’equilibrio dei corpi elastici
isotropi per mezzo di serie.

—————

1. Ci serviremo ora dei risultati del capitolo precedente per
dimostrare anzitutto un teorema sulle serie di integrali delle equa-
zioni dell’ equilibrio dei corpi elastici isotropi, che & 1'estensione
al caso nostro del teorema del prof. Vorrerra riguardante le serie
di funzioni armoniche. Detto teorema & il seguente:

Se le funzioni

U, Vi, Wi5 U, Vo Wi iiviivinn,
formano in uno spazio connesso S limitato da un insieme di super-

ficie 6 una serie di sistemi di integrali delle equazioni:

20
2 ==
L A?w -+ (L+K) . 0

o LA”v+(L+K)§9=0
3_1/1
L A*w + (L+K) %9 =0,
1

che coll’ indefinito avvicinarsi del punto (21, ¥1, 21), ol quale si rife-
riscono, a o prendono rispettivamente i valori:
Upy Uy Wij Ugy Vgy Wa eveocennns )

se le tre serie

® ®
(2) U=2¢Ui, V=26V;, W= W,
1

1
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sono convergenti in egual grado in tutto S e le altre tre:
L% g 2
(3) u=ziu¢,v=2¢v¢,w=2iwe
1 1 1.

sono, su ciascuna delle superficie che formano o, pure convergenti in
equal grado, le tre serie (2) rappresenteranno tre integrali delle equa-
zioni (1), © quali coll avvicinarsi di (%1, ¥1, 21) @ o prenderanno rispet-
tivamente i valori:

@ o}
§
u=z,-u.-,v= Vi, W= X;Ww;.
1 1 s iy

Infatti consideriamo le tre somme:

S, =U+Up+..... .
S =V, Vo ..., +Va,
8"y Wik Wad- oo +W,

ed indichiamo rispettivamente con R'w, R'n, R”, 1 resti delle tre
serie (2); avremo allora:

U=8+R,, V=8+R"%, W=8",+R",.

Sia (21, %1, 21) un punto qualsiasi interno ad S. Costruiamo una
sfera che stia tutta in S e che racchiuda il punto (%, 4, 2;) nel
suo interno, ed indichiamo con s lo spazio racchiuso da questa
sfera, con o' la sua superficie. Posto

b

= b= = s
as“_zx1 ’—27t’ .—275’
3 3 2
0 0= T o = T GRETD " T T EReEY
& a+4: a+4 a+4:

= GREAD Y T LReid ' Y T eRern)

potremo scrivere (v. §. 5 del capitolo precedente):

Sy 11, 21)= [

“a

(@it +8) S'ut (Bitvit0:) 8" (citwi+8) 8" up dd'
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ossia:

U (1’1’ Y1,y zl) —R’”(xl’ Y1,y zl)=
_/o'

— ] ,%(ai‘f‘”i""&i) R+ (b,-+v,~+nf)R"n-|—(c,+w,-+cf)R”’nE ds',
G .

(@t §) U @erotn) V+ (oboctt) W | dd

ovvero ancora:

Uy, Y1y zl)—f

o

‘=Rln(xh Y1y zl)“[
a

Ora le serie (2) sono per ipotesi convergenti in egual grado, per

(az+uq+?3;) U + (bvtn) V + (crtw L) W‘ dd' =
(5) '
do' .

(@t te) R+ (berotn) R+ (ertwntt) R,

T — e T

cui avremo certamente per # sufficientemente grande:

R, < o, R's < U R, < UE)

con 7 quantith arbitrariamente piccola. Inoltre 1'integrale:

dd’

/I
5ge]

& una funzione il cui valore si mantiene certamente sempre infe-

loi+ui+&) 4 [bitvitn] 4 |eitwitLi|

riore ad un certo numero finito A ; per cui avremo dalla (5) pas-
sando al limite per n=o0:

U@y, y1,20)= ./, (a+ui+&) U 4 Bitov.+1) V 4 (citwi+L) Wi do',
e} .
e per analogia:
V(xl 1 Y1y 21)=/' (a14+u’i+&',) U-—f"(b'g'-l-’l)’i-i-nl;') V—I— (c’i+w'¢+C'q-)W ds' ,
o
Wy, y1,2)= / '3(Ct"i+u".'+€"i)U-l-(b"a+1)"¢+7}";)V+(c"e+w";+¢"¢)w dd
6

-
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in cui le dy, b, ci; @', cennnnenn. s Wiy Uiy Wiy Wiy ovvivninnn, ;
Eoy iy Cis €y oivnnnn, sono le espressioni analoghe alle (4).

Poiche le relazioni precedenti valgono per qualsiasi altro punto
interno ad s, ne segue che le funzioni U, V, W soddisfano in tutti
i punti di s alle equazioni (1) dell’equilibrio ed in particolare
anche nel punto (2, 41, 21). Ora il processo tenuto nella conside-
razione del punto (., %1, ), si pud evidentemente ripetere per
qualsiasi altro punto di S; ne concludiamo quindi che le funzioni
U, V, W date dalle serie (2) soddisfano in tutti i punti dello spazio
S alle equazioni (1) dell’equilibrio dei corpi elastici.

Per dimostrare finalmente che le funzioni U, V, W tendono
rispettivamente verso le funzioni , v, w date dalle serie (3), quando
il punto che si considera dello spazio S si avvicina indefinita-
mente ai punti della superficie 6, prendiamo a considerare un punto
generico i di 5 ed indichiamo con e una quantita positiva piccola
ad arbitrio, con #y, 7"y, 7", 1 resti delle serie (3) e con s, $'n, &'u
le somme dei primi # termini di ciascuna di dette serie. Si avrd
ovviamente:

U —(p) =S — $n (8) + B —r'a (),
Vo o) =8 — &, () + R ),
W — () = 8w 5"alp) + B —r"nlp) -

Ora le serie U, V, W; u, v, w sono convergenti in egual grado,
le prime tre in S e le altre tre suc; per cui esisterda un numero #,
intero e positivo tale che per ogni altro numero » anch’esso in-
tero e positivo non minore di #, si avrd certamente:

€

T'"' (P‘) < 3 ) Vn" (P‘) <

€ mn

377."(?‘)<_§‘

' € " i " i
Relg ) Rualyg, Ru<lg.

Inoltre per le ipotesi fatte circa alla natura delle funzioni
U, Uy, ...... 3 Vi, Vo oinen. s Wi, W, ... , si avrd che le
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somme S'n, S"x, 8"» tendono rispettivamente verso le altre s'n, 8'v, 8"
coll’indefinito avvicinarsi del punto # che si considera al punto p.;
per cui potremo scegliere un intorno a tre dimensioni di p. tal-
mente piccolo che per tuttiii punti (x:, y1, 21) di esso interni ad
S si abbia:

S = (1) 8w~ 8" (1)

<§ , _g_ , ’S"ln_sl"n(p‘)1<_§_ .

Dalle relazioni precedenti ne seguono per (x, ¥, 2) sufficien-
temente vicino a p le altre:

[U-u@|<e, |[V-vw|<e, [W-w@m]<e.

Dunque quando col punto di S che si considera c¢i avviciniamo

indefinitamente alla superficie o, le funzioni U, V, W tendono ri-
spettivamente verso le altre w, v, w.

Osservazione. — 11 teorema relativo alle funzioni armoniche ed
analogo a quello da noi testé dimostrato, differisce dal menzio-
nato teorema del prof. Vourerra per il fatto che bisogna di pil
ammettere la convergenza in egual grado delle tre serie U, V, W.
Ora nel caso delle serie di funzioni armoniche si pud fare a meno
di introdurre quest’altra condizione, per via che dette funzioni
godono della proprieta di non prendere mai il valore massimo, né
il valore minimo nell’interno dello spazio che si considera, proprieta
di cui non godono generalmente le funzioni integrali delle equazioni
(1), come ci addimostrano ad esempio le funzioni Q, (), S, (r), T, (»)
trovate nel §. 5 del capitolo precedente per il problema della sfera.

2. Supponiamo di avere un corpo S semplicemente connesso e
limitato da una superficie convessa 6 avente in ogni Suo punto un
piano tangente variabile con continuitc al wvariare com continuitd
del punto di contatto, e proponiamoci di trovare tre funzioni U, V, W
che soddisfino alle equazioni (1) dell’ equilibrio dei corpi elastici
in tutti i punti n del corpo S e che coll’ avvicinarsi indefinitamente
dei punti di S ai punti m di o tendano rispettivamente verso tre
funzioni finite e continue u (m), v(m), w(m) date arbitrariamente su o.
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Incominciamo per questo a considerare le tre funzioni:

Ul(n)=§%f§u(m).a+v(m).b—{—w(m).c)sdc,

© |V, (n)=§17—rf§u(m). a1 (m) .bl—l—w(m).clg do,
a

o}

Da quello che abbiamo stabilito nel §. 2 del capitolo prece-
dente risulta che esse rappresentano tre integrali dell’equilibrio,
per i quali si ha, indicando al solito con p. un punto generico dis:

1
lim U (n)=——f
n=p. ! 21:0

lim V, (n) = —}—f
n:p: T o]

~

lim W, () = 1

n=g 211.'0

u (m) . a4 v (m) . byt w(m) . 02$ do ,

uim).d +om). 0 +wlm).c

do+u () ,

w () . drt-o (m) . Uk w () c'lg dot o (5)

[\

w(m) . dyt v (m) . byt w(m). c'2§ do+w ()3

e posto poi:

1
uy (p) = ox

o]

u(m).a’—{—v(m).b’—{—w(m).c’idc,

~

vl(v«)=§1;]c

1
wl(%"):“é’;t/;

potremo scrivere ancora:
lim U, ()= () +% (@) , lim V()=o) +o@,
n= P n= p, .
lim W, (n) =, () + w () -

n=p

w(m).d+ v m). b+ w@m). c’li ds ,

u (m) . &yt v (m) . Byt w (m) . c’% ds,
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Si & visto nel §. 2 del capitolo precedente che le tre espressioni:

¢ |ds,

wn)—u )] @ + {0 o)—o @] ¥ + o))

w(m)—w(p); ¢1| do

)= ) it o m)—v ] 21+

[
L

dy byt ;w('m)——-u/(yn)z 0'2J ds

v (m)—ov (1)

—

sono finite e continue su 6; e poiché sono finite e continue anche.
le funzioni w (m), v (m), w (m), avremo che lo stesso sara delle

funzioni :

ul(}’“)’—-z%:f’_
GL

[
w() =g f ) )

wlm-u @) @+ Jo (-0 3] 54 om0t ¢ |dsrup)
J

!

o)+ cljdc—l-v(p.),

o ()0 @) Bt ()

( w(m)—u () o'+

1
wy(p) = o
o]

w(m)—w (p.)} cy [dotw(p) .

v (m)—v (p,)é Vot

Mettendo nelle tre precedenti funzioni wu, (1), v (1), w, (1) la

variabile m in luogo della variabile p, si avranno tre funzioni:
u (m) , o (m) , w (m)

dei punti di o, della stessa specie delle funzioni date w(m), v(m), w(m).
Possiamo allora mediante queste tre nuove funzioni formare
tre espressioni come le (6): .

Ug(n)=2%t/$ul(m).a~|—v,(m).b—|—wl(m).c}dc,
o

ds ,

V., (n) = 2—1—&f§u1 (m) . ay+ v, (m) . b+ wy, (m) . ¢

W, (n) = 237_:/\:% (m) . @y v, (m) . by~ wy (m) . ¢} do;
5
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ed allora, posto:

w) =g |

~

nl) =5 |

Jo

’wz(l“‘):%f
: (o]

avremo similmente:

() . d o, (m) . Y+ (). ¢} ds,

Uy (m) . all+ (% (m) . b’y‘i" w; (H'l) . C’lg d@ N

wy (m) . dyt+ v, (m). by w, (m). c’zs ds ,

lim Uy(r) = ws(w) (12, Him V() = wgp) 01 (1) , HmW() = () 201 ().
n=p n=p n=p

Cosi seguitando verremo a formare una serie di sistemi di in-
tegrali delle equazioni (1):

(7) Uy, Vi, Wy U2, Vo, Wy U37V3s W3

.........

e tre serie di funzioni finite e continue dei punti della superficie o:

Uy Vy W5 Uy Vry Wy Ugy Voy Way Ugy V3y W33 o vnevnnne

per le quali si ha:
tim Uy(0) = )+ (), i Vi) = 04() +0 (), Lion W, () = 204(p)+20 ()
n= n= n=

Lim Ug(n) = ua(p) +ua(pr) , lim Vi) = wy(p) +0, (1) , im W () = o) +20,(10);
n=p 7= n=

Lim Us(n) = ws(1s) + (i) , im V() = 03(p) +04(p) , Lim Wi () = 205() +205();
n= n=p n=y

.....................................

Mediante le funzioni (7) precedentemente costruite formiamo
le tre serie:

U= {0, =00 | + JUs (00, 00) | +

®)

.........

V=4V 0—V.0){ + Ve 0~V () L+
(w=bmw—wm&+bmw—wm&+
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le quali coll’avvicinarsi indefinitamente del punto » di S ad un
punto qualsiasi p. di o tendono rispettivamente verso le altre:

@)= @] + Je) @+ e

9) iv (1) —vs (p.)z + 1oy (1) —v, (p)} R

o @)~ )] + )= @ 4o
Indichiamo rispettivamente con G, G, G, ....... 1 massimi
dei massimi e con K, K, K,, ....... i minimi dei minimi delle

terne di funzioni:
u (m) , v (m), w (m;
w (m) , v (m) , w (m) ;
up (m) 5 va (m) , wy(m) ;

...............

e chiamiamo A una quantity positiva minore dell’unita. Suppaste
vere le disuguaglionze:
GQ _<_ GS_I ) KS 2_ KS——-I b

(10) (s=1,2,8,.....0)
G5 — Ko < MGy —K; ),

si avra evidentemente:
G, — K, <) (G—K),
Gg —— Kg S )\2 (G—K) ?

............

.............

e quindi:
lim G;= lim K;,=C,

§= 00 §= 00

dove C & una determinata costante.
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Inoltre, poiché per qualunque punto p di o si ha:
Gr = ur () K, < Kr-{-l < Urqs (P‘) , K, < K1‘+2 < Upg2 (}L) ’

G’r 2 Uy (}L) N Kr S Ka'+l S Vrqa (P') ) KT .g K"+2 S Vrge (P«) ’
G >w (), Ke <Ky Sy (1), K < Kpgpe <y ®),

avremo evidentemente:

Lty () — 2y ()] < G —K, <N (G—K) ,
| or () — orga ()] <V (G—K)

o ()= ()] <N (G—K) ,

|ty () — g ()] < 6, =K, <V (G—K)
|07 () vrge (W] < N (G—K) ,

0, () —rge ()] <N (G—K) .

Si ha quindi:

(11)

|ty () —thygn (M)] . | @ | 4

1
I Ur+1 (n)— Ur+2 (n)l < on '[cs‘

) =) B -0, 01 | 0
<M Mo 140+ 1e]

A(G K)

ds,

| Ve 0)— Vi ()] < %‘ 1H‘“’1|+|CI\$ ds,

r(G—K
(Weas 09— Woea 0] < 5 [ Hlaa] 4 [t + ] 2.
9}

Ora dalle espressioni stesse delle a, b, ¢; a1, by, €15 @y by C2
risultano ovviamente le seguenti disuguaglianze:

. B o 2
la‘afg’zilbl<6_7lcl<6 anv
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E)l al 3}_

] <2 T |b|< <3
U< o3 B<g g lal<§ 5
1 1

3~ a— 2=

B "r _ B "r
Iazl<€87 |b2|< ’ |02|KF“37,

con B quantitd positiva e finita. Possiamo dunque scrivere:
| Uppa (0)— Upye )] <V (G—K) B,
(12) | Vigr (0)— Ve () <NV (G—K) B,
Wy (1)—Wge ()] < (G—K) B
e poiché la serie:
BG—K) (142 22424 ..... )
& convergente, le tre serie (8) saranno certamente convergenti in
egual grado in tutto S.
La convergenza in egual grado delle (9) su 6 risulta poi dal-

Iosservare che per le (11) le serie dei valori assoluti dei loro
termini convergono come le serie:

(G—K) (122 x .. ... ).

Osserviamo finalmente che le serie (9) hanno rispettivamente

per somma:
u@p) —C, v(@)—C, wp)—C.
Dai risultati precedenti segue dunque in forza del teorema
del §. 1, che le funzioni
U+C, V4+C, WHC
formate mediante le serie (8) rappresentano tre integrali delle equa-

zioni (1), che risolvono completamente il problema proposto in prin-
cipio di questo paragrafo.

3. II risultato del § precedente dipende essenzialmente dall’a-
vere ammesso le disuguaglianze (10). Ora queste disuguaglianze,
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potendo pure sussistere senza limitazione alcuna riguardo alla na-
tura dei coefficienti delle equazioni (1), noi le dimostreremo
soltanto per o quantith negativa e convenientemente vicino allo
zero. :

Avvertiamo qui che, come risulta dall’esperienza, ¢ ¢ una quan-

tita sempre negativa, che pud variare da —1 a -——% (Y); per
cui quando il limite inferiore dei valori che pud prendere a, per

la validity del metodo precedente, supera — — , il problema ri-

2
soluto non corrisponde effettivamente ad alcun caso di corpo ela-
stico isotropo, come feci notare nell’introduzione.

E noto che la superficie convessa 6 si pud sempre scomporre
in due regioni (ciascuna formata anche di pil pezzi) diverse
dallo zero e tali che una funzione finita e continua dei suoi punti,
la quale non fa infinite oscillazioni (%), sia sempre inferiore ad H
sulla prima, superiore od uguale ad H sulla seconda, essendo H
la media aritmetica del valore massimo e del valore minimo di
questa funzione.

Cio posto, siano o, e o', le due regioni in cui viene scomposta 6

Gt Koy
2

in modo che, posto = H, la funzione us_; sia su o,

inferiore ad H, su o', superiore od uguale ad H; similmente siano
6, e 6y due regioni della superficie o tali che 6,0y =10 e che

ar—b? 1

. . o= _ 1
(1) Infatti si ha a= 7 349

in cui % & il coefficiente di Pors-

soN, che & sempre compreso fra O e % (Vedi: SomreriaNa, Annali della R.

Scuola Normale Superiore di Pisa; 1887; §. IL. — Tratiato di Elasticitd del
Cresscr; §. 16; Nota del SaINT-VENANT.

(®) II metodo che siamo per esporre, come quello del Neumann relativo
alla risoluzione del problema di Diricmrer, fa difetto nel caso che le fun-
zioni arbitrariamente date su ¢ facciano infinite oscillazioni. Per il problema
di Diricarer il prof. Vourerra ha dato in un corso di lezioni di fisica-mate-
matica il mezzo per togliere tale eccezione.
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su o, la funzione v;_; si mantenga minore di H, su ¢, si mantenga
invece maggiore di H od uguale ad H; e finalmente siano s, e ¢'w
le due regioni in cui viene scomposta ¢ in modo che la funzione
w,_, sla su o, sempre inferiore ad H, su o', sempre superiore od
uguale ad H.

Indichiamo poi con p,, p, due punti genmerici di o, e con
doy oty Cors @' y Oy € @y Uas Co € dop, Vogy (oo g, b1z, €123
@y, U'aey €y 1 valori che le funzioni o, ¥, ¢'; a1, by, 1 o, b, €
prendono rispettivamente nei punti f, ps.

Poiche, come abbiamo osservato, si ha sempre 0 >a > —1,
la funzione &' sard sempre positiva, onde potremo scrivere:

1 Us_y (m) . &y do < ;Ifam dc—]— Gy [a’o, ds =
Oy Cu

2w,
._(i“‘: fam dc—I—Zfa'de +%fc;a'old°,
——fu,_l (m) . o dc> /a02d0+ faogdc—
= G faozdc+ /a’ozdo+2fa'ozdo ;
4dn g 4n o\ o

w u

e poiche [a’ ds = 2=, avremo:
o

o

1
2 ﬂ/us_l (m) am dc < Ga_]_ (Gs—l s—l) 4: fa 01 do ]
(13)

1 .
ﬂfus_l (m) . a’og‘ dc 2 Ks—l + (Gs_ s 1) 4 faog dd .
o]

La funzione &' & su 6 in generale ora positiva ed ora negativa.
Dividiamo allora la superficie 6 in quattro regioni w,, we, o', 'y
tali che

o, 1 w=0, , o) 4 oy =4d,
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e che inoltre su o, ed o', si abbia by > 0, su w, ed ), si abbia
invece 'y < 0. Cid posto, avremo certamente:

1 f H g Ks*l ’ G’s_l ",
= [ vsa(m). dcg—/bmdc—}-—/ Vods+ ndo+
27:6 ! o 2 o, 27 - 2 o,
— | Uy do;
2 717le2

e poiché

f b’o] do = 0 5
o]
sara ancora:

G"‘ - 73—— ’ (
(14) é—fvs_l (m) . bold < _TJEL?OX(;ZG_ bmdc§=

Wy

GS—-I - Ks—l [ l b’01 I dG

PN

o)+,

* Similmente dividiamo la superficie 5 in quattro regioni e, &,
¢y, ¢, tali che

ate=0 , ¢ + gy=0d,
e che inolfre su ¢ ed &) sia b, > 0, su ¢, ed ¢, sia invece &'y, < 0.

Si avra allora:
]. b’02dc+£fb'02do+Efbloedc+
2z 27 /.
&1 ) €

, K,_
ﬁl%—l(m)-bozdcz 5 -

e quindi, poiché:

fb'md0=0,
G
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si avrd ancora:

1 ! Gs—l - Ks—qg / /’. ) )_
(15) 2_7:[:”3*1 (m) . Voo do > T 6,21)02 ds — [ Vypds!=

Jo o

G — Ky

= | Uy do.

!
ate;

Analogamente, se si osserva che ¢ non ha su ¢ in generale
sempre lo stesso segno, e se si indicano con v;, v, V1, Ve le quattro
regioni in cui viene divisa 6, in modo che v;+vp = 06w, vV1+Ve =0
e che su vy, V) si abbia ¢y, >0, su v,, v, si abbia invece ¢y <0,
e se indichiamo poi con py, pg, 1, 'z le quattro regioni di o tali che
prtpe=0w , p1+py=0w e che su py, ¢ sia ¢y > 0, su ps, ¢ sia
invece ¢y < 0, avremo:

1 , Gs_ K,
5 Ws_y (m) . €y ds < 1/ |001| ds ,
o}
(16) Vi,
1 Ge,— K ,
7.,:/‘ws_l(”’&) 002d5>‘“*‘3*1—4“7t—‘i‘1f | €] do,
Ve Pl"‘{l’z

Dalle (13), (14), (15), (16) si ha finalmente:

G‘s_ —Ksh N / J
s () <G5y — —14_7"_ “'”“15[“01 ds — /l Vol ds— l ol do
Oy

‘ o140, Vitve
Go~1 S-—-l !
(92)>Ks—1+ f‘loz ds —“/‘lbozl do —flcoel dﬁ;
g1+es prp'e

17

Us (1) — 1 (1) < (Ghsm—K,y) [1 o 4%3/‘ do do + / T do—
Jo, o
~——f|b'01|dc——/|b02\ dc——f’cmldo—— / ICOQIng}

o' 4o, e +ey Vitv, Px+{4
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Nello stesso modo si troverebbe:

2a(p) < G — GS-‘;—KS———‘ﬁ f By do — f ] do — f N do
Oy

7]1+7]2 g,+¢,
Grsy — Ko ,
v (0g) > Ko+ L in lg_/-bm do "“flaml do “"f‘cu‘ do
C1+C2 )\1+)\'

1 ,
() —0s () < (Gt —Ks) [1 - H{“‘f{dll!dg_ [lam(d"'*‘
it T+l

—I—fbndc—i— bwdc——— ) dc—j '] do ]

g+, MM

(18)<
u/u(pq) Gs_q ‘ 1 Cg]_ dc _‘flagll d"’ —flb gll dcg
T4, BB,
G K, ,
we(ig) > Ko 1+ 1 p— 1%/022 do ——flanl do — [ |V dc%
Ow TH'e 0140

W) — 105 () < (Gsr—Ksy) [1 ——<——- f |&a|do— [ |a'ss| do—

T+, T
_._—/vlbgl‘ ds '—f[b'ﬂ:dc + (521 ds +f022d0 }
BrBe 8y+0'
dove 1, My M1y M2s Ca Coy 1y Cos &y &y €1, 85 hay Dey Niy Wi
Ty y Toy Thy Tas eovrvonan hanno un significato analego ai simboli
O, Oy, 0], Ot ool

Ann. S¢. Norm, 8
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Poiché i punti ., pe possono essere due punti qualunque di o,
avremo certamente, come risulta dalle (17), (18):

G,y — K,
GséGs—l— 147: 1?/(101 do —] Ib()l! ds — |001! dc%
('-)1+U~)2 V1+V2
O — K ,
Ge < Gy — 14? % by ds —ffaul do*f|011|d5§
7]1"'7)2 g+é,
G K,
Gy < Gy — o ] o do —/ || do —fibﬂl do%
Tl+t2
Ks Z Ks._l _+_ s—l Kl—.lg\/'a(ﬂ do _flbozl dc '—"ftCogl dcg
etey pr +'s
K, > Koy + Goa — Kaﬁl; ylz ds — la 12l ds —f|c 12| dﬁg

Rt AN,

Ks~
KS/I{S 1+ 1[622 do —f|a22| do —f|b’22| ddg

THY'e Oty

-

Gy — Ky < (Go—K,_y) {1 — 11;:3 / dods 4 | dopds—

(Yo} m
_/lb’m| do ——f]b'm[ do ——/ |l do — [1002] ds ﬂ
'+, eHes Vv, prp'e
Gs — Ks _g ( $—1 ——-Ks_l) ; /Ia11| do —-—fl(llz| do +
Y 40 L,

—}—fb,l ds + b’p ds — f|c“| ds — /lcwf ds %J

VE +E, N
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Gy — Ko < (Gomr—K,) [1 % [ ldy| ds — / |d/sa] do —

7+ Y 3

__J [b’21] do — [ Uy ds+ 02, ds +]022d0 } .
O+,

.
Se facciamo a=0, le espressioni precedenti si riducono alle
altre pit semplici:

71
s G [

13 { a% f 8717 g
1 2
G Ko< (oK) |1 ) | o+ | SRl |

(0140, =0)

dove 7, 7, sono rispettivamente le distanze contate a partire dai
due punti p, pe; € quindi si avrd:

Gs é Gs—l k] KS 2 KG«I [}
G —K, < (G5 —Ko)

dove, come & noto, si ha A <" 1.

Le serie (8) ¢i danno in questo caso tre funzioni armoniche,
che prendono sulla superficie ¢ i valori arbitrariamente dati
u(m)—C, v(m)—-C, w(m)—

Se & a0, affinché siano verificate le (10), deve verificarsi una
disuguaglianza almeno per ognuna delle seguenti tre terne di di-
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soguaghianze:

! - -~
(‘ f; “I()l ofr — '_! 11)’01 s ———/ I"'(ll s )
',) T T, NV,
(19) \ / Uy ds ——j ldy ds — | dnlds >0 .
Jva ' Jer
° 1t &r+ée
f0'21 dc—f 21] d°>0
* Ow 'Cl+r2
aog ds -——flbogl do ——flcogl ds >0
€1+62 pr"pg
(20) fb’m do — [aml ds ———f‘c,g| ds >0
C1+C2 1+)\2
fc’n do —~f|a’22[ ds— [ |ty do >0
1 e 81+
fa’01d5+ ,a'ozolc— |b’01]d<3—f[bozlol5— [[601[d6~flﬂoz| ds >0
Ou Ou “ 0w, &€y Vitv, prtp's
(21) /b'll do—+ ,6'12 dc_flallldc_/[al2ld5—flclll do— | |¢ds >0
% O Wi+, Gy §+ ANy
fc2l d0+f022 dc——f|a2,|d0—— /Ian!d”— Ib'2lld5"flb' |ds>0,
I T+, TrHY' Bt Otdy

le quali divise per il fattore positivo

R poiché o & negativo,
si possono scrivere:
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3 1 . a\ al
’: " J- . " R ?v ; , 31'1 " q- L
<, on ST e dn 2., Qx on
1 1 )
. Q a Q ~
b3 X S dn T n 3 Qo
i K 2'/’0)1+0\9 Qe Qyl 2n 7+ 2 //ﬁ_/?!@x 2| an {\ 0,
\/ o \/ 0, 3f -
_1 _ ~l . 1 1
(191)~o., ndd+aecp8n do 2 c.,( ) Snd +
E/ ah 871 f 87’1 arl ;‘:. (
t 2y ey 2 on %t Y 3 an )20
f 9717 S ar f or 91
._1 l . 1 1
Gio ON do + o ? Ouw 37 d cw<3z> o ds +
| /
3 or, or oy | T
! B ity _’. 1! bl Bt __1 ~ .
' + r, 02 Oz Sn " do+ az ay on SZO’
[herda-sie
won , 4o 4= n o +
97‘2 37'2 7'2 f 372 97'2 72
+ f ax | on do + am %2 d S 20
fa S/a: SJA or, al
2 2
eoy[ " et “3 °<97> w et
1
oL
3 / 8)28)*2 T+ 3 f Oy Ory| 7y
+ = do + — 2 Ede\ >0
2475 1, dy 92| on 2V 4t oy dx| om )
[’ 1 s 81 a1
7p f Ty f org\? 7y
+ Oy dG T ( o7 8% do — 2 <8z> n do +-
1
3_
3_7;2 3_7’2 _7 3 / 87'2 37’2 7 N .
+ f on dc+2 43 3z dyl doy = 0;




118 G. Lauricella
1 1 1

jfa—- by \fa; /37 -
| L 2 _
Gy N o+ G 3 dg_l—a( Snd + o'y On ds

f( / or 0 1]: f or r
- 1 1 2 2
Ou <3x> D ds o“<ax\> n do +

-

3

3 or, 97'1 7 / 107y 07, rz
+ 2/m'+w dx dy ds + tax 3y
3 or, Srl f org 7"2
f Sx % d 5+ 393 % d S> 0,

f@— av- g[a— 3;
qvand+oa°'( d+ d_

31
Sf AR f or, r2
2 (5) 'a?ad ( )a "
(21 o1
(")71 37’1 71 ar2 a72 7y
+ f (. by 2| 3u &ty oy 32| an
a1
or, or 3 o, Or
+ f 1 1 ld _}_ f 2 2 2d$\>0,
o aJ dx | n C +, dy ozl o
[T
1 2
Bn ds+ _Md +U da + do —
1

=
97'1 / 37‘2 (2
/C:w< > Sn 6 <az mn do +

or 371 / Ory O 1
+ [ﬂ 2 ox dc + E)z ox| on ds +
3 f o, on f or, ory|
+ 4B, % oy &+ +3, 3z dyl on do\ > 0.
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Per cui se, scomposta comunque la superficie s in tante re-
gioni finite e diverse da zero o, 0,; o, 6,; o', o', tali che
0,40, =7 ,+0, =3"+0", =, accade che, scelti convenientemente gli

assi, le espressioni:

1 1 . 1 1
90— f 0— 9= °0—

B 71 a' 1 2 7 / 37'1 97'1 7‘1 3/ arl 3) 1 7'1
/clan do— cl<ax> et NCEE w Pt J 0y 87 82 w
1 . 1 1 1

90— 29— Q= 0~
2 —?/ aL? 7y 3[ ?_1‘2122! T 8/ Oy O1y 7y
0,0 do 2 02<9x> mn n 2ot eey 19 OY f on oty 33? 3z | on da,

fa_ 31 3 A 91 3f s O,
1\" " o2\ T2
5 do + 0s an <3x> on - do 206, <8x> on do +-

L on

f or am] 7'1 f ory 97‘2 '2
do — —do
o 0, ax aylan + e te o Sy +
. 1
or or r ory am
_i— >/ 1 1 1 + f vr2 Ve T2 d
V g dx 0z prtps Qx 92

! ! ' !
g‘ﬁx‘l‘wz:% , 0o, =0, ; ete=07, -1+52—007§
) ] N ] ' (]
Wtve =01 , Vi+Vy=0, ; mtpe=0,, p1tp2=0,

sono sempre nulle o negative, avremo che una almeno delle (19'),
una almeno delle (20) ed una almeno delle (21') saranno certa-
mente verificate per tutti i valori negativi di «, qualunque sia il
valore intero e positivo dell’indice s; e quindi le (10) varranno
per tutti i valori interi e positivi di s e senza alcuna limitazione
riguardo ai valori che pud prendere o. Nel caso contrario le (10)
varranno certamente per tutti quei valori di e, i quali mantenen-
dosi tra 0 e — 1 sono superiori a tutte le espressioni della forma:
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_ A
B b
dove:
1

-
T2 7’1
f o P B“/ do +

1

- oL
o\ f org\2 1y
+Js, an —§~/c;<9x> m P o)\ o an do +

3 [\ 37‘1 37’1 /‘ 37‘2 37’2 T
+3), o, % 3y d+ o 3y and°+

91‘1 % f ory 97‘2 Ty

+ f ox d= do+- aa: 92| an

Vi,
che sono finite e negative; e maggmn od uguali a quelle delle
espressioni delle due forme:

/ al
f—ﬁdc

oL
/ f 8r1> f or, ar, - et 3 f ory 31‘1 n
o an cl< an aa* Ayl on Sa, 32
9_.
5 5;; dos

1

1 1 1
9 a- 9 -
Ty ___§/ %)2 Ty §f Ore Ory| 7y 3 [ Ory Ory| "1y
osan P 9s <ax a0 ot D Pt 8, 4 80 32|00 n

2

che sono pure finite e negative.

Quantunque il limite inferiore di o non venga cosi fissato, pure
possiamo dire che, essendo 6, e o, sempre diverse dallo zero, il
problema del §. 2 per o quantitd negativa diversa da zero ed ab-
bastanza piccola in valore assoluto, ossia per a® abbastanza vicino
a &% si risolve sempre con le serie (8).

———————

1



