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Il problema del moto di un ellissoide fluido le di cui
particelle si attraggono secondo la legge di Newton, deve la
sua origine alle ricerche di Maclaurin sulle figure di equi-
librio di una massa fluida omogenea. La sua ragione di
essere bisogna ricercarla poi negli sforzi fatti dai geometri
per dare una spiegazione della forma attuale dei pianeti,
partendo dall’ ipotesi che inizialmente si sieno trovati allo
stato fluido.

Maclaurin trovo che U ellissoide schiacciato di rivoluzione
¢ una figura di equilibrio di una masse fluida omogenea,
e Jacobi dimostro che tale poteva essere anche un ellissoide
ad assi disequali, purche fra questi assi si verifichi una
certa relazione. Queste due figure di equilibrio furono soggetto
di studio per molti matematici.

A Dirichlet (1) pero spetta il merito di avere esteso gran-
demente il problema trasportandolo dal campo della idrosta-

“tica in quello molto pin fecondo della idrodinamica, per
cut Riemann che, dopo Dirichlet, ¢ quegli che ha spinto il
problema pit innanzi, in fondo alla sua memoria (*), par-
lando del lavoro di Dirichlet, ha potuto dire trattarsi del

(Y) Journal von Crelle. Bd. 58.
(%) Nachrichten von der kinig. Gesoll. der Wiss. von Gottingen. Bd. 9.
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“ schinen Gedankens ....... mit welchem Dirichlet seine
wissenschaftliche Thitigkeit gekront hat .

Dirichlet dimostro infatti che un ellissoide di fluido omo-
geneo puo muoverst in guisa che le coordinate di un suo
elemento ad un tempo qualunque restino funzioni lineart delle
coordinate iniziali e con grande eleganza discusse tutti quei
casi in cui la forma e la condizione di movimento si con-
servano simmetrici rispetto ad un asse. A Riemann invece
st deve la vicerca di tutti © casi in cui U ellissoide conserva
costantemente la stessa forma.

Oltre ai due lavori fondamentali di Dirichlet e di Rie-
mann a cui abbiamo accennato, lavori di interesse si devono
a Dedelind (1Y), Brioschi (%), Pudova (%), Betti (*), Basset (°).

1l Padova fra gli altri si propone di “ coordinare in un
sol corpo © resultati ottenuti , precedentemente, di dar loro

~semplicita e  di svolgere il caso in cui periodicamente U el-
lissoide riprende la stessa forma.

Mi sembra pero che al modo tenuto dal Padova la lim-
pida idea di Dirichlet venga offuscata.

1o mi sono proposto a mia volta il problema del Padova,
servendome du tutti ¢ lavori precedenti, non escluso quello del
professore testé menzionato, alla cui cortesia devo diversi
schiarimente sul problema. Non staro ad enumerare tutto
quello che di diverso o di nuovo o avro potuto fare, poiché
questo risulta facilmente dal paragone con ¢ lavori prece-
denti. Mi permetto soltanto di sperare che sard perdonato
al buon wvolere, se anche lo scopo non sia stato raggiunto.

(1) Journal von Crelle. Bd. 58.

() Journal von Crelle. Bd. 59.

(®) Annali della R. Scuola Normale di Pisa, v. 1.
(*) Annali di Matem. pura ed appl. S.II, T. X.
(°) Lond. Mat. Soc. Proc. V.



CAPITOLO I.

Introduzione cinematica

1. Consideriamo un sistema continuo il quale si deformi in modo
che le coordinate di un suo elemento ad un tempo qualunque siano
funzioni lineari e omogenee delle sue coordinate iniziali. Indicando
allora con x, y, 2, le coordinate di questo elemento al temppo ¢
qualunque, con @y, %, 2, le coordinate dello stesso elemento al tempo
iniziale {;, si avra:

T ==y Zo ~+ Gy Yo + i3 2o
(1) Y == g Ty~ Gy Yo + A 2,
z=a31x0+a323/o+“3320 ’

dove le ay;, g, ... Gy sono funzioni di ¢ che per t=f%,, dovendo
essere ¥==x,, y==lfo, @==2,, hanno i valori

G =0Op=0p=1 , Gp=0ag=.....=0a3=0.
Poniamo
230 (251 )3
D=| ay, Qgs Qo |
as; Q32 Q33
w

B chiaro che D non pud annullarsi durante il continuo de-
formarsi del sistema e poiché il suo valore iniziale & 1 sard sempre

Ann, Scy Norm. 1
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D>>0.

Se ora con ay; indichiamo il minore complementare dell’ele-
mento a; nel determinante D, avremo con la risoluzione delle (1):

Dey=onx-+tony +os2
2 Dy,=opx+ tpy + o5 2
Dezy=opztouy + o2 .

Queste formole (1), (2) stabiliscono fra la configurazione iniziale
del sistema e la configurazione di esso al tempo #, quindi anche
fra le configurazioni corrispondenti a due tempi qualunque ¢ e ¢,
una corrispondenza biunivoca e continua che in geometria si suole
indicare col nome di omografia affine.

Dalle note proprietd di una simile corrispondenza ricaviamo
subito che:

— Le particelle situate in un piano restano a qualunque tempo
in un piano; le particelle situate in una quadrica restano in una
quadrica della stessa specie.

— Le particelle situate in piani paralleli restano in piani pa-
ralleli; le particelle situate su due quadriche concentriche ed omo-
tetiche restano sempre su due quadriche concentriche ed omote-
tiche .

Per es. le particelle che all’istante iniziale erano situate sul-
I’ ellissoide

5

ap

2 2’2
+E+E=1

s

al tempo ¢ sono situate sull’ ellissoide

-

(dux+a21?/+°'-312)2 (0‘12x+°‘22?/+°(32z)2 (dlsx‘l‘dza?/—l‘dasz)? e
+ + c2 — =D

2 2
@ b3 0
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e le particelle che all’istante iniziale erano situate sui due ellissiodi
omotetici e concentrici:

5

a U, B % 2
g < R — Exy — =N
ag + bg + cg bl ag + bg + 2

al tempo ¢ sono situate sugli ellissoidi omotetici e concentrici:

(0@ +-29y-+0512)° + (omp—+ Slgaty 1 01502)° + Cﬂaw +olegy +0t552)° =D
&

a3 bs

(gllx+ oo -+022)* + (oa92-otgpyy—013p2)° + (o152 0a5y-01552)° — ¢

aj b &

— Il rapporto fra i volumi corrispondenti a due tempi qualun-
que tet & costante. L'elemento di volume dS che al tempo ¢
corrisponde all’ elemento dS, = d, dy, dz,, considerato nell'istante
iniziale, se con (dz, dy, dz), (d«, dy, d¢'), (dz', dy', d2") si dino-
tano le coordinate al tempo ¢ dei punti che nell'istante iniziale
avevano le coordinate (dw,, 0,0) , (0,dy,, 0) , (0,0,dz), &
dato da

de dy dz an dxy o dy, g dz,
dS=|de dy di | = |anydw, andy, andz | = DdS,.
de'  dy' d?' as dx, s dy, as dz,

Quindi il rapporto fra i volumi corrispondenti nel tempo iniziale
¢ nel tempo ¢ & dato dal determinante D, onde

(8) . D=1

& la condizione affinché il nostro sistema possa essere considerat o
come un fluido incompressibile. Nel seguito supporremo sempre
verificata questa condizione.

2. Dalle (1) si ottiene per le componenti della velocita di un
punto:



dx

Ux-—-d—t—-

_ Y _
=dt

dz
at

(4)

Vy = —

O. Tedone

dau dam da,

o+ —%zo

Yo +

ola;,l

0+da22 0+dan

da3l dasz

da.
dt 0+ dt 0+ 33

e per le (2), tenendo conto di (3), anche:

Ve =02+ By +Bs?

(5) Oy =Pa® 4 By + L ?
”8=lex+f332?/ + sz,
dove:
o, da da da av, da da. da
@11=a oy dtu+ 12 d12+ 13 d; y Ba=ar=oy dt21+ 12 d22 O3 d;
! v, da da da 31), da. da da
lﬁl? ay = O dtn+a22 dt12+ 23 dtm ] B22 / O.oy dtzl 22 dt22+”23d—t23
_ 3?)1 dau dalg dal;; avq} dam dagz ("(123
b=, dz I di o 52—dt—+ B Pes = % e dt toa dt oy dt
(6) ) J
v, da da o
B31 - ax 23%} dt31+ 12 dt32+ 13 dt33
v, da da da
‘332"—" ay Oa1 d:l‘l' 22 dt32+ 23 d:3
v, _ da da da
P 52 30 =g Towg Tow g -

La (3) stessa, tenendo presente la nota regola per derivare un

determinante, ci da

@ d

2 — Bt B =

av,

+ M,

+az—

31),,
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Questa relazione, che & un’altra forma della condizione di in-
comprensibilita, per ¢=f,, ricordando i valori delle a; in questo
istante e 1 conseguenti valori delle o; e delle By :

Oy =o0Ogp=0g=1 , op=0p=...=05p=0,

_ (o — (e — (%
pll__(dt )0 ’ 322_‘<W>0 ’ BSS““<W 0 )

dove l'indice o al piede delle derivate indica che le quantita che
ne sono affette devono prendersi per ¢=f,, diventa

@ @)+ (@), + (=

3. Mostriamo ora che ogni movimento il quale possa essere
rappresentato dalle formole (5) pud essere decomposto in altri due
movimenti pitt semplici. Per I'uno di essi il sistema rota come un
corpo rigido intorno ad un asse istantaneo passante per 1'origine;
per I'altro invece le componenti della velocita secondo gli assi
coordinati sono le derivate di una stessa funzione delle coordinate
del punto, a cui ci riferiamo, rispetto a queste coordinate; esso con-
siste in tre dilatazioni del sistema secondo tre assi ortogonali.

Le formole (5) possono scriversi infatti:
1 1 1 1
V=0 +E(BIZ + ng)y —+ 5(313 —I—QSl)z +§(313_ﬁ31)z_§(@21—612)y
1 1 1 1
7’1»25(921 +Be 4oy + 5(@23 +Bs)e+ “2‘(521—@12)95—5@32“ Bn)2

1
U=y (Bar {—Bw)x—ké—(psz—{—ﬁﬁ)y +Bu2 +% Bo—Ba)y— %(613'— Ba)

e se poniamo:
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Bre=pfn = ";‘(5124—521) == L f 3'04-_}_ 3%) T= (psz By) = _<a_7)z _ 3_%)
’ ) 1 y x ) :
(8) 0 =P = 5P o) = %(2%%) L= —12—(&3 ) = (2 J’ﬁ)

Ye=Puz+ By +Buz , e=%Xz—py
Yy =Fa®+Bny+fuz , Vy=pr—nz
Vo=Fn2+ Bny +Bse , Vo=ny— L,
avremo evidentemente:
Vo=V, +2 , vy=0,+ , v.=,},

Tl movimento pel quale 4", ¢y, ¢, sono le componenti della
velocita di un punto & precisamente una rotazione del sistema,
come se fosse rigido, intorno ad un asse passante per 1'origine e
le cui componenti sono =, X, p.

In quanto, poi, al movimento pel quale le componenti della

velocitd di un punto sono ., vy, ¥, si vede facilmente che se
si pone

9) o=y (Be* +Butf + b 2+ 2fn y 7 4 2fn 2@+ 2nzy)
sl ha:

’ _aQD ] __?_C_P ’ _a(P
Vg =+ Q)y—ay, ?)g-——a—z.

Di piu & noto che possono trovarsi tre nuovi assi &, #, 2 tali
che la forma ¢, riferita ad essi, diventi

9" 2o =ad® +By*+ 1%,
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per cui se i coseni di direzione dei nuovi assi rispetto agli anti-
chi si indicano come risulta dalla tabella seguente:

‘ Yy 2
;:: o 0y O
y| B B B
i T2 Ts
avremo: .
d 9pdx | Opdy | Ik

a  w o ay or' +3 9z or =02 =0 o4y b+ e ="

op apax dpdy 2., . C
é? o oy ay ay/_l‘az 37/'—"@?/_vxa2+”?/pz+?)z’{2-—?)y:,

3  Opdr |, dpd
o= +aZaZ+§az 12 ="Vt Yy Byt =0

Quindi:

Vp=o0x , v,=0y/ , Vy=172

sono le componenti della velocity di ciascuna particella secondo
gli assi , ¥, & e la loro forma dimostra, appunto come s’era
enunciato, che il movimento consiste in tre dilatazioni secondo
tre assi ortogonali. Un movimento di questa fatta si chiama un
movimento o potenziale e ¢ si chiama il potenziale di velocita.

Se mnella espressione (9') di ¢ si sostituiscono per &, ¥/, #
i loro valori in funzione di 2, ¥, 2 e si identifica il risultato con

I espressione di ¢ data dalla (9) si trovano le seguenti relazioni:

ﬁ,l—aa+ﬁag+7a3 y Po=aBin+BBrt1B7s
(10) { =0 +BB+ 16 Ba=oano+ Bt + 170
333:—‘0“{:{‘1‘?'{%'*'77% ) 312=0-0'-151+pa232+70(3@3
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da cui risulta
B Bt o= (- B4 + B0 -+ B 1) 163+ )
=a+B-+7

e quindi a causa della (7) &

(T atpr=0.

4. Supporremo da ora in poi che la massa considerata sia li-
mitata inizialmente da un ellissoide avente il centro mnell’origine
delle coordinate, la cul equazione sia

A
() Sk =1,

per modo che al tempo ¢, la massa sia ancora esternamente li-
mitata dall’ ellissoide

(o x“‘am?/"f—dslz)z_l_'(amx‘}‘“%?/’*"ogs? 2)2+(a13x+a23y + oy 2)
2

2
1
az b a

avente per centro 1'origine.
Introduciamo ora tre nuovi assi & 7, { che coincidano ad ogni

istante con gli assi principali dell’ellissoide precedente in modo
che riferito ad essi abbia per equazione

g2 2 C2
(12) St a=1

e, per non introdurre molti simboli, supponiamo che i coseni degli
angoli che gli assi &, 7, { formano con gli assi x, ¥, 2 siano dati
sempre dalla tabella della pag. 7 in modo che al posto di
Y, 2 siano sostituiti §, 1, €.

Il movimento rappresentato dalle (5) si pud decomporre.an-

che nella rotazione degli assi & 71, { e nel moto relativo del si-
stema rispetto a questi assi.
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Intanto si ha:
g&_—‘alx"l‘ﬁl?/“i“fhx y 2= t4 o 4038

(13) N=0® + By +72 , y=pE&+ B + B¢
<C=%x+ﬁsy+'rsz v e=né+7n+ e

e se con P, ¢, 7 si indicano le componenti della rotazione degli
assi £, 1, { secondo questi assi, le componenti, secondo gli stessi
assi, della velocitdh di un punto, in quanto si muove rigidamente
collegato ad essi, sono date da:

(14) ve=ql—ryn , Vo=r&—pt , Y¢=pn—qt.

Il movimento relativo del sistema rispetto agli assi §, 7w, C &
della stessa specie del movimento generale (5) essendo &, v, { fun-
zioni lineari ed omogenee di x,, ¥%,, 2,, come risulta sostituendo
nel 1° gruppo delle (13) z, y, # in funzione di 2, ¥, 2, dati dalle (1).

Per porre in una forma opportuna queste relazioni consideriamo
le particelle che nell’istante iniziale si trovano sull’ellissoide

2 2
st EptE=r  w<y

omotetico e concentrico all’ellissoide che nello stesso istante rap-
presenta la figura esterna della massa; per quello che s'& visto

innanzi queste particelle si troveranno al tempo ¢ sull’ellissoide

CrI+l

omotetico e concentrico all’ellissoide (12) che & la figura esterna
della massa al tempo £. Sara percid

2
(15) T ri=8,nyn
b’ al b; c

e se le relazioni che legano §, m, € ad 2y, %, 2 si pongono sotto
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la forma:
g / 1'0 + Bl + 1 Zo
Co
(16) ZI.:_— ,xo +B' _I_ '+ 2o
b co
E J ?/o ] z()
s w4,
le o) B,... 1; saranno, per la (15), i coefficienti di una sostitu-

zione ortogonale e possono interpretarsi come i coseni di direzione

che un nuovo sistema di assi £, 1, ' forma con gli assi §, 7, C.
Seguendo ora la via indicata nel §. 3 otterremo per le com-

ponenti della velocita di un punto in questo movimento

1 1 d  ¢da da1x0+d{3'1 Yo | Nz

a ST b at T 2dt+dta Tt b, U dt e

Ly _Lldyg_ Ly _ld_
bo"T At e CT @
e sostituendo per zﬁ , % ﬁ 1 loro valori in funzione di — ,% ,%
0
ricavati dalle (16), ponendo:
I dp 2 d{ 2 [ da‘ 3 d?’:‘} (%Yé
_p 3dt_}ﬁ3 dt 7(1 ldt—l'pl l'dty
, do! d, dy
= 2oltl-‘LB?‘&"F s
si ottiene:
" 1 da a a
%=aﬂ&+zm“zﬁ
) , 1 db b
amn Vo= — 4 o A n—+ — pC

1 d
vuz_:ﬁq&___ p ._l,_._._c.c.

a



Il moto di un ellissoide fluido ecc. 11

In ogni istante questo movimento si scompone in una rotazione
ed in un moto a potenziale. Le componenti della rotazione sono:

4 ca

== 5 (5 + D= TR

—3(a+i)r=—a "

mentre le componenti della velocitd nel moto a potenziale sono:
cat+s(3-a)+a(i-9)e
ARt IO
TS [ IS

|
b

(18)

Se nelle (16) si suppone che % s 3 % rappresentino le coordi-

nate del punto -0 , %o = %o rispetto agli assi &, 7, ¢ ; ¢/, ¢, 7

a, ' by, ' ¢
sono le componenti della rotazione di questi assi relativamente
agli assi &, 7, { prese secondo questi assi stessi.

Affinche in ognui istante la rotazione degli assi &, 1, ¢, rispetto
agli assi §, 7/, U coincida con la rotazione istantanea del sistema
relativamente agli assi stessi &, 7, {, se nessuna delle componenti
Py ¢y 7" & zero, dev'essere a =b==c. In questo caso le compo-
nenti (18) della velocita nel moto a potenziale si riducono a

1 da ¢ 1 da 1 da ¢
adi ' a dtV A dt "

(") Questo modo di decomporre il movimento generale in due rotazioni e
in un moto a potenziale non & altro che quello di cui parla il prof. Beltrami
nella sua memoria sulla cinematrea dei fluidi al §. 8.

'



12 0. Tedone

ed essendo per 1'equazione dell’incompressibilita @ = cost., sono
identicamente nulle; il fluido si muove come un corpo rigido con-
servando costantemente la forma di una sfera. Se poi fosse p'=¢'=0
dev’essere a=>5, e quindi il fluido conserva sempre la forma di
un ellissoide di rivoluzione.

5. Il problema del movimento di una massa simile quando su
di essa agiscono forze determinate consiste nel trovare i coeffi-
cienti a; in funzione del tempo. Invece perd della determinazione

diretta di questi coefficienti ci si pud proporre di determinare le
18 variabili:

~ . ! ! I. .
Oy 4 O2ee o3 3 Oy 4, Og 4y o033 a’abycr

quando infatti fossero conosciute queste quantita 1 coefficienti a,
sarebbero determinati dalle formole:

- (19)

Ao (= @ %, 0 ‘{’“‘bdgd’g_l—ca:;a':.} ) %%1:@@10]1‘{‘[’ pzﬁ'z'f‘cﬁaals
boam:@dx@'l"l“b% @’2 +coafy boam=(l31k3’1+b525’2+053‘('2
coaw"——aaw'l—i-b%’('e +cosvs Co“zs=a@1’{’1‘|—bk'32 7’2+C.83“{'2

aoa31=“”(1°"1+b720"2+073“'3
by tge = a1 )+ b7 e + cvs B
Co O3 — AN '('1"|‘b"(2*(’2 +6‘{3*(’3 y

che si ottengono immediatamente sostituendo nel secondo gruppo
delle (18) 1 valori di &, 7, C dati dalle (16) e paragonando il ri-
sultato alle (1).

Le quantitd o, , B , ... ¥a , come pure oy , 81, . .. 75,
non sono tutte indipendenti. Come nel problema della determina-
zione del moto di un sistema rigido, possiamo cercare di deter-
minare prima le componenti p, ¢, r; ¥, ¢, ¥ delle rotazioni degli
assi & n, £ ; &, 7,C, e poi da queste quantity risalire alle o, ,
By ... @), ... s per mezzo delle formole di Poisson. Le
nostre incognite diventano:

T s pyg,?r 5 oa b oc
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e la condizione D=1 a cui devono soddisfare si trasforma in
(20) abec=aybc, ,
per essere

ad, @ (3'1 a 'T'l o B T
D— 1 b o . . _abe
T ayby € % bF b e o | T boco

[4 a’3 4 B‘g [ '{’g O3 B-; 3

P

Essa esprime che il volume dell’ ellissoide & costante.
Aggiungiamo qui i seguenti sistemi di formole di cui avremo
bisogno nel seguito.
Le componenti della velocitd totale di ciascuna particella se-

condo gli assi & 7, ¢ si ottengono sommando in corrispondenza
le (14) con le (17) per cui:

" d g 1
vp= vy + =0y (ar =) I feg—ag)
U db U
(21) @n_—_— —}—?) , = (ar — b )&»{—dtg—l—(bp—cp)%—
U " d ‘:
b=t F = —ag) s 4 p — )l

Le componenti della rotazione totale di ciascuna particella se-
condo gli assi & n, £ sono date invece dalle\formole:

, 10 , 1 . , . ,
v=p— 5 s = G |0 o — 6 — ot

’ 1 ¢ 2 ) 1 . , . ,
K=a—5 0 g = et g—d)— e— g+ )]
¢ = r— é“ ;;b » 4%; (a+b)2(r—r')—(a_b)ﬂ(r+r')‘

¢ se poniamo:
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' ! r -+ 7
pgp=“,qtq=v, L =
— 7 , —q , o —7
P2P=u,92€l=vrz — o

avremo anche pid brevemente:
1 2 1 2
' . —_ (b —
_2bcg(b—{- cfu — ( c) u%

(22)

Y = %(c—}—a)%’——(c—a)“’

2bc
J=_L
2ab

m+mw~@—wg



CAPITOLO II.

Equazioni di Dirichlet

1. Consideriamo ora una massa fluida, avente la forma di un
ellissoide, incompressibile, priva di attrito ed omogenea e cerchiamo
se, ammettendo che le sue particelle si attraggano secondo la legge
di Newton, essa pud muoversi, conformemente all’ipotesi di Diri-
chlet, in modo che le coordinate di un suo elemento al tempo ¢,
qualunque, siano funzioni lineari ed omogenee delle coordinate
iniziali.

Le equazioni dell’idrodinamica di Lagrange, a cui bisogna sod-
disfare perché la ipotesi fatta sia accettabile, sono:

&Pz x d*z 9z d(V— P)
de dx, + dt2 Sx + w, | om,
d*z dx + dy dy + d’z @i a(V——P)
0 de dy, ' df dy, ' df dy, R
Pw dx &y By  d2d% _ 3(V—P)
de® 9z, e 3" de 9z, T
dx dy 9z
ZEmaynT

dove V & la funzione potenziale dell’ellissoide riferita ad un punto
interno e P, se si suppone eguale ad uno la densitd costante del
fluido, indica il valore della pressione nel punto considerato.
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Supponiamo che nell’istante iniziale 1’equazione dell’ellissoide
che limita la massa fluida sia
2

@ R

2
Ao 0

e che le relazioni che legano x, y, 2 ad @, ¥, 2, sieno:
(3) x=anx0+a12yo+a13zo y Y= Qg 2t 2=anxyt ...,

come nel Cap. prec.

Dobbiamo cominciare col trovare 'espressione di V per mezzo
delle coordinate iniziali @y, %o, 2. E noto che la funzione poten-
ziale di un ellissoide omogeneo riferito ai suoi assi principali e re-
lativa ad un punto interno & la somma di un termine costante
e di una funzione omogenea di secondo grado nelle coordinate del
punto a cui ci riferiamo (). La stessa forma competera a 'V quando
I’ ellissoide si riferisca a tre assi qualunque con 1'origine nel suo
centro, perché le formole di trasformazioue delle coordinate sono
lineari ed omogenee, e per la stessa ragione V conservera la stessa
forma anche quando si esprimano le coordinate di un punto (z, %, 2)

in funzione delle sue coordinate iniziali. Sicché potremo porre
*

4) V=H—‘A11xg_A22?/g_Aaszg—2A239W0—2A312ﬂo“‘2A12%?/0 )

riserbandoci di determinare in seguito 1 coefficienti H, Ay in fun-
zione delle a; .

Diamo a P la forma

— g 2 2
5) P=cost.+c<1—~~x—§—g—‘;_ﬁ;>
Ay 0 Cy

dove 5 & una funzione ignota del tempo. Con questa scelta P ha
un valore costante sulla superficie dell’ellissoide e viene a dipen-
dere dalla sola quantita o.

(*) Berr. Teorica delle forze Newtoniane pag. 74.
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Sostituendo le (3), (4) e (5) nelle prime tre equazioni (1), si
ottengono a destra ed a sinistra delle espressioni lineari ed omo-
genee in x,, ¥, 2, ed osservando che esse devono essere verificate
identicamente rispetto a queste variabili, si deduce che le funzioni
incognite del tempo a,; devono soddisfare alle condizioni:

au% —{—aﬂ% —i—am%z%—z:—zAu
di‘;” + o G+ g = — 2
(6) a12%+a22%+a32%=-2A22+2b—2
amd—;%f =+ agg(é;??% + a”%? = — 2A,
e d:l;u d a21 + 2 dd?;l — 24,
dlsdaw + %dd(::a +%%=-—2A%+2?0 .

Sostituendo invece le (3) nell’ultima delle (1) si ha:
(6) D=1,

dove D indica sempre il determinante dei coefficienti a,,
Se potremo dimostrare che le 10 equazioni (6) o (6') sono atte
a determinarci le 10 incognite @; e s quali funzioni finite e con-

tinue del tempo il nostro asserto sara completamente dimostrato.
Ann, Sc, Norm. 2
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Percid & necessario determinare dapprima le Aj .

2. Supponiamo a questo fine di avere un ellissoide pieno di ma-
teria con la densitd costante eguale ad uno e riferito ai suoi assi
principali, sicché abbia per equazione

C2
T+ S=1.

Se le particelle di questa massa si attirano conformemente alla
legge di Newton il valore della funzione potenziale di questo el-
lissoide, relativamente ad un punto interno, sard

@ f 2 +s b;j—s cz-ig—s o —
oV ()i )(1+3)

% L/ < +” L >s+(§2+‘2+C2)(Gs+G82))
A} @ v e T\ P e @ ! Y
1-

A2

N

dove per brevita & posto

(8) At = (1 + £2> <1 + 52) <1 + %>=G33+Gls”+(}2s+1 :
Con un cambiamento di assi coordinati, per modo che sia:

Q) =243yt mne, 1=0r+Bytre, (=awnrt...

I’ equazione dell’ ellissoide diverra

(10)  F=B,#*-+B.y*+ By2*+2Byuyz+2Bs20+-2Bry=1 ,

mentre le forme:

f=S S et
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si cangeranno in:
F e ¥+ P27 .
La forma .
2 2 2
. Ui €
f _b202 + ol + a?’
che & reciproca di f, si cambierd invece nella forma F', reciproca

di F, poiche la sostituzione trasposta della (9), per la quale la F' si
cambia nella f, cioé:

r=o & o+ ol , y=pé+...,2=0né+...,
coincide con la (9) stessa.

Se ora ricordiamo che, per la geometria analitica, si ha:
B,—s By, B
4 1 1 1

Ba By—s 323 ’ =—_(s_;2 8——7)?'. s——'cE ’
Bs, B, By—s

si trova anche, cambiando s in ——i— e moltiplicando per s°,

Bus+1 Bups Byss

(11) B,s Bys+1 Bgs =

' Bus  Bas  Bgsl

_ (H—%) (1 4 ;) (1 —|—§§>=A2=Gs3—|—Gls2+Ggs+l :

Da tutto cid possiamo concludere che il valore della funzione
potenziale in un punto interno , y, 2 dell’ ellissoide (10), riferito
ad assi qualunque, & dato dall’espressione

[e 8]
(12) V=nfﬁlf
0A

dove F' ¢ la forma reciproca di F e A & determinato dalla (11).
3. Ritornando ora al nostro caso per equazione dell’ ellissoide

1 _F—sF 4@ +y"+2°)(Gis +G5%) | |
AZ

dobbiamo prendere
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Fe (aux*l‘dzx?/—l“asxz ¥ +( Oy - Ologlf | 002 ) + (on1g-}otogyy 02 )2=

a; b c
=B,2" + By + By2® + 2Byyz -+ 2Bgew + 2By =1,

per cui i coefficienti B;; sono dati dalle formole:

2 2 2

o5 2313 O3 Olgy gy 0‘22 0‘32 Olog Olgg
Bi=s+mw+ 5 +Ba= + + =
0

0 Co @ Co

2 2 2
13 Ol Olgg Olg3 O3 an aaz 0112 Olg3 Oly3
19) 1B, =2 %2 1 o8 g _ufn g Omle fo
Ao 0 G 0
B.. — ols} O3 4 053 B 0y Ogy + Oy O.gp + Oi30lag
33 — 5 T - = .
o B T 'T® o b ¢

Se inoltre si pone

F=B,2"+Byy’+ Byuz+2Bnyz+2By 20+ 2By,

avremo pure:

B, =By,By— B = agasi 4 byl + ¢k

asbics

aa bia aa
B”—B%BII_BB—— 0 21+ 0ch2+ 0 23
0“0

By By, By, — By = 2001 fhoat & chag

a3 000

(14)

2 2 2
B..—B.B B.B __aoaslazl"l"boaszazz“‘coaasaza
23— D3 Dz 7 D32 D1 272 .2
@ 0y Gy

2 2 2

0 O Uy =+ B Ggp g - €5 0lg3 O3
272 .2
Ay 05 C3

Il

B'al == Blz st - B13B22

2 2 2
B y=ByBy — ByByy = @y Oy @y - B iz O + ¢ s 0 .

272 2
Qo 0y Cy

(!) Per intendere facilmente queste formole bisogna tener presente che
D=1 e che quindi il minore algebrico di un certo elemento del determinante
reciproco & eguale all’ elemento corrispondente di D.
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Per mezzo di queste formole si pud calcolare il valore di V
in funzione di z, y, 2 ; perd il nostro scopo sara raggiunto solo
quando avremo determinato V in funzione di w,, %, 2 -

Sostituendo effettivamente x, ¥, 2, in funzione di x,, ¥, 2
e ponendo:

P=oal+ai+tal , P=anan-t aynas+ asmon
(15) Q= 03 + az% + a5 s Q =agzay + g 1 - a3 0s
R =a; + a3 + a5 y R = ay 0o 4 a9 a2 + 05 5,

Py

dove si pud osservare che &:
! U
an @ oy |? P R Q

(16) D*=|ay ay an |=—= R Q P|=1
A3 Q3 QA3 Q P R
e che
2 2 :%2) 2
F=B,2*4Bxy’+ ... + + 6(2, ’
si trova:

[e.e]

RP — Q’2 PQ R’2 sds Pr f s*ds

A“—“f A3+< ) o s o
—/‘ [e 0]

. ds  (/PQ-—R?* QR —P* sds Qrn f s*ds
A”*ﬁ ( + ad >62 08 Tama b2z /0 As

o8] (o 0]
. QR—P? RP—Q*\= sds Rz f stds
An= & f A3+< + b ) 0 A3+a§boco 0A%

an’ -
. __(QR—PP) _ sds Pz f s*ds
Ao =—"z— “on tamslo s

0 o
_ ®P—QQ) [ s Qr / stds
A== ca i + abies SO AS

i oo o0
'\ _(PMQ—RR) , [sds, Rz f stds
\Au— azb: 0 A3+ 2pZcz JO A3 C
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Si pud osservare pure che

Bus 4+ 1 Bys Biss
(18) A’ = | Bys Bes+1 Bys =
Bys By,s Bygs + 1
s® P Q . QR— P'2 RP—Q? PQ— R'2>
b§c§+<boc0 cad 2b(,> +< b2 ¢ t1=
P + _S_ R I Ql
@
1 s i
= | R Q-+ = P
b
QI P R+ _'S;_ !
Cy !

Di qui si deduce che i coefficienti A; dipendono soltanto dalle
quantita P, Q,R,P',Q ,R .

Il valore di H & dato semplicemente da

' 1os)
19 ds
& e )

4. Siamo ora in grado di mostrare che le equazioni (6) deter-
minano effettivamente per le a, delle funzioni finite e continue
del tempo. Prendendo a considerare insieme quelle delle equazioni
(6) che contengono le stesse seconde derivate, per esempio:

dta d? d? . . .
dt’u , df:l , d;m , e risolvendole rispetto a queste, si ottiene:

d?a 25 '
dt2u = = oy — 2 (Audu + Ay, -+ A13al3)

0

d*a. 2
(20) -dtzlv = a‘: oy — 2 (Apoy + Az, + Apotz)

0

d? 26
d‘::I == ? o — 2 (Au%l -+ Alz%z + A13°‘33) .
0
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Come questo si hanno altri due sistemi di equazioni analoghi.
Se ora la funzione 6 & tale che sostituita per essa, nei secondi
membri delle equazioni precedenti, la sua espressione in funzione
delle a, e delle derivate rispetto al tempo di queste quantita, que-
sti secondi membri diventano funzioni finite e continue delle a;,

. da; .
delle derivate —c%ti e del tempo, per un teorema noto di calcolo

integrale, risulterebbe immediatamente il nostro teorema.
Per calcolare il valore di s in funzione delle a; e delle de-

rivate di queste quantitd rispetto al tempo, osserviamo che

@D dPa d*a A% da da
W:W?all+d—t?al2+_of(t—:3al3+d—t:lam +.. ‘|‘~dt?33°‘33+

day  dae  dag|  |dan  day  day| o s

3
dt dt dt dt dt dt
| dag dag  day Aoy dag % _
+2(i a dr ae T = s Hw @ @ |7
) “ 4 “ dag  day  dag| \day dag dagy
o ? s dt  dt  dt dt  dt  dt

Sostituendo in questa equazione i valori delle derivate seconde delle
@, date dalle (20) ed osservando che la somma degli ultimi de-
terminanti si pud porre sotto la forma

> day da
dt dt

dove la sommatoria & estesa a tutte le combinazioni possibili
@y oy , avremo:

2 (ﬁ—]—:l_ oh + o, __l_ (7;%1—"— g + ok, + ok -+ ok + a§3> 5 =

@ bg s

3
—_-‘22,- (Audii‘l— Azzac%‘*“ Ay + 2A 50,2005 +2A31%‘3“u + 245040104, ) -
1
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2‘ da,, da,]
dt dt

Ora per un teorema di Poisson &

*V vV oV

2 32Va 82V +32V e 82V0a+23Va m'+2ﬂ .
3 70 T a ) 12 3 o i3 aya Ligiy 9%, oa z 13741 axoayoau“az =

= — 2X (A od+Apod+ Agrtis+2An00s ‘l“zAsldc’a“il‘*‘zsz“iﬂiz) y

per cui la formola precedente si pud scrivere

(21) <a§1 - aag; + o3 + o5 + ol + 03, + ot + o3 4 ass)
0

b %

_1_ Edazj da,y
dt dt

Il determinante reciproco di D, X =+ a,; oy 053 , & eguale ad
uno. Le «; non possono, quindi, annullarsi mai tutte contempora-
neamente, per cui il coefficente di o & sempre diverso da zero.

La (21) mostra che s e, quindi, i secondi membri delle (20)
da,;
dt -

5. Qui conviene notare ancora un’ altra forma sotto cui si pud

sono funzioni finite e continue delle a; e delle

porre I'espressione di 6. Osserviamo percid che per le (16) del Cap. I.

d d da da, da. da
|<721 ;;1"{‘ 22 a22+' O3 dt%’ 01317;‘*“ l32 5~ 22+ 33 =
o, dv, vy 803 .
31 das Q33 day dag, das
gy gy R oy
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o dio dog day | | day do
dt dt dt  dt dt dt
=an + as + a3 =
daz, das dags das day, dase

@& @l @ @ & @ |

day day das
= | dt dt dt

dayy das do
dt dt dit

per cul la (21), ricordando I’ espressione della sommatoria per
mezzo di determinanti, si pud scrivere:

(a?l_}‘a%l—l—a%l 4 a?z‘!"a;?‘}"a%z + af3+a§3+a§3> 5 —

a: b3 ¢

. v, Jvy |, OV a_vl, vy v, ag,, v, % 3& W, v,
=27 Sxay+ag o ajaz+aza? 3 % T aw o
Ora &

v, vy ov, v, o, v,

Ty Ty oz oz

. av, av,, v, avr> ?ﬂ’)z w\?
- 2 ) R <ax +<9y +<az> % !

quindi, a causa della condizione d’'incompressibilita e delle (13), si
puo dare alla (21) la forma definitiva :

(22) (Bu + By + By) o=
. 1(/dv.\ 2 Z‘)i,, 2 ) v, av,, v, v, v, v,
=2 t3(a) +<8y) +< Tyw oy Tw
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Possiamo qui aggiungere 'osservazione seguente relativa alla
pressione.

Percheé il movimento del fluido sia fisicamente possibile il
valore della pressione nell’interno della massa fluida e alla sua
superficie dev’ essere positivo. Siccome poi il fattore di s nel-
I’ espressione (5) & compreso fra 0 ed 1, se o & negativo & neces-
sario che la costante sia sufficientemente grande ossia che alla
superficie esterna del fluido si eserciti una pressione abbastanza
forte. Se invece ¢ & positivo il movimento sard possibile senza sup-
porre alcuna pressione esterna. Ora, come risulta dalle (21) e (22),
il valore di 6 & noto soltanto quando siano integrate le equazioni
(6), quindi, in generale, allora soltanto potremo discutere della pos-
sibilitd fisica del movimento.

Solo 1l valore iniziale di s si ricava immediatamente, tenendo
presenti le formole del Cap. prec., per =1, . Esso & dato da

e
SIONCICRTICR

Alcune osservazioni generali.

@3) (gt p=2n+

6. Per trattare il nostro problema abbiamo fatto le due ipotesi che
il fluido sia omogeneo e privo di attrito. Possiamo perd osservare
che D'attrito non ha nessuna influenza sui movimenti di cui ¢i oc-
cupiamo. Basta percid notare che, se per risolvere il nostro pro-
blema, ci fossimo serviti delle equazioni di Eulero, quando si vo-
lesse considerare anche 1'attrito, al secondo membro di ciascuna
andrebbe aggiunto un termine che & il prodotto di una costante
per il A* di una delle quantitd v, , vy, v. (}), e nel nostro caso &
A, == A%, = A%, = 0.

(1) Vedi: Kircuuorr, Mechanik. pag. 369.
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Non & pit lo stesso quando si supponga il fluido eterogeneo.

Difatti, almeno in generale, la funzione potenziale V dell’ellis-
soide, riferito ad un punto interno, non & pit del secondo grado
rispetto alle coordinate del punto. Intanto perché le equazioni di
Lagrange, nell’ipotesi di Dirichlet, possano essere soddisfatte V—P
deve essere una funzione omogenea del secondo grado, a meno
di una costante, e deve dipendere da un solo parametro. P non pud
dunque assumere la forma che le abbiamo assegnato fin qui. Cosi
la generalizzazione tentata dal Betti (') del problema di Dirichlet
non pud ritenersi pienamente giustificata. Ritorneremo in seguito
ad illustrare meglio questo punto.

Aggiungiamo ancora che se le particelle del fluido fossero sog-
gette, oltre alleloro reciproche attrazioni, ad una stessa forza costante,
come avverrebbe se si osservasse il fenomeno sulla Terra tenendo,
quindi, conto della gravita, ciascuna di esse subirebbe una stessa
traslazione nella direzione della forza. La forma della massa fluida
ed il suo movimento relativamente al baricentro sarebbero, percid
gli stessi che nel moto assoluto di un ellissoide le cui particelle
fossero soggette soltanto alle loro azioni reciproche.

~ Le equazioni di Dirichlet sotto la forma loro data
dal prof. Brioschi. Legge di reciprocitd di Dedekind.

A QO
7. Cominciamo col calcolare la derivata © / ds
day, Y A
Abbiamo intante:
~ 00 ‘ - o0
D fde_ 1 dson
day YO A~ 270 A% day

(1) Sopra i moti che conservano la forma ellissoidale a una massa fluida
eterogenea. Ann. di matem. pura e applic. Ser. II, T. X,
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e
P _S_ RI Qr
+a§
aA? ) , s o
’ / S
Q P R+'C‘2
0

an

=2 e (R — s Q) o+ (0 Q— @ R) 5+
+ au (QR —P*) + a4, (P'Q — RR) + a (PR — QQ) | .
Per essere poi:
Potyy+Rioe+ Q otig=t1, (@110, + Gyo2y0+ Argttys) + oy (91001 + Aaglao+ tegtlys) +
+ az (@ 00 +...) = an,
oty (RP — Q) — 0 (PQ — RR) = R (2, P 4 0 R 000 Q) —
— Q (o Q + 0P 4-aR) = an R —apQ',
on(PQ—R?») —oa3y(RP —QQ)=Q (nP+ o R +23Q)—
—R(onR 40, Q-+ a3 P)=0a,Q -- a R,
an (QR —P%) +a,, (P'Q —RR) + 0 (PR —QQ)=
= a () + 051 - 05) - s (a2 01 - O Oy - G2 01) -

+als(‘113°‘11+'7-23“21+a33 otg) =0ty (@1 Oy 01z %o+ s o) oo o=y ’

sl pud scrivere anche
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R P'—'Q Q/

RP— Q'2+PQ R'2)+ 2b“§+

1—22;;;

oA?
oay, P R ( b
PI ’ RR’
+20-123 Q + 2b2 2{_‘}—2 %y3)==$
per cui
o)
) ds
o9 OK.__. —2a (Au O€11+A12°‘12+‘A13 Gig) -

day,

La prima delle (20) si pud allora porre sotto la forma

2
aﬁdﬁ —260(,1—}—21:8“ fis_
11

Analogamente si avrebbe per le altre:

(e8]
d’a ) fds , a
2 21 y 31
VAT duy <2°D+2 A) “ g
e & s A ay, _
OTd T dan
Col porre:
o0
de
26D+ 2x £—5
(24) T, =000y , X2==0 0y
?/1'—=‘boam ’ ?/2':"170“22
zg == C() ags

/= Cg

e8] oo
2 [ds
5@(20])—*— ZﬂuOK) .

)
° fds
=0 (20D+2‘E A)

[0 0]
—a~<20D—1—27r/0‘ds> yeaes

<

=K

y X3 = qp Ay

s Y3 == by ag,

y B3 = Cp Os3,

le equazioni di Dirichlet si riducono alla forma seguente, loro

data dal Brioschi:
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d*z, ai{ d2x, K &, SK

At %@, df T dw, ' df  ow,

25 dy K &y, K &y, K
(25) ae ayl ' TdE dy2 7 ay3

{ d22'1 oK d2;32 oK d22’3 . 3K )

| o ==

\ A8 T 0z ' AP 9z, ' df 9
In funzione delle nuove variabili z;, y;, 2; &:

. Gy Qg ® oy 2

Ay Az Uy = Ty 2 ,
o by Co

Bar B (s | Tz Yz 2

A=
3

P P 0 __pe
= 32 2+<b Q +_2R_2 £+ QR - P +RP Q +PQ . R >3+1
Oc() C ady A

as b ¢ 7 =

Co

_(;ngTcg+(x?+x§+x§+y%+....+z§)sﬁ+

+|Go) +E) () + () + e () o1,

02,
poicha:
P
b§c§+c§ a§+ 2 = laf(ah+ad+ad) + b3 (ak+ U+ a3) + i (ahs+ a23+6133)
QR—P'2+RP——-Q'2+PQ —R* L
o b3 .
1 e e as 2 1| s O @y |2 1| an Ay ay |2
a | g ag ass by | au an ay ¢ | Aoy 32 -
. 1 Y1 Y2 Ys 2 2 2 2|2 T, Ty Xy |2
agbici || 21 2 2 Xy Xy T3 | Y Y2 Ys '
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8. Sotto questa forma notevole le equazioni di Dirichlet ci
forniscono immediatamente la dimostrazione di un importante teo-
rema dovuto a Dedekind. Se scambiamo a,, 3, %3, con ¥, 21, 2,
lasciando inalterati x,, y., 25, le equazioni (25) restano inalterate
poiché tali restano D, A e quindi K. Dunque ad ogui soluzione
delle equazioni (25) corrispondono i due movimenti:

T ‘ 2 €
=jxo+gh;7/o+'ciozo ) "‘%‘i‘b y0+_3z0
o
Y Y
*‘xo+ ’O—Zo ’ y=&~:xo+g—:yo +'07330

<3

z———%—l‘_b ?/o‘i‘—ozo ’ zs‘zixo‘i‘b ./o‘J[‘—‘zo
Co

In ogni istante la figura esterna della massa fluida & la stessa
nei due casi, poiché A, che eguagliato a zero da nelle radici s,
1 semiassi dell’ ellissoide, & simmetrico nelle 2, , ¥ ...., 25 . Cosl pure
la pressione ha evidentemente lo stesso valore ip ciascuno dei due
casi. Da un movimento si passa all’altro cambiando soltanto la
condizione iniziale. Due tali movimenti li chiameremo reciproci e
diremo che si corrispondono secondo la legge di reciprocita.

Integrali delle equazioni di Dirichlet.

9. Nel problema di cui ci occupiamo sussistono gli integrali
del baricentro, quelli delle aree, I'integrale delle forze vive e quelli
derivanti dal principio della conservazione delle rotazioni di
Helmholtz, perché le forze che agiscono sulle particelle del no-
stro sistema sono reciproche ed ammettono una funzione poten-
ziale.

Gli integrali del baricentro sono verificati identicamente; essi
porterebbero alla conseguenza che il baricentro del sistema, che
nel nostro caso & I’ origine delle coordinate stia sempre in quiete.
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Pel principio delle aree le componenti della coppia di quantita
di moto sono costanti, per cui:

f( jt~——z >ds—-cost f( ds =cost.
dy dz _
. l\wﬁi—yw)ds*OOSt'

dove s & lo spazio occupato dalla massa. Sostituendo per z, y, 2
le loro espressioni in funzione di z,, Y,, 2, ed osservando che

fwﬁds():l—\g—aﬁ,fyﬁdso=1%{bg,fz§dso=%c§,
So So S,

0

fyozods= Z0x0d30=fxoyod3=o )
3 . 30 30

0

si trovano gli integrali corrispondenti sotto la forma:

L TR T T Uy T g

das, dag
— = p2 [ 22 - Pt
=Ai=h dt >o % dt )o

dt

TR F AT

) -4(5),

da da da. da da da
2 “la 11 2 Wiha 12 2 __23_ _ 13
\a‘(“ a2y >+ b ( P a >+ C"(“” i ar

‘
= A=a %) - bgk%
0 0

26) dt

dt dt

Il principio della conservazione della forza viva ci da subito

ag| a dan _, %>+b§<a dis: _, %>+c < dag ]

s a;ﬂ% - aud_asl>+ 1,3(“3% —a da3z>+ 0< days _ d_agi

)
)
)
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JAGE)+ G+ ()

e quindi ricordando che il potenziale di un ellissoide omogeneo,

ds = cost. —{—/Vds

su se stesso, & dato da

$ ! U
Pt R Q

]; M dS 2____ ' S ’ 1
2‘/8Vds_ 2[ R Q—l—b—g P ™

U ! $
Q P R4
Co

si trova per 1'integrale corrispondente, delle forze vive, con un

calcolo analogo al precedente,
dau da21 2 das, a’ot12 dagg da32
7 :)
ds

<da13> (da% (da33> ( = cost. 4 4x A .

o2
+ &

11 principio di Helmholtz, relativo alla conservazione delle rota-

zioni, finalmente, viene espresso dall’equazioni :

vy dy - .02 . =B,=cost.,

0w x| 3y b2 02 9
029y, 920

3oy,  Oyo 02, | d200yo Yo 92,
v, Oz av,ax+ . .—By—cost. (),

v, 0x v, Ox Cn
Tee=Be=co ’a./oaxo 92,9y,

0,0z, 02, X,

per cui sostituendo per x, ¥y, 2; vz, vy, v, le loro espressioni in

(%) Berr1. Teorica delle forze mewt. pag. 128.
(?) Kircauorr. Mechanik, pag. 165.

Ann, Se, Norm.
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funzione di ,, ¥,, 2, si ottiene:

Ao da, dags dagg dass das,
Gelgy gy g T eg Ty Ty =
( da% da32
\ dt dt Jo
day dayy day dags dag, dag
o e A B AR A

— <da31 <da 13>
dazz day dasz das,

da da
an dtm (43T dtu+ 21 7, —— Q22 —3 dt + as dt a”W:

. . da,e dag
_B3_< dt >o— E?)O

Moltiplicando le (28) successivamente per @, ¢, 3 € som-
mando, tenendo conto delle (6), (8) del Cap. I, si trova

Bs—B=Ba,-}Ba,+Bsa;=2=.
Similmente si troverebbe:
Bai—Bis=DB, a0+ By tts+ B3y =27 , Bro— Pa=DBs a5+ B3 ai=2p.
Facendo ¢=1, in queste formole risulta:
B,=2n,, B,=2y,, B;=2p
e quindi si pud scrivere:
T == dy, Ty + s Yo 1 s Po
(28) L= ay 7w + @y Yo + 2 po
P = aa T -+ s Yo + s po -

10. Mostriamo ora brevemente come questi integrali possono
dedursi direttamente dalle equazioni di Dirichlet.
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Considerando queste, nella forma (20), si pud scrivere:

0 o0

d*ay, ) ds daZI 9 ds
27 -
I P ——2oau—|—2naaufo s 26021+2n3a21£

nw
d*a 2 d2a22 ) ds
9 12 [y 2 p— N
A = 250, + 2 na—am ’{) , BB e 25090 + 27 din A

d? 3 d d’a 3 [d
a13 S 2 23 — v S
ct 3 = 200,53 + 27 a*ala./() T 20 d%+2raa23AK.

Moltiplicando le equazioni della prima terna per ay, @y, dy r1i-
spettivamente, quelle della seconda terna per a,, g, a3 ¢ som-

mando ciascuna volta, indi sottraendo i due risultati, si trova:
d’a d*a / dPa d?ay, /[ da d*a
a§ (aﬂﬁzll_ ‘11 dt221>+ bO\aZZ d; 2353 W:Z >+ C(Z)\azs 71213—_ a137223>

Y P - I
= T Ofsaglaau_a”aalg 229 ag 123(722 aBaaB alf‘)aa23 -

— fAs

oA®3 op oP A3 ( aQ °2Q
QP%( 219 @i alta u) +8Q 213 @y ali > {V +

A2 ( oR/ 8R’> =0,

0
+ aRr azia—al‘i — Ay aa—m

poiche

s/ P P
Y oia——iz— | =anan—a,ay =0,
1 day; Oatg;

Con una integrazione, di cui l'equazione precedente & suscettibile,
si trova immediatamente il primo degli integrali (26). Con analogo
processo si troverebbero gli altri due.
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L’integrale delle forze vive si deduce ancora pitt semplicemente.
Consideriamo percid le tre equazioni:

o0 o0
dau ) ds dagl ) fds
R =200y~ I_Z]t@aqu , 7 =260y -+ 27 aa,,; O.A_

©
d2 ] ds

2

ag pr N — 2604 {—ZTEaa31 /(;K .

Moltiplichiamole rispettivamente per day day day e som-

at T odt T odt -

miamo; troveremo a questo modo

a
d

dt 30&11 A

Sommiamo ora questa equazione con le due analoghe che si ot-
tengono scambiando af con b e con ¢ e il secondo indice 1 con

. aD
2, e con 3; ricaviamo cosi, osservando che — =0

dt
1)+ () 45 i)+ )+

() sl () ) (-

e con una integrazione ritroviamo subito l’integrale della forze
vive.

Se ora finalmente sottragghiamo a due a due quelle delle equa-
zioni (6) che hanno uno stesso secondo membro troviamo delle

combinazioni integrabili che ci conducono agli integrali (28).

-

v s]
dan\2 | /dan\2  [/da 3 do 3 da; ds
2 @ 21 %031 i 1
t\dt>+ dt>+<dt)§ =2oXan g+ 22 :
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11. Prendiamo ora a considerare gli integrali di Helmholtz
sotto la forma:

Tf=allﬂo+aleXo+a13PO 3 Xzazlﬂo‘*‘aez)(o*l‘“zspo; P=031W0+

e cerchiamo di trarre da essi alcune conseguenze.

Intanto si deduce immediatamente che, se nell'istante iniziale
e, poiché questo & arbitrario, in un istante qualunque, =, ¥, p si
annullano, essi sono sempre nulli. In questo caso sussistono le egua-
glianze (vedi form. 18 Cap. I):

% v, O, v, v, %,

32 Oy 'dx 3 'y
per cui I’espressione

vy, v, v, v, vy O,
sy Tawa Ty
¢ certamente positiva e la (22) mostra che tale & anche 5. Pos-
siamo concludere percid che se il fluido non rota, il movimento
di esso & sempre fisicamente possibile anche nell’assenza di qualun-
que pressione esterna.
Le linee vorticose

do _dy _d

T x p

k]

nel nostro caso, sono rette. Di queste consideriamo quella che
passa per il centro dell’ellissoide che possiamo chiamare linea
vorticosa centrale. Questa linea, nell’istante iniziale, avra per equa-
zioni:

xo=kmy , yo=ky, , 20="Fp, ,

dove k£ & un fattore di proporzionalita. Al tempo ¢ una sua par-
ticella (@, ¢, 2,) sard andata nel punto
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=0Tt Qo+ 320 , Y= 2+ .., 2=ag 1, + ...

ossia nel punto
x=k(anm+ ano+ ap) =kn , y=ky, z2=kp .

Percid tutte le particelle che all’istante iniziale formavano la li-
nea vorticosa centrale, al tempo ¢ saranno situate ancora sulla
linea vorticosa centrale corrispondente a questo tempo. Cid vale
di qualunque altra linea vorticosa.

A causa ora della linearita delle relazioni che legano le coor-
dinate z, ¥, 2 alle z,, %, 2, ne viene che le particelle del fluido
che nell’istante iniziale giacevano su di un diametro dell’ellissoide
e sul piano diametrale coniugato, saranno rimaste in questa rela-
zione anche al tempo ¢, rispetto all’ellissoide corrispondente. Ne
segue che anche il piano diametrale coniugato alla linea vorticora
centrale contiene sempre le stesse particelle fluide e cid vale anche
di ogni piano parallelo.

Consideriamo ancora sulla linea vorticosa centrale, al tempo
iniziale, la particella @, ¥, 2, . Il quadrato della sua distanza dal-
I’ origine sara

A=a i+ A= gt ) =1

se si pone wy ==/ 7 + %%+ % . Al tempo £, qualunque, come si
& visto, essa sard situata ancora sulla linea vorticosa centrale e
le sue coordinate saranno:

x=kr ,y=ky,z2=kp,
quindi il quadrato della sua distanza dall’origine sara data da
=1 (x4 ¢+ (?) = Ko,

dove © =/ & 4 y®+¢* . Dalle precedenti relazioni si deduce

7 (O}

7o Wy

e quindi che la distanza di una particella appartenente alla linea
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vorticosa centrale dal centro dell’ellissoide & proporzionale alla
grandezza della rotazione comune a tutte le particelle. In partico-
lare, la lunghezza del diametro dell’ellissoide che coincide con la
linea vorticosa centrale varia proporzionalmente alla grandezza
della rotazione di ciascuna particella (1).

(1) Questo teorema, per quanto contenuto nei teoremi generali della dinamica,
non ¢ stato rilevato nei lavori precedenti sul soggetto che in casi particolari.



CAPITOLO III.

Fquazioni differenziali di Riemann

1. Abbiamo visto nel Cap. I che il movimento piu generale di
un ellissoide fluido, nell'ipotesi che le coordinate di un elemento
si conservino funzioni lineari ed omogenee delle coordinate ini-
ziali, si pud far dipendere dalla determinazione: della rotazione di
un sistema di assi &, 7, { che in ogni istante coincide col sistema
degli assi principali dell’ellissoide, della rotazione di un altro si-
stema di assi £, 7/, ¢, relativamente al primo e dei semi assi o, b, ¢.

Indichiamo ora con p, ¢, 7 ; ¢/, ¢, ¥ le componenti delle rota-
zioni dei due sistemi di assi, secondo &, 1, {, come in quel capitolo
& stato fatto, e proponiamoci il problema di trovare le equazioni dif-
ferenziali a cui soddisfano le quantita p, ¢, 7, ; p, ¢, ¥ ; @, b, c,
quando al fluido si impongono le altre condizioni complementari
della ipotesi di Dirichlet.

Ci serviremo per cio del principio di Hamilton. Se con T si
indica la forza viva del sistema, con P, il potenziale, notando che
fra a, b, ¢ esiste la relazione a b ¢ = cost., all’ equazione che de-
riva da questo principio, si pud dare la forma

t
(1) 8ft (T+P +2)log(abe)) dt =0 ,

dove si suppone che il sistema ai tempi %,, # abbia delle confi-
gurazionl assegnate.
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Eseguendo la variazione indicata in (1), si trova:
h

O

oT 3T da P I oT oT
Li{=0a+ -0 Sa+2=fa + X = 0p+ ¥ 50
(2)_[0(% ave | 0 9% @ttty $+pq,3p + W@p
¢

Supporremo ora che ogni movimento variato che, secondo il
principio accennato di Hamilton, bisogna considerare, soddisfi
sempre alla ipotesi fatta pel moto reale e individueremo ognuno
di essi per mezzo delle variazioni di @, b, ¢ e delle rotazioni infi-
nitesime py, g1, 715 Ph, ¢, ¥ dei due sistemi di assi§, 0, ¢; €,
1, ¢, secondo gli assi § v, C.

Se i coseni degli angoli che questi sistemi di assi fanno fra
loro e con gli assi fissi #, %, 2 sono indicati come nel Cap. I, p,,
Q1y 713 Py ¢, 7'y saranno determinati dalle espressioni:

P1=03005+F 330071587, , r=o8054..... , =000 F.....
]9’1=a'35a’2+ﬁl35 B’2+1’38 “{,2 y q’lz a’15 U.'g"!— ..... y 7"1= a'zsa’1+ .....

Sostituendo in (2) per &p, 8¢, .... 3" le espressioni note:

d ' dp' o
Sp= p -}—grl Qr &p = p1—|—gr1 ¢
d d .
6g=% +rp—np q1+7291—7'110

ar , dr' (N (2N
67'=d—tl +pa—pyq ar =—dfl +1' =1 ()

con delle integrazioni per parti, si ha

2
oT 4 oT
0= ;60 dt[abc da dtada + da +2 sat-
dt

d oT
e ’c)T oT ,

i

d T ST aT
+2‘pl1 dt dp' Sg o

dtap r’a’;g

plqlrl

(1) Vedi: Kircunorr. Mechanik, pag. 58.

L
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Poiché le quantita 8a, &b, 8c; py, q, 7 ; P1, 91, 1 debbono
riguardarsi, nell’ equazione precedente, come completamente arbi-
trarie troviamo le equazioni cercate sotto la forma:

(4)

a T
dt Sp

aar_
dt 9¢
d oT

(4)

\ dtor

d T _ 3(T+P)
dt 3@_ e + 2 a
dt
d oT 9(T+P’)
diydh = e 2
dt
d oT _ 9(T-+P) 19 A
adc de¢ ¢
dt
aT T d oT
3" ol dat dp
aT oT " doT
P 315” *) dt 3q
or o ar_
apq aq \ dgor

aT,

—a’
aT

=a'?

V

oT

U

3p

oT

ar‘]

oT

J

Ty r
_ﬂaT ,
E)_q'p'

2. Passiamo ora a calcolare la forza viva del sistema. Ricor-
dando le formole (21) del Cap. I, si trova:

T;E/[

= 5+ by — cp)% — (b —.ar)

1 db
+%dt

e poichs:

/
¥
o/

£ da

M
Cds=" @ Jﬁ@——ﬁ

[ends= [Tqtds= fteas=0

+(1

£

- , CZ
br)gf(ag —-cq); +

[.Cst—l\—Sl c

O e - )~ (o - ] ]
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25(< >+/db (%24'

+ (a0 = br (g = o+ (0 = ep)+ (b = (e - ag)+ (e = b)Y,

risulta

Se poniamo:

_r+ _q9+4¢ _r47
"= 0 U T’ Y=
(5) ,
p—p ,_9—¢ =7
w= 5 y V=TT, W=,

Iespressione di T si pud scrivere anche cosi:

M1
©) T=g{-—

oACa) + G )+ (@) +
(b—cPur+(c— a)*+(a — b w+(b+c)*u+ (c+a)fv*+ (a+b)2w'2} .

Qui conviene pure ricordare che il potenziale dell’elissoide so-
pra a se stesso & dato da

H

p—ged [ ds —2
=an -
oV 2) () (0+)

e che, se indichiamo la funzione potenziale dello stesso elissoide

M
5

riferito ad un punto interno con
8) V =cost. — (A&+ B C&,

notando che

(04 2) (14 5) (14 5) = s @49 @49 @49,
abbiamo :

P M P M oP M
(9) %=.—2QA3,—37; '—2bB5, a —2003.

Sostituendo 1’ espressione di T e di P’ nelle (4), (4), (4") e
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trascurando il fattore 3 che comparirebbe a fattore comune in
tutte, quando si fosse cambiato opportunamente il valore di X, si
avranno senz altro le equazioni differenziali a cui soddisfano «,
bye; p,q, r; p,q,r. Con una leggera trasformazione possiamo
far in modo da far comparire in tutte le u, v, w; w, ¢/, &/, definite
dalle (5), al posto delle p, q, r; p, ¢, . Prendiamo percio a con-
siderare le equazioni che risultano dal sostituire 1'espressione (6)
di T nelle ultime equazioni (4) e (4") cioé:

d(a —b) dw ,d (a+b) Jdu'
T a = T 2 b S (@B

+p %(c—a)2v+(c+a)%’2—q§ b =cPu+ (b+efu=0

2(a-bw

d(a b) 1d (atd)

dt
+9 {(c—a)zv— (c+a)yd 2 —q{(b-cfu—(b+c)lu}=0

2(a—b)w + (@ —?f)2 -2 (a+b)w —(a +b)”

Sommando queste due equazioni ed osservando che
(c—a)—(b—cfP=(a—-0)(a+b—-2¢), (c+a)*— (b+cf=(a—b) (a+b+2¢)
si trova, dividendo il risultato per 2 (@ —b),

d(a —

2w 7

+( —b) +(a+b 2c)uv+ (@+b+2¢)uw v =0.

Se le stesse equazioni invece di sommarle, le avessimo sottratte
e avessimo diviso il risultato per 2 (a+b), avremmo trovato

d(“+b)+(+b)@+(a b—2cuwvt(a—b+2c)ud=0.

90
Si possono ottenere con calcolo analogo altre due coppie di equa~-
zioni; esse risultano dalle due gia scritte scambiando ciclicameate
a, b, c; u, v, w.

Le equazioni di Riemann, si presentano percid nella forma
seguente :
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, 1 & A
(a-b)w+(@— v+ @+h)w+ @+ '~ 5 —=Aa -~
, 1 d2b 3
(b-0uw+ G- a)w+b+)u+ G+ a)u -5 = =Bb -
, 1@
o)+ =D+ (et P e+ Hur -2 T g 22
2u d([:[c) +(-0) dt;+(b+c—2a)vw+(b+c+2a)v’w’=0
,d(b+0) % A y _ '
(10) 2u7+(b+c) 7 Tb—c—2a)dwt(b-c+2a)0w =0
dc—a) -
29 b7 +(c —a) +(c+a 20) wu+(c+a+2b)w o
,d(ct+a)
29 —di +(+a)—+(c—a 200w u+ (¢ ~ a+2b)ywu =0
— b
20 M 4 @5 D 4 @b~ 20 ot (w4200 §=0
20D 40 B4 (a2 4 (a2 el =0

(10) @ b c=cost.

3. II calcolo che abbiamo fatto per trovare le equazioni (10)
¢ soltanto una generalizzazione di quello fatto da Kirchhoff
quando ha voluto dedurre le equazioni del moto di un corpo ri-
gido dal principio di Hamilton. Si pud anzi aggiungere che se
nei calcoli precedenti si fossero supposti @, b, ¢ costanti e in
quiete gli assi &, 7/, { avremmo trovato le equazioni del moto di
un ellissoide rigido, mentre se si fossero supposti @, b, ¢ costanti
ed in quiete gli assi §, v, { si sarebbero trovate le equazioni di
un moto di fluido in un involucro ellissoidico solido.

Pero le equazioni (9) possono dedursi senza grande difficolta
dalle equazioni di Lagrange. Questo calcolo anzi diventa neces-
sario quando si voglia trovare la relazione che lega 1'indeter-
minata A\ alla pressione che noi dobbiamo supporre sempre data
dall’ espressione
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_ 2 .02 2
(11) P=cost.—{—s(1 —g——i—‘:—>.

Vogliamo indicare brevemente questo calcolo. Le equazioni di
Lagrange si possono porre facilmente sotto la forma :

dx dz  A(V-P) dx & _(V-P)
(12) o dt2p‘ "= @t et Ty

dx, ayo 32
% Rk

Basta percid moltiplicarle successivamente per

aaxf‘; , %y;; , aaz;l’ r %%’ , aa%’ , 99%0 e sommare ciascuna volta.
I primi membri delle equazioni precedenti non sono altro che le
componenti dell’accelerazione del punto (z, %, 2) secondo gli assi
&, 1, { e possono percid scriversi:

d_vg v, + '@"‘ , dffc 1

g "t g —reebqus . — o e, ()

dove vg, v,, v, sono, come nel Cap. I, le componenti della ve-
k-l Al
locita del punto che consideriamo rispetto agli assi corrispon-

denti. La prima equazione di Lagrange si pud porre percid anche
nella forma che segue:

dv A(V-P
(13) 1y gy = (_as—) .

Sostituendo in questa equazione e nelle analoghe per V 1'e-
spressione (8),per vz, v,, vzle (21) del Cap L. e notando che é:

ae_m_, 8 dn_ L. at_ & m
N il el Rl 8 et ik Rl il Sl

'aﬁh

(') Queste formole valgono tutte le volte che si ha da considerare la de-
rivata geometrica di una grandezza geometrica rispetto ad assi mobili. Osser-

£

vando che la veloeita del punto 5, %; ’ rispetto agli assi ¢, »', ¢’ & nulla
ne discendono le (14).
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si ottengono facilmente le equazioni richieste. La prima di esse &

2
(2—; +2brr+2cqqd—a (P4¢+r* ¢ =2 g —2aA

che pud anche scriversi

2 2 2 w1 d% e
(a=b)w+ (@ —c)*+ (a+ D) w+ (@+¢)v*— - —= = aA ——
‘ 2 df a
da cui si deduce A=o.
Qui cade opportuno di notare che abbiamo potuto applicare
il principio di Hamilton per dedurre le equazioni differenziali del
nostro problema, soltanto perche la esistenza di movimenti soddi-
sfacenti alla ipotesi di Dirichlet & stata gia provata nel Cap. II. Le
ipotesi da noi fatte sulla natura del movimento impongono al fluido
dei legami, tali che le coordinate di un elemento ad un tempo
qualunque restino sempre funzioni lineari ed omogenee delle
coordinate iniziali, e non & affatto evidente che lasciando al fluido
tutta la sua libertd esso si muoverebbe nel modo determinato dalle
nostre equazioni per una conveniente determinazione dello stato
iniziale soltanto. B questa la circostanza a cui il prof. Betti non
ha posto mente nel tentare di generalizzare il problema di cui ci
occupiamo.

Altra dimostrazione della legge di reciprocitd di Dedekind.

4. Dalla forma che hanno le equazioni di Riemann risulta im-
mediatamente che esse restano inalterate cangiando i segni ad
u, o, w. Con questo cambiamento si permutano le p, ¢, » con
le p, ¢/, ¥ e quindi anche, i coseni &, , ot .... 73 con o)y , &zuu. 5.
Dalle (19) del Cap. 1 segue poi che i coefficienti ay ay, , byt , ¢y s
restano inalterati, mentre b, ay, , ¢, @13 , ¢, @33 si scambiano con
@ Ay 4 Uy 03 , by as,. Le due soluzioni delle equazioni di Riemann
che si ottengono con questo scambio determinano due movimenti
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tali che ad uno stesso tempo i due ellissoidi hanno gli stessi assi e
in punti corrispondenti la pressione ha uno stesso valore, come
risulta dal fatto che tanto 1'equazione (18) del Cap. I, che de-
termina i semi assi dell’ ellissoide, quanto il valore di ¢ dato dalla
(21) dello stesso Cap., restano inalterati con lo scambio indicato.
Questi due movimenti si corrispondono secondo la legge di reci-
procita di Dedekind.

Risulta pure da questa dimostrazione che quello che ¢’& di
differente nei due movimenti & il diverso ufficio che compiono i
due sistemi di assi &, 7, ¢ ; &, 1, ". Nell'uno gli assi principali
dell’ellissoide coincidono continuamente con gli assi &, 1, ¢ ; nel-
I'altro con gli assi &, 7, €.

Nelle equazioni di Riemann si pud cambiare il segno anche a
due delle coppie di quantitd wu,u ; v, ¢ ; w,w' senza che esse si
alterino. Perd questo cambiamento di segno equivale al cambia-
mento del segno di uno degli assi &, 7, {; cangiando il segno
p. es. ad u,u ; v,¢ si vengono a cambiare i segni di p,p ;¢q,¢
e cid equivale a cambiare il segno ad o3, 35 13 ; o5, 3, 75, come
risulta dalle formole di Poisson, ossia a cambiare il segno al-
I’asse L.

Le due soluzioni dell’equazioni di Riemann che cosi si ottengono
corrispondono a due movimenti simmetricamente eguali di uno
stesso ellissoide.

Integrali delle equazioni di Riemann.

5. Per trovare gli integrali delle aree cominciamo a calcolare
le componenti della coppia di quantita di moto. Abbiamo

. dy .
== 8)e-
y N
=a1f<ﬁvc—tvﬂ )ds-{-ag'[KCvg——&vc)ds—]—aS/s‘(&vn—nv‘E)ds .
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Ora sostituendo per vs A v, iloro valori dati dalle (21) del

Cap. 1, si trova

_[(nvc—con>ds= %i(bp — )b+ (cp— ) ¢ } =

= %1(6—— c)%—f (b — ) }:%']P—)

e similmente:

/s(cv ea)ds_a—“l f(&z—nvg>ds ,

donde:

oT oT
ala? —l"‘aga—q- + asﬁ = cost.

In modo analogo si troverebbe:

oT oT oT
pl_é}; _H32871— +Bgé; == cost.
T ap + Te aq + 73 ar == cost.

Quadrando e sommando queste relazioni risulta 1'integrale delle aree
sotto la forma

0T \2 oT \? oT\#
1 G)+(G) +(GE) =
Se poniamo:
O+ -+ (b—c)u=yq , (c+a)W 4 (c—a)>v»=h , (a+b)4'+(a—b)*w=Ek

la (15) si potra scrivere anche

(159 G+ = cost.r

Ann. Se, Norm. 4
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Per trovare gli integrali di Helmholtz si pud procedere come
segue. Dalle (28") del Cap. II si ha:

o Ty Yo Po
T =y T -+ 012X0+a13P0 = aoau"d(,"}“boaw‘b—"i“coalslp—
o %

To Yo Po
X=azxﬂo+a22X0+a13Po = Q a21;+boa22b—+coazac—
0 o )

Ty Yo Po
P=aal7fo+asz'}10+asspo = Q a3l; +boa32b— +Coassz* .
) o )

Moltiplicando queste equazioni per o, , B, , 7» ¢ sommando si
trova

T ! !
Tc'=am+fﬂxx+*np=a—°a1+a%(—°ﬁ'+a&h )
Qy o Co

dove 7', %, ¢ dinotano, come al Cap. I, le componenti della ro-
tazione secondo gli assi &, 7, { ; per cui tenendo presenti le (22)
dello stesso Capitolo, si pud scrivere anche

1

2,0 _a\2 — ZEQI br P_Ol
Zbc (b+c)u (b c)u aaoal+abopl+aco7lv

ossia
b+ o)u — (b —c)Pu=20byc,ma, + 2coaYolr +2bopo s -
Se poniamo:
kb+c)2u’ —(b-u=g, (cta)¥ —(c—a)v=F, (a+b)* - (a-bjw=k
2herymo=0¢o 2craypo="H, 2a,bp,=1FK,
abbiamo finalmente

9' = 9’0 oy + o g+ Kot

e cosl pure:
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W = g,oy -+ HiBr 4 ¥o s
= 9’0 o'y 4 H, pls +Eovs .

Quadrando e sommando queste equazioni si avra l'integrale cercato
sotto la forma:

(16) 9% 4 B® 4 E? = cost.

Dalla forma di questi integrali risulta che in due movimenti
di uno stesso ellissoide, che si corrispondono secondo la legge di
reciprocity di Dedekind, gli integrale delle aree e quelli di Helmholtz
si scambiano il loro significato.

Ricordando D'espressione della forza viva e del potenziale (6),
(7) si ha finalmente 1" ultimo ingrale proveniente dal principio della
conservazione della forza viva:

o

+(b— )’ +(c — a)**+(a — bw+(b + c)*u* + (c+a)’v*+(a + b)’uw* =

-+ cost.

6. Questi integrali possono dedursi molto facilmente dalle equa-
zioni differenziali stesse del problema.

Cosi se moltiplichiamo le (4') rispettivamente per g% s g?T , g—;g
e sommiamo, troviamo un’espressione suscettibile di una integra-
zione immediata e che ci conduce all'integrale delle aree.
oT aT aT
o]
e procediamo allo stesso modo si arriva all'integrale di Helmholtz.

Se invece moltiplichiamo le (4") successivamente per
P
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Per ricavare 1'integrale delle forze vive poi moltiplichiamo le

da db dc , .
(4) successivamente per —— TR R le (4) per p, ¢, r ele (4"

per ¥, ¢, ¥ e sommiamo ciascuna volta, avremo:

d 3T da T da LOP' da
Ebﬁ %d_t—'—gaadt +28a dat

dt
T da T dPa Mda , dP
f— e — ~—-= 0
dt(z‘ dadt>+2 dadt2+23adt dt '
dt dt

AL A dp _
Py = (2‘ > —2% it
43T 52T _

pry dtdp T dt <2‘ Py )~ 8]9' dt

Sommando le 3 relazioni cosi ottenute, si trova

T da o oT ]
2 8adt+2 J'_z@p
dt

T dt

5 oT d%a T da oT dp oT dp'
+)a$l_5 dt2+2‘aa +23p dt +23p dt + dt
di
Siccome ora T & una funzione omogehea del secondo grado in

da db dc

I I PR B O g, 7 1e prime tre sommatorie formano

. T . .
— 2 %rf , mentre le altre tre formano o per cul I’ equazione

precedente ¢i da senz’altro

d N
%(T——P)_O .
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Paragone fra le equazioni di Dirichlet e quelle di Riemann.

7. Cerchiamo ora, dei due sistemi di equazioni differenziali,
(6) del Cap.II e (10) del presente, quale offre maggiori vantaggi per
la trattazione di casi speciali.

Poniamo mente, percio, al fatto che le equazioni di Dirichlet for-
mano un sistema del sedicesimo ordine, poiché in esse si possono far
comparire le derivate seconde di 8 variabili soltanto, eliminandone
una per mezzo dell’equazione dell’ incompressibilita. Di questo si-
stema si conoscono 7 integrali, sicché prima di ridurre il problema
alle quadrature bisogna integrare ancora un sistema del 9° ordine.

Le equazioni di Riemann, invece, formano un sistema del 10°
ordine e di esso conosciamo tre integrali, per cui resta solo da
integrare un sistema del 7° ordine. Ma, per la soluzione completa
del problema, bisogna determinare ancora i coseni:

! U !
(18) Oy 4 Ogeee T3 3 Oy Ogeees -

Siccome poi questa determinazione dipende da due quadrature,
come ora mostreremo, possiamo dire che la trasformazione ope-
rata da Riemann delle equazioni di Dirichlet equivale alla ricerca
di due integrali primi.

Per la trattazione di casi speciali, dunque, le equazioni di Rie-
mann sono da preferirsi a quelle di Dirichlet, quantunque per ri-
cerche generali, a causa della loro simmetria, possono essere utili
anche quest’ ultime. _

8. Per trattare ora della determinazione dei coseni (18) osser-
viamo che le tre terne di coseni:

01,0 ,03358 B B3 Y1y T2y Ts

sono tre sistemi d’integrali particolari del sistema di equazioni:

dh db L)
09— ot By, Py
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mentre le tre terne:
oy, oey o5 s By By Ba sty Ve s s

sono tre sistemi d’integrali particolari del sistema di equazioni:
(20) (%1:9,93 —7'8, &, =70, —p'0; , fl—%— =0, — ¢, .

Di ciascuno di questi sistemi di equazioni si conosce un si-
stema di integrali particolari. Infatti ogni sistema di soluzioni di
(19) rappresenta delle quantitd proporzionali ai coseni di direzione
che una retta fissa nello spazio forma con gli assi &, 7, { e vi-
ceversa e quindi ¢, &, & che sono le componenti della coppia di
quantita di moto rispetto agli assi &, 1, { soddisfano alle (19).

Similmente ¢, #', ¥ sono un sistema d’integrali particolari di
(20) perche, come-lo mostrano gli integrali di Helmholtz, la retta
che fa con gli assi &', 7/, ¢ angoli i cui coseni sono proporzionali a
g, I, ¥ si muove rigidamente unita agli assi &, 1, ¢ (1) e ogni solu-
zione di (20) rappresenta quantita proporzionali ai coseni che una
retta rigidamente unita al sistema &, v, £ forma con gli assi &, 7, ¢.

Introduciamo, ora un nuovo sistema di assi X, Y, Z con-
gruente col sistema z, y, 2 ed in modo che 'asse Z coincida con
I’asse della coppia di quantitd di moto. La posizione del primo
sistema rispetto al secondo dipende dalla condizione iniziale del
movimento e deve considerarsi come nota. Bastera allora, per co-
noscere 1 coseni degli angoli che formano 1 sistemi «, y, 2 ; &, 1, ,
determinare i coseni degli angoli che gli assi &, 7, { formano con
gli assi X, Y, Z.

Indicandoli con gli stessi simboli, per brevita, poniamo:

" = cosf sen® , v, = senf senf , y; = cosH

o, == cosp senf , B; =senpsenh , y; = cosh .

() I coseni che questa retta fa con gli assi ¢, », ¢ sono proporzionali a
gy + Wy Koy = gy, o, K.
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X noto che tutti i coseni a;, @, ..., s saranno conosciuti quando
avremo determinato ¢, f, 9
Ora, evidentemente, si ha:

Nifeits =g:h:k
per cui:

h
, tan =1_"
Jrrrar T g

cosf =1y, =

Da tang ¢ = —% si ottiene poi, servendoci delle (19)
3

dp = o3 dffs — — B dog d“a np - “(2§Zdt P €os f—-l—gsenfdt
1—13 1—+3 sen 0

onde

(P=fpcosf+gsenf

sen 0
Per determinare gli altri coseni o, ...%'; si procedera analoga-
mente introducendo un altro sistema di assi E, H, Z rigidamente
legati al sistema &, 7, C ed in modo che 1'asse Z coincida coen
la retta i cui coseni degli angoli che forma con gli assi &, 1, ¢

sono proporzionali a ¢, ¥, k.



CAPITOLO IV.

Casi in cui la forma dell ellissoide e la condizione di movimento
presentano completa simmetria intorno ad un asse

1. Supponiamo ora che 1'ellissoide limitante la massa fluida
sia di rotazione ed intorno al suo asse di simmetria il movimento
si mantenga pure continuamente simmetrico.

Se 1'asse di rotazione dell’ellissoide & 1’asse 2 dovremo sup-
porre allora che sia 2== {=={'. L’ipotesi che gli assi { e {' coin-
cidano continuamente con 1’asse 2, a cui siamo condotti dall’altra
che il movimento debba mantenersi simmetrico intorno a quest’asse,
richiede:

(1) p=p=q=¢=0 ossia u=w=v=19=0.
Potendo poi anche osservare che gli altri due assi principali

dell’ ellissoide, avendo una posizione arbitraria nel piano z ¥, si

possono supporre in quiete, si pud aggiungere anche la condi-
zione:

2 — = =2
@ r=0,w W=z

Le equazioni di Riemann, quando in esse si portano le ipotesi (1),
(2) e I'altra:

®3)

Q
l
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diventano:
d*a 6
2 ___ — .
ap R 2Aa—2 o
4) - __de

o
a*p = cost. , a’c =cost. ().

Per effettuare I'integrazione di questo sistema riferiamoci al-
I'equazione delle forze vive che, nel nostro caso, si riduce a

(5)(%)2—{—;—(% 2+ a’p® -—27rf + cost.
(o

2

Poniamo:
(6) a’c = @3 ,gr—‘d
(7) o=-—Ft =P ¢ %, S,

VZz Jazh G %

dove 1'indice 0 al piede di ciascuna quantita indica che essa viene
considerata nell’istante iniziale. Con queste posizioni si ha, cam-
biando s in 9%s:

< v eV

(*) Le ultime due equazioni ci danno immediatamente % == cost. caso par-

ticolare del teorema generale dimostrato in fine al Cap. IIL
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e quindi la (5) si pud scrivere:

o (s (&)l

(e o]

ds
___J
0 (1 + as>\/ 1+
Trovato o da questa equazione, le (6), (7) danno ¢, o e p.
Dividendo poi la prima delle (4) per a, la seconda per 2ce
sommando, facendo uso dell’equazione &’ ¢ = cost. derivata loga-

ribmicamente due volte, si ottiene per s, che solo resta da deter-
minare:

== cost.

2 1 ., 1{2da 10%2_
(et e)o=tr—etgl i +oam =

(7

1(2 /da\2 K 1 /de\? 3 /1 de\2
—%p 2l 1)E (e El e T O S A (e
=2r—v+ gz dt) *‘&(dt) % 2w P+4<c dt)

la quale equazione, ponendo mente a (6) e (7), si pud anche scri-
vere:

©) & 20&—}—%):211:(1—0)2)—{—%(017%)2.

2. Prima di passare allo studio delle particolarita che offrono
1 nostri movimenti, premettiamo le considerazioni che seguono.
Ponendo:

(2)

f<a>=f°° LA
0(1+as)\/1+;j~2

. . .S
e cambiando nell'integrale s in o 4 trova:

1 [/ ds — [t ds
® 1@ —;f —— ‘Wfam)»/o?‘%‘s;
o A+ \/1+%




Il moto di un ellissoide fluido ecc. 59

mentre cambiando s in o s, si ha:

(A{) f(a) =U.2f: —{‘:—;d)—s\/—l——i_— == é‘/‘wl ds .
LA s
0 O<;§+s \/1—}—3

Dalla forma (8) di f («), poiché il secondo fattore resta finito
anche per o =0, si deduce che f (0) = 0; mentre dalla forma

{), poiche il secondo fattore resta finito anche per o= oo si
deduce che f(w0) =0.
Da una qualunque delle forme date ad f(«) risulta poi im-

0(1 + 8T

La derivata di (o) & data da

mediatamente :

ro=—1) S
> LA
L atas)/(142)
e sl ha: -
. 1—o3 ® sds
f (0) =lim —— f ———— =
a=0 Va Jo (1492 (@ +s)°
£ (1)=0.

Quando o varia con continuitay da 0 ad 1, /' (#) & positiva e
decresce costantemente da -} oo a 0, poiche la derivata di

1—of s ds
f ()= _f A
Vo Jo A+9VEr-9p°



60 0. Tedone

ciod:

50341 (% sds 9 o 2 [ sds
- B —_ T g (I—ojez [ ——
2ax Jo 4PVt oy fo 1+ (Fs)

¢ negativa per o compresa fra 0 ed 1. /' («) & invece negativa
per oo > 1.

Dunque quando o cresce da 0 ad 1, () cresce continuamente
da 0 a 2, per questo valore diventa massima, indi decresce con-
tinuamente un’altra volta fino a 0.

Se k & una costante qualunque positiva 'equazione f (o) =k,
ha percido due radici o, o' tali che 0 < of <1 < o"< o quando
0 <k <2, le quali coincidono nel limite k==2 e spariscono per
E> 2. L'equazione f’ (2)=F ha invece sempre una sola radice.

Riguardo alla funzione

b (@) =7"(®) 2 —71 (),

dove & & la radice dell’equazione
7 . q-
f (o) =-ze quindi 0 << ¢ <1,
0

osserviamo che la derivata

Y@=re—17re,

& negativa per o compreso fra 0 e &, per o =2 si annulla ed &
positiva per a.< 4. Percid quando o cresce da 0 a 8, ¢ (o) di-
minuisce costantemente da 0 a ¢ (3), quivi acquista il suo minimo
valore, per crescere poi continuamente insieme ad o sino all’in-
finito. L’equazione ¢ (2) = —Fk, con 0 > —k > ¢ (8), ammette
due radici o/, " tali che 0 > o/ > 8 > o' le quali coincidono per
— k=1 (3). Invece 1'equazione ¢ (#) =%, con k>0, ha una
sola radice maggiore di 3. .
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Ci sara pure utile aggiungere qualche considerazione sulla
funzione

3 o8] o]
o sds =a%(1—a3) . sds

0 (l+ocs)2\/<1+§2>3 . 0(1_;.3)2\/(7&34——3)3

="

Per o compreso fra 0 e 1, o®f' (#) & positiva, si annulla per
o.=1 e, come risulta dalla seconda forma in cui si & messa, anche
per o = 0. La funzione o®f' (x) deve dunque avere un massimo
almeno nell’intervallo 0, 1. Dimostriamo che ne ha uno solo.
La sua derivata & ‘

1 3 *® s*ds i [Oo sds
oz (1—3a% —3oz —
fo (149 V (e + 5P Jo (LW (-5

che si pud scrivere

3 1(/1 L s X sds
g% (5‘—3> yr—— [‘ /T
o L+9VE+9) o (1+9V(e+s)

%

0 2
Quando o cresce da 0 ad 1, (13——?,) gds
> o L +9V @+ sF

0 9 (o's]
diminuisce da 4 © a — 2 f g dsg , mentre 2 [ s ds
0

Do| o

(L+9)r Jo A9V @+

© ds ©sds
diminuisce da 2 | ———— a 2 53 vi sard quindi un
0(1+s)2\/85 O(l—i—s)?

solo valore di a fra 0 ed 1 per cui le due espressioni diventano

eguali e la derivata si annulla.
L’ equazione o® ' (2) =k, con 0 < k<2, ha percid due ra-
dici che coincidono per k = 2 e spariscono per k> 2.
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Calcolando questo valore si trova a=0,135..... e pel cor-
rispondente valore della funzione «*f" (2) =0, 2246....

3. Dopo cid passiamo a studiare dapprima il caso in cui le
particelle del fluido non rotano e quindi sia ® =w0,=0. La (8) di-

venta allora:
w-rol=(a+3) (5}

(10) (24 1>< >+8~c

Se il fluido comincia il suo movimento dal riposo sard anche

(ili—?} =0 per cui la (10) si semplificherd ancora come segue:
0

10 (245) (5)+eslrm—ral=

Questa equazione da con una quadratura ¢ in funzione di o,

o

t=
(1 AT

ed invertendo « in funzione di ¢.

L’integrale (11) & finito, poicheé la funzione sotto il segno in-
tegrale al limite inferiore diventa infinita soltanto d’ordine % .

Affinché il movimento sia reale, risulta da (10) o da (11) che
dev’essere: :

(12) f@) =1 () -

Tenendo presenti le proprieta della funzione f (=), possiamo fare
sul valore di o, tre ipotesi:

1s . a=1.
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A questo valore di o, corrisponde il massimo di f (2) e quindi
affinché (12) sia verificata, dev’essere sempre:
. do.
f@=f) , a=a , Z-=0.
Il fluido & in equilibrio e la sua forma esterna & quella di
una sfera.

2.:° 0o <1

L’ equazione f (o) = f (%) ha in questo caso due radici oy, a,
tali che

0_<_°‘0<1<¢1-

A causa della (12) o pud variare soltanto fra o, e o, quindi «

crescerd a partire da o, fino ad oy, pel quale valore acquista il
. do. Ao . .
suo massimo, essendo —— nulla e -5 negativa, come risulta da

dt de
(10) e dalla equazione:
1N\ 8 /da\2 ,
(13) 2(2-—1—;3)%2——? %> =8z f («)

derivata della (10) stessa. Acquistato questo valore, o comincia
a decrescere fino ad o, in cui acquista il minimo valore per poi
ritornare ad aumentare. L' ellissoide oscilla continuamente fra due
configurazioni determinate e cominciando coll'essere schiacciato
per o = ¢, passa alternativamente per la forma sferica e per la
forma di un ellissoide allungato (). Il tempo che impiega a de-
scrivere una oscillazione &

() Nel caso limite di x,==0 I'ellissoide comincia coll’essere un disco cir-
colare e termina per essere un cilindro circolare infinitamente lungo.In questo
caso T & infinito.
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“ et

\/Sﬁif(a)—f(do)i

T =

3.2 o, >1.

Questo caso non differisce dal precedente che per lo scambio
di o in o;. Il movimento consisterd in vibrazioni isocrone e 1'el-
lissoide, cominciando il suo movimento dall’essere allungato, passa
alternativamente per la forma sferica e per quella di un ellissoide
schiacciato.

Nel caso generale in cui (%?) & diverso da zero la (10) ci
0

da per la realith del movimento:

sel o —rea |+ (245 ) (F). =0

ossia
(13) 8nf(a)>8ﬂf(ao)—<2+ ><g:>
Se

s — (245 ) (), 20
I' equazione .
(14) 8nf(a)=8ﬂf(“o)—<2+§§)<jl_:>:

& soddisfatta da due valori o , o di a tali che 0 <To' <1 <o
Il moto consiste, come prima, in oscillazioni isocrone ed o , o'
hanno D'ufficio di o, , a; . La sola differenza & che nel primo caso
per tempo iniziale si sceglie una di quelle configurazioni in cui

da .
a8 annulla.
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Se poi
i (343 (<o

. .. do . .
I'equazione (14) non ha radici, 7 bon si annulla mai, conserva

un segno - costante, per cui 1'ellissoide si allunga o si schiaccia

indefinitamente secondo che il segno di % & positivo o negativo.

Questi movimenti sono tutti fisicamente possibili, senza sup-
porre 1'esistenza di una pressione esterna alla superficie dell’el-
lissoide.

4. Osserviamo ancora che nel caso in cui le particelle di fluido
non rotano, ma 1’ ellissoide pud essere anche ad assi disuguali,
I'equazioni del problema si riducono a:

1 d*a ] 1 d% ] 1 d% 5

—aar ~" e Taae Ty TraE Tt T
@ bc=cost.

e coincidono con le equazioni differenziali del moto del punto
(a, b, ¢) di massa 1, soggetto a restare sulla superficie «.bc= cost.
quando le forze esterne ammettono un potenziale 2 H. Il problema
non si riduce alle quadrature.

5. Consideriamo ora il caso in cul le particelle di fluido rotano
e quindi, tenendo presenti le notazioni introdotte nel §. 2, si abbia:

1Y /do\2 1Y /da\2
1) (24+5) () +smr 0 =(2+3) (5, +8m 6
In questo caso per la realitdh del movimento si richiede che sia
(16 2 <ve +g: (245 (%), -

$ (2), e quindi o, non pud crescere percid indefinitamente.

Ann. Se. Norm. 5
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Risulta quindi che 'esistenza del pit piccolo movimento di ro-
tazione delle particelle fluide impedisce un illimitato allungamento
dell’ ellissoide.

Ponendo mente alle proprieta di ¢ («) anche qui possiamo fare
tre ipotesi:

1 ¢ (o) + 8‘% (2 + %) @l—:‘y =14 (@) .

0 0

Essendo ¢ (3) il minimo valore che pud acquistare ¢ (a) deve
essere:

(%), =0 =40, =12,

e la (16) ci mostra che dev’essere continuamente,
Yo =40, a=2, ()=

Siccome & < 1 si deduce che, in questo caso, il movimento
consiste nella rotazione uniforme, come un corpo rigido, di un el-

lissoide schiacciato intorno all’asse di riveluzione. Questo & il caso

2
studiato da Maclaurin. La relazione %} ={"(3) ci da, togliendo
0

Pindice zero:
V 2
) o=y =af(a) .

Ad ogni valore di o corrisponde, quindi, a meno del segno,
un solo valore di p; invece come risulta dalle proprieta della fun-
zione o?f" (o), ad ogni valore di w?<Z 0, 2246 ... corrispondono
due valori di o e quindi due ellissoidi distinti di Maclaurin che
possono rotare con la stessa velocitd angolare. Questi due ellis-
soidi coincidono in un solo quando w® raggiunge il limite 0, 2246...
e non esistono pilt quando lo supera.
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Essendo © <C 1 la (9) mostra che s & positivo e che quindi il
moto & possibile fisicamente senza che alla superficie dell’ellissoide
si eserciti alcuna pressione esterna.

20 0 <te+gr(2+5)(5) <0

In questo caso I'equazione

(18) ¢ (0) = ¢ (o) + % <2 + %g) Czi:):

8 soddisfatta da due valori distinti o , &' di o tali che 0 <l o/ <8 <o
Poiche ¢ (o) < ¢ (o) = ¢ ("), o & compreso fra o' e o' ; se

da\ ", " .. . .
) ° positivo o cresce da ¢, ad o', quivi acquista il suo mas-
0
simo valore indi decresce fino ad o' per tornare poi a crescere

. da. . C e
un’ altra volta. Se invece <%> & negativo, o diminuisce fino
0

ad o per poi tornare a crescere. L.’ ellissoide oscilla continuamente
fra due sue configurazioni determinate (%).

Se all’epoca del massimo allungamento dell’ellissoide, la ro-
tazione supera un certo valore, per la possibilita fisica del movi-
mento si richiede che alla superficie dell’ellissoide si eserciti una
pressione abbastanza forte.

8+ v +g=(2+5) () >0

Se si verifica infine questa condizione ’equazione (18) ammette
. , do\ | . e
una sola radice o' > a,. Se ) e negativo o diminuisce co-
0

() Nel caso in cui ' = O lellissoide perd finisce con lo schiacciarsi in-
definitamente.
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.. . i dou . ..
stantemente a cominciare da o,; se invece ((_Z—t & positivo «
0

cresce da o, ad o in cui acquista il suo valore massimo, indi
diminuisce indefinitivamente. L’ellissoide, quindi, o dal principio del
movimento o dopo il decorso di un tempo finito si schiaccia in-

definitamente.

Anche qui vale, rispetto alla pressione, 1’ osservazione fatta nel
caso 2.°



CAPITOLO V.

Casi in cui la forma dell'ellissoide resta costantemente la stessa

1. Cominciamo prima di tutto a mostrare che il valore di o
sl pud esprimere per mezzo di @, b, ¢ soltanto. Percio moltipli-
chiamo la prima delle equazioni (10) del Cap. III per a, la seconda
per b e la terza per ¢ e sommiamo. Avremo cosi:

Aa®+-Bb+Cc®*—8o=(a—b)*w?+ (a+b)uw*+ (@ —c)**-}-(a+-c) v}

+ =00 — 5

2 2 2
5 0l_"+b@ dc)

at ag teaE

che, facendo uso dell’equazione delle forze vive, si pud ridurre

anche ad
Aa*+Bb 4 Cc* — 36 =
1(;da\?2 /db)2 (de\% 1 dfa  ,d% dgc)
=cost.+2H——§ (;i_t) +Kd7 +{\@> %*§\aﬁ+b¢§?+cd—§
1 a* '
=cost. +2H — Ia’ti(a2+bg+02) .

Se poi si osserva che &

Ad* +B¥ +Cf=H,
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I’equazione precedente si pud scrivere nel modo pin semplice:
1 (lz 2 2 2
(1) 3c=cost.——H—l—4—EEt—2(a + 0* 4-c?) .

Risulta quindi che se a, b, ¢ sono costanti, ossia se la forma
dell’ ellissoide si mantiene sempre la medesima, & costante anche o.
2. In cid che segue si supporrd sempre escluso il caso in cul

tutte le w, o' ; ... w si annullino contemporaneamente, caso che,

del resto, & stato considerato mnel Cap. precedente.

Osserviamo poi che se & continuamente a==>b==c¢ non si pup
avere che una sfera in riposo. L’equazione dell'incompressibilita
ci mostra che ¢ & costante. Siccome poi gli assi principali hanno
una posizione indeterminata essi si possono supporre in quiete, per
cuip=¢=r=0ossla u=—u ,0=—10 ,w=—w . Le ultime
sel equazioni (10) del Cap. III ¢i danno allora:

davw =0 , 4dawd =0 , daud=0 ,
da cul segue p.es. v =1 = 0. La terza mostra quindi che s=a’A
e le due prime, che diventano identiche, danno 2 ¢ w®*=0 . Dun-
que & a=b=c= cost.,, u=u=v=v=w=u/'=0 . Intende-
remo escluso anche questo caso.

Cid posto dimostriamo che, nel caso in cui nessuna delle
W ....w' si annulla, 1'ipotesi che a, b, ¢ siano costanti, richiede
che tali siano anche u,u , ...... w.

Se a, b, ¢ sono costanti, la prima delle (10) del Cap. IIL di-
venta

(@ —=b)w*+ (a— ¢) ¥* -+ (a+b)w® + (@ + )v* = cost.

la quale derivata rispetto a ¢ e tacendo uso dei valori:
dw dw'

(5%, @+

9 cesen
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ricavati dalle ultime 6, diventa
(at-b—2c)uvw—+(a+-b-+20)wv'w — (¢ +-a—2b)uvie — (c-a--2b)u'vw -+
+(@=b—2c)uvi + (@ —b+2c)uv'w' + (¢ — @ — 2b)w'ur' + (¢ — a+2b)wu's' = 0
ossia, riducendo,
(b—c)ulw—vw)+ (b4 o) u (Jw—ovu') = 0.

Si ottengono due equazioni analoghe scambiando ciclicamente

a,byecyu,v,w;u,v,w, sicche:

(b—c) u (kw—o'w) + b+¢) v UWw—ow') =0
(2) (c—a) v (wu—w'u) + (c+a) v (Wu—wn) =0
(@—b) w (wv—uv) + (a+b) w (Wo—uv) =0 .

Se ora nessuna delle %, «' ; .... %' & nulla le (2) possono mettersi
sotto un’altra forma. Le ultime due, ordinate rispetto ad u ed o/,
si possono scrivere:

{ c—a)ou+(c+a)ow' L u— § (c—a)ow'+(ct+a)wluw =0
{ (a——b)vw—(a—Fb)v’w’ fu— 4§ (a—b)dw—(a+-b)ow } ' =0

e poiché u e u' si suppongono differenti da zero il determinante
delle due equazioni in « e u dev’esser nullo, il che ci porta al-
I’ equazione

—2a(c—a)v*wu’ —2a(a—b)vw*vy'—2a(a +b)v'wv-4-2a(c-+a)v*ww = 0

che divisa per 2@ v+ ww' si pud scrivere

=) @t b= =0+ @i

w

Se si tien conto delle altre due equazioni analoghe che si dedu-
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cono col solito scambio circolare, possiamo porre :
@=0) 5t L= -h %+ 0t L =24
7): g v _— - wl a+ ) E —=aa

’

B ot ot =0 b 0 ¥ =2y

l

D B D) Y =) )+ e =2

e di queste equazioni una & conseguenza delle altre.
Per dimostrare che le u, %' ;... w sono costanti, basterebbe
dimostrare che tali sono ¢, &', ¢ poiche allora dall’equazioni pre-

)

cedenti ne risulterebbe subito la costanza delle quantita %—, , % , eCC.

Dalle (3) si deduce facilmente:

P—P=a—0 , P—=0 - .

Possiamo percid porre:
4) A — =0 —0="—=439

e sard dimostrato che o, ¥, ¢ sono costanti, quando avremo di-
mostrato che tale & ¥.

Se ora poniamo:
r=w 4w , p=ww +ud , v=uu +

le prime tre equazioni (10) del Cap. III si serivono semplice-
mente:

(5) 2\ =cost. , 2pb =cost. , 2vc¢ = cost.

e queste costanti sono nulle soltanto nel caso di una sfera in
equilibrio.
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Dagli integrali delle aree e da quelli di Helmholtz, se po-
niamo :

gz+h2+k?=g2 , g’2+h'2+k’2=9’2’ i
si deduce, sottraendole,
}I (@ —Q3) = (B—)* ud' + (—a)* o0 + (A*—)* ww/ =
= (& — %) (&® = &) (0 +wuw)+ (B — a®) (B°— &) (wu +uw) +
+ (F—a) (=) (w + o)
e quindi:
(6) (0~ D) (Pt (P (oo () (= (@ %)

equazione che & un’indennitd soltanto nel caso in cui a=b=c. In
ogni altro caso rappresenta una relazione effettiva fra A, p. e v.

Ora le (4) e (B) permettono di esprimere A, ., v per mezzo
di & e di costanti e queste espressioni sostituite nelle (6) mostrano
che & & realmente costante.

3. Portiamo ora nelle solite equazioni (10) del Cap. III le ipo-
tesi che @, b,c¢ ; u, v, w ; , ¢, w siano costanti. La 4* ¢ 5* ci
danno:

(b-+c—2a)vw- (b+4-c+2a)vw'=0,b -c—2a)vw-(b—c+2a)ouw' =0

e affinché queste due equazioni possano coesistere, dev’essere

(b+ec—2a)w (b-+c+2a)w'
) ={(b— 2a)*—c*w’— | (b-+}2a)*—cHw?=0.
(b—c+2a)w (b—c—2a)w

Affinché invece possano coesistere le due equazioni:
(e+a—2b)wu+(c+a-+20)w'u' =0, (c—a—2b)w'u+t(c —a-+2b)wu'=0 ,

che risultano dalla 6* e 7* delle stesse equazioni si richiede che
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sia analogamente
8) {8 — (@ — 20w —{c* —(a+ 20} =0

Le (7) , (8) poi considerate come equazioni lineari in w* e w” per
coesistere devono essere tali che il loro determinante

b—2a—¢c, b+ 2 —¢
=24 ab (P — a)
¢ — (a— 2B , & — (a - 20)?

si annulli, per cui a=5. Similmente si troverebbe b=c.

Dunque finche le u, o' ; v,7 ; w, w, sono tutte differenti da
zero, a, b, ¢ non possono essere costanti.

4. Supponiamo ora che @, b, ¢ siano costanti e che una delle
quantita «, »' ; ... 2 si annulli.

Vogliamo dimostrare che allora deve annullarsi almeno una
delle tre coppie di quantiti w, « ; 0,9 ; w, w'.

Si annulli dapprima una delle «, ¢/, «/, p. es. . Allora le (2)
diventano:

(b—c) wvw —uvw) =0
(c—a)uvw—+(c+a)ut'w =0 , (a —d)uvw— (a+buv'w =0.
Sommando le ultime due, risulta:

b—2¢) wow-+udw)=0,
quindi dev’ essere:
b—c)uvw=2~0

, b-c)uw=0.

Queste due equazioni possono essere soddisfatte in uno dei modi
seguenti:
1P u=0;2°v=v=0o0pure w=w'=0;3°v=w=0 o
pure w=¢' =10 , 4° b=c,
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Nei primi due casi si annulla una delle coppie di quantity

u, 1 ; v, 75 w, w; nel quarto caso w resta inderminata e quindi

si pud supporre nulla, per cui anche in questo caso si annulla

una delle tre solite coppie di quantita. Se poi, finalmente, fosse
v=w =0 p. es. le equazioni di Riemann darebbero:

(b-c—2a)vw=0, (cta—-2bwu=0, (@a-b+2c)uv=0.

Se u, v' sono diversi da zero, moltiplicando la 1* per u, la 2* per
v e sommando si ottiene:

— b+ a)uvw=0

la quale equazione richiede che sia nulla w; dunque in ognuno
di questi casi si conclude secondo 1'enunciato.

Supponiamo ora che sia nulla una delle quantita u, v, w,
p. es. u; le equazioni (2) ci danno:

O+e) (v w—urvuw)=0
—(e—a)uvw - (cta)u v w=0, (@a+b)w'vw —(a—b)u v w=0

e sottraendo le ultime due si ottiene

b+c)Wovw +uvw=0
che paragonata colla prima ci porta all’equazioni:

wow =0, uvw=0.
Queste due equazioni possono essere soddisfatte in una delle se-
guenti ipotesi:
1°4'=0; 2°v=0'=0 o pure w=—w'=0; 3° v'=w'=0; 4° v=—=w=0.

Nei primi due casi si conclude secondo il teorema, il terzo non @&
essenzialmente diverso dall’altro (¥ =wv==w'=0) che abbiamo
esaminato e conduce alle stesse conclusions; nel quarto poi le equa-
zioni Riemann ci danno:

!

v w=0, wu=0, =0
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e debbono esser nulle ancora due delle quantita « + ' per cui
il teorema resta completamente dimostrato.

Supponiamo ora inversamente che si annulli una delle coppie
di quantita », ¥ ; v, v'; w, w ed esaminiamo i risultati ai quali si
perviene.

Caso in cui si annulla una sola coppia di quantita
u, U ;0,0 w, W .

5. Supponiamo dapprima che si annulli soltanto la coppia u,u'.
In questo caso si annullano ¢ e g’ e quindi la componente della
coppia di quantith di moto e quella della rotazione secondo
I’asse & L'asse principale a dell’ellissoide giace sempre nel piano
invariabile della massa in movimento e la linea vorticosa cen-
trale & normale a quest’asse.

Le ultime sei equazioni (10) del Cap. III, dlventano

G+c—-2a)vw+(b+c+2a)y w=0

b-—c+2a)vw+b-c-2a)v w=0

O 42,2 ® 2o, 2@'d((’dja)+(+) ;
2w (“ Y 1 (a —b) -0, 2 'd(‘f;b +(a +b)

e le ultime quattro equazioni possono anche scriversi:

9) (¢— a)w=cost., (c+a)*% = cost., (@ — b)*w = cost., (a+b)’w' = cost.

Da queste equazioni discende che se a, b, ¢ sono costanti,
sono costanti pure v, ¢'; w, w, anche nel caso in cui due assi,
p- €s., @, b siano eguali, poiché allora si pud supporre w' = w.
Dunque alla costanza di forma dellellissoide corrisponde sempre una
costante condizione di movimento.

Dalle prime due (9), nel caso in cui ¢ e »' sono diversi da
zero, si ottiene poi:
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(2a+b+c) (2a—b+c) _(@a+b+c)Ra+b-rc)
" (2a— b—c)(Za+b—c)’w’2 (2a—b+c)(2a—b—c¢)

(10) =

e queste equazioni combinate con le (9') danno:

(2a+b+c)(2a——b—1—c) <a~+_cy cost

(11) 2a—b-—¢) Qat+b—0c \a—c/

2a {—b—l—c)(2a+b_c)—_ at
Qa—b+e)(2a—b—c) < b>.cost.

le quali insieme all’equazione dell’incompressibilita dimostrano
che: Se soltanto una delle coppie di quantite wu, w'; v,v'; w, w &
nulla, la forma dell ellissoide resta sempre la stessa (V).

6. Nell’ipotesi che sia soltanto #==#'=0, poniamo:

/ o* Uk _3
\ Catb+c) Ba—b+te) (a—b—c) (Qat+b—0
(12)
) w* T
\ (2a+b+c) (2a+b—c) T Qa-bte) Ra-b-—0c
Le prime tre equazioni di Riemann, possono scriversi allora come
segue:
(a8 —36) S (ha— 3 — ) T— LA — >
2 2a
(13) C F—)T=L1B_°
2 20°
1 c

le quali risolute rispetto ad S, T e & c¢i danno:

»

(*) Qui osserviamo che se oltre ad w=—u'= 0, fosse v=0, senza esserlo
anche ¢/, la 12 della (9) richiederebbe che fosse anche w'=0 e se fosse v'=0
senza esserlo v, le prime due (9) ci darebbero facilmente 2 b v w w'=0 e quindi
richiederebbero w =0 o pure w'==0. In ciascuno di questi casi diventano
identiche tre delle equazioni (9), ed il teorema enunciato non ha piu luogo.
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o0
8b2~cgs_7if sds 4a* -+ 0 b?
V—a*" 2J9A (B +5) ct+s  a'ts

~00
(14) 802— bgT_E—/ sds [4a*-b+ ¢
F—a? 2 0l (¢ +3) (\ P+s a+9
_ /ds 23+4a2—bz—02+ )
2a b2 2 (b*+s) (+ ) @+ s

dove
8 =da'—a* (B*4 &) + .

Se a,b,¢; S, T; v, v; w, w, s soddisfano alle equazioni (12)
e (14) tutte le condizioni del problema saranno soddisfatte.

Ricerchiamo se e come si possono scegliere a, b, ¢ in modo
che v, ¢'; w, w siano reali e o sia positivo.

Dalle (12) abbiamo:
g v =1{Qa+e)—048 , *=1{2a—c)’—0}8S

12'
R BT S T T

Nelle nostre equazioni b e ¢ entrano in modo simmetrico per
cui possiamo supporre che sia b 2> ¢. Allora non potendo essere
(2a-+by— *<C 0, possiamo fare soltanto una delle ipotesi seguenti:

. (2a—cf—0b">0 e quindi (2a+ ¢)>*—0*>0
' § 2a—b}—c*>0 e quindi .(Za 40— >0

. (2a+¢)*—b*< 0 e quindi (2a— cf—*<0
: % (2a —bP—c*>0 e quindi (2a+4b’—c>0.

Affinché v, v/; w,« siano reali, come risulta dalle (12, de-
v'essere nel primo caso

S0 , T>0
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e nel secondo

wn
@
[ %4

Qa—clf—0b>>0 , 2a—0b*—>0
risulta, sommando le due equazioni;
a>[ﬂ2'£ e quindi ¢ > 0.

L’integrale che comparisce nella prima delle (14) si pud porre
sotto la forma

(e o]
7 sds .
(15) é—a‘?‘bz—ci/ov? g (4&2——‘ 02) S a? (4@2‘{' b*— 02) — 02 z

e
2

10— (b >0, 40P — >0, datHB—c> (b0 b —o*=2b (b4-)

e poiché dall’essere ¢ > segue:

@ (40> 0*—c*) > 22D (b4-¢) > % b+t >0,

N

risulta che esso & positivo, per cui affinché sia S>> 0 si richiede
che sia @ < b, come risulta dalla 1* delle (14).

L’integrale che comparisce nella 2* delle (14) si pud scrivere

o0

1 L ﬂg 2 72\ ol A2(An2 2 2\ 722
(15) 2a26202./(; X { (46— s+ a*(4a®— b*H- ¢*) — b* ¢}
e con analogo ragionamento si pud mostrare che esso pure & po-
sitivo per cul affinché six T > 0, come risulta dalla 2* delle (14)

dev'essere @ > ¢, la quale condizione & inclusa nelle precedenti.
Se poi & -

Qa -+ f—b<0 , (2a—bF—E>0,

cambiando il segno alla seconda e sommandola con la prima, si ha:

o <___b;—c .
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Poicheé allora:

40> —(b—c)*<<0, 4a*—0*<C0 ,
4’— P4 <4 — b~ 4 2bc=4a*— (b —c)* <0

risulta che l'integrale (15) & negativo ed affinché sia T >>0 de-
v’ essere

8 (¢ —a®) >0 ossia {4a'—a*(B*+ ) 4 6% (*—a®) > 0.

Questa disuguaglianza pud essere soddisfatta sia supponendo
—4 a?

¢ > a?, poiche allora & anche ¢* >> o? = ossia 4a'—a*(b*+c?)

b2
+ b > 0, sia supponendo 4 a*— a* (0* + ) b *<C0 ovvero
2

< &? 4;1 , poiche allora & anche ¢*<da?.

Nel primo caso affinché risulti 8 <0 si richiede che I’integrale

(15) sia negativo; nel secondo caso quest’integrale & positivo ed
P—at , b*—4a’ 8

& effettivamente S < 0, poiche [y Kl Es St e <0,

I tre casi possibili in cui il movimento & reale sono:

b+4c¢

g et
_
b—e¢ ] sds 4> +b0*—c* v*
5 =% s JoAF Tl ets ags) 00
b— b—
R =

(*) Quest’integrale & negativo finché a < ;—, ma la determinazione pre-

cisa dei limiti entro i quali esso si mantiene negativo dipende dalla risolu-
zione di un’equazione trascendente.
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Riguardo a o osserviamo che la terza delle (14) si pud scri-

vere:
o8]
2 2
o= fo _3_3+_A°;“_§_i‘_3_ ds
.

e poiché nei primi due casi § >0 & pure 6> 0; nel terzo caso 6
pud essere negativo ed allora per la possibility fisica del movi-
mento si richiede una pressione esterna sufficientemente forte.

7. Cerchiamo ora di formarci un’idea del movimento del fluido.
Dall’ essere u =% =0 discende p=p'=0, percid tanto gli assi
€, m, ¢, quanto gli assi £,7,{ rotano con velocita costante intorno ad
assi 1 quali si conservano sempre normali a § e quindi sono situati
nel piano 7 . Le particelle fluide che si trovano sull'asse di rota-
zione di &, 7/, ¢ sono in quiete relativamente agli assi principali del-
Pellissoide &, 1, ¢, e percid anche le particelle che giacciono in un piano
coniugato a quest’asse restano in un tale piano rispetto all’ellissoide.
Questi piani, in cui giacciono le traiettorie delle singole parti-
celle, sono perpendicolari al piano 7 { poiché l'asse di rotazione
di €4 ¢, a cul sono coniugati, appartiene ad esso. Ciascuna par-

ticella, relativamente agli assi &, 7, {, descrive la sua traiettoria nel

T C e .
——, mentre 1'ellissoide riprende la sua posizione

2 12

Vo

nello spazio dopo il tempo

tempo

2n

VEFE

Caso in cui si annullano due delle coppie di quantita

w, w 30,0 5w, w .
8. Supponiamo ora che durante il movimento sia sempre
u=u'=v=0=0. In questo caso & pure g=h=9¢ =h=0 e
quindi tanto I'asse della coppia di quantitd di moto, quanto la

Ann, S¢, Norm, 6
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linea vorticosa centrale coincidono con l'asse {. Le ultime 6 equa-
zioni di1 Riemann si riducono ad:

(@ —b*w=cost. =1 , (¢4 0w =cost. =17 ;

» . . .
mentre le prime tre si possono scrivere:

T2 1 d?a )
\(a—b)3+(a—}—b) gsar —*A g
2 1 d*b 6
(17) ’(b—a)S (@ + b)° —guE='B—7
1 d?c G
\ —ear 0o

a cul bisogna aggiungere 1’equazione dell'incompressibilita
amn @ b ¢ =cost.

Le equazioni (17) e (17°) sono anche le equazioni differenziali del
moto del punto (a, b, ¢) di massa 1 sulla superficie ¢ b ¢ = cost. ,
quando su di esso agiscono forze aventi il potenziale

2 T'?

(@—b°  (a+bp"

2H —

Se supponiamo che sia anche continuamente ¢ =25 ritroviamo i
movimenti studiati nel Cap. IV.

9. Occupiamoci ora di quei movimenti durante i quali @, b, ¢
si mantengono costanti (*). Allora le (17), eliminando ¢, diventano:

(!) Questi movimenti si possono studiare direttamente, come & stato fatto
da Kirchhoff, come un un caso di moti relativi. Mechanik, pag. 352.
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’
,52 2

L %4_@’;—“’_’&,:
(b+a)3+(b——a)3_b_/0‘A 0*+9) (¢ +5) K

(18)

2 2

T T

_ _z [d @—)s
\ b+aP (G—a) a 0 A (@®+9) (49

ossia anche:

T ?l)f
brat Y T2 ) A

o0
* m "ds |

== "2 | %

s+ ab . é
(@ -s) *+5) ab(F+s) t

(18)

—ab c?
CEPY R =

Siccome in queste formole b ed @ compariscono in modo simme-
trico possiamo supporre b > a ed allora perché w e u' siano reali
K ed L devono esser tali che K> 0 ed in valore assoluto L <’ K.
La prima condizione richiede che sia & >¢. La seconda & sod-
disfatta se c=a e quindi anche quando ¢, rimanendo costanti a e b,
varia nell'interno di un campo finito contenente il valore a, poi-
che K ed L variano continuamente con ¢. Perd ¢ non pud rag-
giungere il limite superiore b poiché allora sarebbe K =0, né
pud divenire infinitamente piccolo, poiché in questo caso sarebbe:
) : 00
K ds L ds
¢ c

=n 1 3 T, 1 3 2 !
oot ol ot ostatatut et

come risulta subito cambiando in K s in #*s, in L s in a*s ed ab-
bandonando infinitesimi di ordine superiore; quindi K > L.
Se b cresce indefinitamente, mentre a e ¢ restano finiti, essendo
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lim K=0, affinché sia sempre K>L si richiede che a* — ¢* di-
minuisca indefinitamente. L’ intervallo di variabilita di ¢.diminuisce
indefinitamente comprendendo sempre il valore a di ¢. Se invece
b si avvicina ad @ anche il limite superiore di ¢ si avvicina ad a,
mentre il limite inferiore si avvicina a quel valore per cui si an-
nulla il secondo integrale che comparisce nelle (18) poiché que-
st’ integrale diminuisce con ¢ e ¢ ¢ soggetto alla sola condizione
di renderlo positivo.

N

Un caso particolare importante & quello in cui sia
wt = w?.

In questo caso, come risulta dalle (18'), si verifica la rela-
zione

s a* b? ds & .
R e R £ X il

Se ¢ w=w' & pure ¥ =0; D’ellissoide si muove come un corpo
rigido e si ha il movimento trovato da Iacobi. Se invece & w=—u'
si ottiene il movimento reciproco del primo, scoperto da Dedekind;
in questo caso gli assi dell’ellissoide hanno una posizione fissa
nello spazio ed il fluido si muove come se fosse contenuto in un
involucro solido.

La relazione (19) pud scriversi

- ds s sds 1 1 1
252 - "—Ez

e mostra che dev’essere Z > + 7 e quindi > e > ik onde

¢ dev’ essere il minimo degli assi dell’ellissoide. Da.lla. stessa re-
lazione risulta §>52‘; e quindi b > ¢ V2, per cui la forma del-

I’ ellissoide non pud mai avvicinarsi troppo a quella di una sfera.
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Risulta pure che ad ogni sistema di assi a, b, ¢, soddisfacenti
alla relazione (19), corrisponde a meno del segno un solo valore della
velocita angolare e si potrebbe anche facilmente dimostrare che

2 .
data la velocita angolare p se EPE < 0,18711..... esiste pure un

solo ellissoide ad assi disuguali che vi corrisponde, che al limite si
confonde con uno degli ellissoidi di rotazione di Maclaurin trovati
nel Cap.IV. Al valore 0 di p corrisponde un cilindro di rotazione
infinitamente sottile.

10. Nel caso che abbiamo esaminato, in cui «, b, ¢ sono co-
stanti e u=1/ =0 =149 =0, gli assi { e coincidono fra loro
e con 'asse principale ¢ dell’ ellissoide. L ellissoide, quindi, man-
tenendo costante la sua forma, rota intorno all’asse ¢ con la ve-
locitd angolare 7; mentre relativamente ai suoi assi principali ogni
particella descrive un’ellisse in un piano normale allo stesso asse
come se fosse attratta dal suo centro in ragione diretta della di-
stanza (1). Gli assi dell’ ellissoide descrivono un giro completo nel

27 . . . .

tempo —; mentre ciascuna particella fluida riattraversa uno stesso
r

piano fisso nello spazio e passante per I'asse 2z dopo il tempo

2% T s . . . .
——— = — . K evidente che se » & commensurabile con w il mo-
r4+  w
vimento sard periodico, ossia tanto la posizione assoluta dell’el-
lissoide quanto la posizione relativa del fluido in quest’ ellissoide

ritornerd ad intervalli eguali ad essere sempre la sbessa.

Continuazione. Movimenti nei quali gli assi principali dell’ el-
lissoide conservano una direzione fissa nello spazio e movi-
menti nei quali gli assi principali sono formati sempre dalle
stesse particelle.

11. Nel §. 5 abbiamo visto che ad una forma costante del-

(*) Cid si deduce facilmente dalle formole (16) del Capitolo I che nel no-
stro caso possono scriversi: :

§=a—°w0cosr't+ﬁyosenr’t ,~n=——b—acosenr't—l—ll Yocosr t, g=z,
a b, @ b,
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1’ ellissoide corrisponde sempre una condizione costante di movi-
mento. Possiamo ora dimostrare anche il teorema inverso:

Se sono costanti le u, w 5 v, ; w,w, ossia se la condizione del
movimento & sempre la stessa, a, b, ¢, e quindi ¢ sono costanti.

Infatti i due integrali delle aree e di Helmholtz diventano al-
lora due equazioni nelle @, b, ¢ e se sono distinte insieme all’equa-
zione dell’ incompressibilita dimostrano ’enunciato. Pud darsi perd
che i due nominati integrali diventino identici. Cid si verifica
quando sia

1—(92 — Q@Y = (B — ) ur + (F—a) v + (- wuw' =0;

ma allora 'equazione precedente da un’altra relazione fra a, b, ¢

a meno che non si verifichi uno dei seguenti casi:

ovvero sono nulle due delle u, v, w e una delle «/, ¥/, w' e viceversa.
In ciascuno di questi casi perd le ultime 6 equazioni di Riemann
danno facilmente un’altra relazione fra a, b e c.

Nel 1.° caso queste equazioni diventano:

d(b 0) d(c

2u

+ (0+c—2a)vw=0 ,

d(a b)

~I—( +a—2b)wu——0

2w

+ (@4+b—2¢) uv =20

e moltiplicando la 1.* per vw, la 2.* per w u, la 3.* per uv e som-
mando, si ha

(b4 c—2a)*w+(a+c—2b)wn®+ (a+b—2¢) u®*=0.

Questa & effettivamente una nuova relazione fra «, b, ¢ perche
non pud essere contemporaneamente uw=v=w=0 senza rica-
dere in uno dei casi che abbiamo, fin dal principio del Cap., escluso.
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Nel secondo caso poi le stesse equazioni c¢i danno:
b+c+2a)vw =0, (c+a+20)wuw =0, (a+b+2c)uv=0

e poiché non pud essere contemporaneamente ¥ =+ =u/ =10 il
teorema resta tuttora provato.

Se poi fosse, p. es. u=v=u' =0 si avrebbe:

(b+6)

+ (b—c—2a)vw =0, 2'd(c+a)+( — a2 wi =0

o d(a b)

+ (@at+b+20ur =0.

Moltiplicando la 1.* per v w, la 2 wu' la 3.* per w' v e sot-
traendo dalla 1.* la differenza delle due ultime risulta

(b—c—2a)*u® — (¢ — a4 2b) w*u®+ (0 + b4 2c) u** =0 .

e non pud essere contemporaneamente o = v = 1w =0.
Se finalmente fosse, p. es., w'=1=w =0 si avrebbe:

(b—c+2a)o =0 , (c—a—20)wu=0 , (a-+b—2c)ur=0

e poiché non pud essere contemporaneamente u =v=w'=0 cosi il
teorema resta dimostrato completamente.

12. Per completare queste ricerche proponiamoci ora di tro-
vare in quali casi I'ellissoide si muove come un corpo rigido. Si
richiede percid evidentemente che a, b, ¢ siano costanti e quindi
che sia p. es. u==u'==0, poi che gli assi &, 7, ¢ restino in quiete
e quindi p=¢=r'=0 ossia u=u'=0 , v=0v , w=u'. Le
ultime 6 equazioni di Riemann, quando in esse si portano queste
ipotesi, danno

o+ c)z)w-=0 ,

e questa equazione richiede che sia » =0 ovvero w = 0. Dunque:
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Affinché un ellissoide si muova come un corpo rigido deve ro-
tare con velocit angolare costante intorno ad wno dei suoi assi
principali.

I soli movimenti di questa natura sono quelli trovati da Ma-
claurin e da Jacobi. Abbiamo anche 1’altro teorema che si deduce
per mezzo della legge di reciprocita dal precedente.

Affinché un ellissoide si muova in modo che i suoi assi abbiano
una grandezza costante e conservino una direzione costante nello
spazio, le particelle devono rotare con wvelocita costante intorno ad
uno dei suoi assi principali.

13. Facciamo ora, senza supporre né la costanza della forma
né quella della condizione di movimento, I'ipotesi che sia sem-
plicemente :

u=u , v=v , w=u

Quest’ipotesi equivale all'altra p'=¢ =1+ =0 ed allora gli
assi principali dell’ ellissoide sono costituiti sempre dalle stesse
particelle fluide.

Le solite ultime equazioni (10) del Cap. III, c¢i danno:

d(b d(b—c)

2u —+ (b— )Z—?—l—2(b—f—c)vw=0.

MUES

-+ (04 ) —]—2(b~c) vw =0

20 d(cdt @) -+ (c-—a)%; +- 2(cta) wu =0

(20)

% d(c+a)

4+ (¢+a) Z’ 4+ 2 (c—a)wu=0
(a b)

+ (a -—b) + 2(a+b)uv=0

2w d(“+b)+( +b)dt + 2 (a—b)uv =0,
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Sommando le due prime 4 dividendo per b, si trova:
1 db
(21) b_J_{— —}—20%—0

mentre sottraendole e dividendo per ¢ si trova:

1 de du

Sottraendo ora la (21') dalla (21) si trova pure:

(22) 9 <1 db 1de

b a >+4vw-—0

ed analogamente si avrebbe:

1lde 1da
2”(;%—5%')—{—4“}“—0

(Lda_1.db —
2w\a b7 Y dt 4+ 4uv 0.

Moltiplicando ora la (22) per vw, la prima delle (22) per w u
e la seconda per v v e sommando si deduce:

(22)

Pt A+ Wttt P =0 .
Affinché questa equazione possa essere soddisfatta si richiede che
sia
vw=wu=uv=0 e quindi per es. u=v=0 .

Supponiamo soddisfatta questa condizione. Le (20) si riducono
allora a:

2wd—0;t—b)+(a——b)7ut-=0 : 2wd(“+b) + (atb) %2 dt
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ossia ad:

(@ — b)* w = cost. (@ + b)*w = cost.

Queste due equazioni, insieme all'altra @ b ¢ = cost., permettono di
esprimere b,¢ e w per mezzo di a. Esse possono essere sostituite

dalle altre:

b
(23) 101) = cost. , g = cost. , abc=cost.

Per mezzo della seconda la terza pud anche seriversi a®c = cost.
e derivata logaritmicamente ci da:

2 da 1 de . de cost. da
_—— — e == R _
@) L ToaT0 s gty =0

L’ ultima derivata un’altra volta c¢i da pure:

. cost > cost da
(25) () =

Ora dalle tre prime equazioni (10) del Cap. III si ha:

2awz—;~;§%: alA — —Z— y 26wt — %3}?sz~— »Z—
BT PR
e, tenendo presenti le (23), permettono di esprimere g;“ , gf— es
in funzione di @ e di costanti. Sostituendo i valori che si possono
cosi ottenere per ;Zza Z% nell'equazione (25) se ne ottiene un'al-

2
tra che pud servire a determinare <:~Z—t> in funzione di a soltanto

e di certe costanti,
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L’integrale delle forze vive che, nel nostro caso, si scrive

(89 4 ()" (2
JoV (4 2) ()45

per mezzo delle (23), della seconda delle (24) e dell’ultima espres-

+ 2@+ )w=

. . [da\? .. . , . . . .
sione accennata di 3?/’ , pud ridursi ad un’equazione in termini

finiti, contenente « soltanto, e affinché possa essere soddisfatta
si richiede che @ e quindi tutte le altre incognite sieno costanti.
I soli movimenti di questa natura, se si fa eccezione del caso in
cui I'ellissoide & di rotazione, sono quelli trovati da Jacobi.

Similmente resta dimostrato il teorema reciproco che i soli
movimenti per cui & u=— , v=—v , w=—u"' ossia p=q=r=0
e quindi gli assi principali dell’ellissoide conservano una direzione
costante nello spazio, sono i movimenti scoperti da Dedekind.

Il teorema precedente mostra pure che i movimenti che il
prof. Padova, nella sua memoria, credeva di aver trovati non sono
possibili.

Sui casi in cui 1’ ellissoide conserva stabilmente la sua forma.
Piccole oscillazioni.

14. Introducendo al posto delle u,u,. ...« le nuove variabili
g s bl 5 kK (%) la forza viva T acquista la forma:

(4) Le relazioni che legano ¢', ... k' ad w, ... «', lo ricordiamo, sono:
9= (—cPuA-(b-cPv' , h=(c—a)v+{(cta)' , k=(a—D)*w+(a+tb)2w
g=(b—c)2u—Ob4-c)w' , h'=(c—a)*v—(c-ta)®' , kK=(a—Db)2w—(at+b)2',
dalle quali segue:
LYoty L o9y A N

2 (b—¢)?’ 2 (b4-c)2’ 2 (c-a)p2

u
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e regl@) () (T
#l(E8) () @)+ (50 )+ ()|

e se si pone:

m el

a 4

+ I?Th’ 2+ k— k’
(o—ra> < ~I~b [\/ 1+ 1+b2)\1+ )

le equazioni (4), (4) e (4") del Cap. III si potranno scrivere:

|
" +

, G d*b 93 dc | A& 5
@) Gt =0 by =0 g —2 =0
dg . 3G oG dg 3G 3G
dt — hak"’“@? coa P

@8) [dh_ 96 oG . _ .96 oG
Y- ./‘ag Y% 0 oar Py YW

dk _ 3G _,9G kg0 _ ol
vat = I oy 0 dt YW 3
per essere:
[ p— _ %G _
Ty iTa " T %
(29) \ !
| ,_% 36
i\ p—ag: 1g”‘—akl ’r'—akl .

Segue quindi che 1'annullarsi della variazione prima di G, con-
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siderata come funzione di a,b,¢ ; ¢,k k ; ¢,k ¥ fra cui passino
le relazioni:

(30) abc=cost. , *+ 1+ Kk =Q=cost. , ¢°+h"+ k*=Q = cost.

¢ condizione necessaria e sufficiente, se si annullano nell’ istante
iniziale da db de

dt ' dt 0 dg’
movimento dell’ellissoide restino continuamente le stesse.

perché la forma e quindi la condizione di

Si pud ora, ripetere nel nostro caso la dimostrazione di Diri-
chlet sulla stabilita dell’equilibrio di un sistema di punti e per-
venire cosi al risultato che, ogni volta che la funzione @&, dispo-
nendo di tutte le variabili @, b,¢ ; g,....%, acquista un valore
minimo, @, b, ¢ non possono eseguire che delle piccole oscillazioni
intorno ai valori che essi hanno nella posizione di equilibrio;
mentre se G ha un valore massimo «,, ¢ possono acquistare anche
valori molto diversi e 1l'equilibrio & generalmente instabile.

15. T casi in cui l'ellissoide mantiene costantemente la stessa
forma li abbiamo discussi in modo completo nei §§. precedenti. Consi-
deriamo dapprima i tre casi distinti in cui si annulla soltanto una
coppia delle quantita w,o’ ; v,¢' ; w,w, p,res. u e u. Se, oltre ad
essere u =1 = 0 e quindi g = ¢ =0 , fosse  ovvero & =0 sa-
rebbe anche g=h =%k =0 ovvero ¢ =K =k =0 per [tutta
la durata del movimento. Se & per es. ¢ =% =k =0 , tenendo
presenti le (10), si pud scrivere:

v (a—e)  (2a—b—c) Qa+b—c)
v (atef  (2at+b+c) Qa—bto)
w* _ (a—b' (2a—b—c¢) (2a—b-+0)

w (a+0)' (2a+b+¢) Rafb—ec)

(31)

Da queste equazioni segue allora che a, b, ¢ devono esser le-
gati dall’ equazione

(32) E=38a"—a*(V*+¢) — ic*= 0
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. .- . b+ ¢
che ammette per a una sola radice positiva giacente fra —g

e b, nell'ipotesi che sia b>c¢ , e questa condizione pud essere
soddisfatta soltanto nel primo caso.

Mostriamo ora che, eccettuando, pel momento, il caso in cui
E =0, si possono variare sempre le quantita ¢, % ...... , rite~
nendo a, b, ¢ costanti, in modo che & in ciascuno dei tre casi ci-

tati diminuisca ancora. Le variazioni delle nostre quantitd sono
soggette alle condizioni:
39 + 2h0h + 2k3k =0 , &9* 4 2WON 2Kk =0 ;

mentre la variazione di G pud scriversi

89 4 8¢’ 89 — 8¢ ) 0 96,
}<b—c>+< > i O+ G 2 g ¥

Ora essendo g=¢ =0 e quindi, come risulta dalle (28'):

éib—a—k—hk H 97512,-:7&]6
sl avra
_1 §9+59'>2 89——8g’> i 196G
8(}_41(6—0 T o5 ) (T B RER £
196 ..., e
+ g (WOH +K3E)
ossia
56 __1{ /%29 dg— 89"\ 2 q —g'_ .
o9 26 4§< b—e¢ > +< btc ) %—ﬂ?’!f——z”&q .

Osserviamo ancora che, se poniamo

R} =[4a*— (b+ ¢)] [4a®—(b—0)?],
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abbiamo
v® _ (2a—b—c) (2a+b—c) R:
? (atb+c)@a—btc) (RatbfcfRa—b+c)?
e sicccome E, =1 +q, , abbiamo pure
v 9—9q
142

q v (2a+c)f—b0+R,
¢ {7 Qatef—FFR’
v

Sostituendo questo valore di % nell’equazione

h oy o oo 4
— =c*}+a*—2ac*
q T q

che discende immediatamente dall’espressione di %, abbiamo
2_ g2 2_ 722 2
(2a+c)®*—b +Rl—c‘*+a2——l [(Qa+c)y*-b* P+ R

}i=cz+a2—— 20 ¢ e L=
2a+c)P -+ R, 4 (Qa+o-0

1
?§R1 =

= % [+8*—2a*F Ry] .

Potremo dunque scrivere, tenendo presente 1’espressione analoga

di}i,:
q

r

(34) ZZ—r—c”—l-bz—Za??FRl , 2%=02+b2~2a2i31 )

donde

(35) 4 % =[c® + b*—20*—Ri=—4 K.

Per il determinante di 8@, considerata come una forma quadratica
in 8 e d¢, si ha, usando dei valori trovati per — e — ,
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b4t q be

2(62-——02)2 2% (bz — &y

(86) =
be ¥+ 4
(0 — & 200°—cF 2K
B YCA B N W Y E N
4 (B—c) BP—c 4B A\h K-
1 1 3(a*—cd) (a*—b?)

—_— = 2 (]2 2 AR —
4F (bz___c2)2 [2 4 (b + C) 4b E] AE (62— 62)2

Nel primo caso, essendo b™>a>>c, esso & positivo se E <0

e negativo se B> 0. Nel secondo e nel terzo caso E <0, poiché

essendo a < é;, si ha

*(O*+%) —3a'+ b%*:hfli(é%c—)g- aﬂ +a*+2a*be 48 ¢*>0;

in ambedue questi casi & anche @< b, ma nel secondo & a<lc,
nel terzo ¢ > ¢; dunque nel secondo caso il determinante & ne-
gativo e nel terzo & positivo.

Nel 1° caso, poiché E si annulla per un valore di ¢ compreso
frab;lz-_—c e b, E e quindi anche il determinante (36) ha valori
positivi e negativi. Ogni volta che il determinante & positivo e cid
avviene anche nel terzo caso 3 G non ha un segno costante
quindi G non & né massimo né minimo. Invece ogni volta che il
determinante & negativo, e ¢id avviene anche nel secondo caso
3G ha un segno costante che ora vogliamo passare ad esami-
nare. Se facciamo 8¢ = — 8¢, abbiamo:

=g s ()= (gt )=

_2E+(b+e) (+c* —24aY) 5% = (0% F—2a%) (BP+c*+4be+24P)
= 2 (b+ 0 7= ARG to®

8g*
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a causa della (35). Dall’essere poi E <C 0 risulta, se bc < a@®,

2 .2
B ot — 22> a? (1—')—3) >0;

a4

mentre se be > a?, sara:
B+ E—20*>2bc— 2a* >0.

In ogni caso dunque il segno costante di 3G & il negativo e quindi
cambiando i valori di ¢g....% opportunamente si pud far dimi-
nuire il valore di G.

Nel caso poi in cui = 0 & semplicemente

_1{r+eE q)..
Se=g r—er ~n

percid bastando porre 8¢'=0 nell'espressione di 8G trovata pre-

!

cedentemente. Poiche ;i,= 0 da (34) risulta

% = bz—}— *—2a% .

Introducendo questo valore nell’espressione di @, si ha

o LB+ -2 (B = S @) -2 7
T2 0= (Pt -24) I = T - re-2a)7"

In questo caso & & > é_;:—c e quindi a®* > be, per cui dall’equa-

zione K==0, discende
PO ) — 2080 F=38 (a*— ) > 0.

Dunque 8G ha anche adesso il segno negativo.
16. Occupiamoci ora dei casi in cui si annullano due coppie
di quantitay u, ' ; v, ¥ ; w, w, per es., sia u=u'=v=2'=0 e quindi

g=g= =h'=0. Allora
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C(in 2 2 P
E+EN? | (k=K \? /'_«s_ : ¢ /ds
(a 5) +<a‘+b f " Jo & = @=opt @ror 2"y n
Abbiamo, ritenendo sempre costanti a, b, ¢,

l/c?g—i—@g) <8h+6h’ 39— 3g\? (2 =23
—4 \c—a ) b+te ct+a

mentre le variazioni di g, A,..... &, soddisfano alle condizioni :

1
G_4

+rdk+2' 8K,

8¢+ oW+ 2kdk=0 , &y*4-Oh*+ 2K 8K =0 ,

per cui si ha anche
89+ 8¢’ oh + oW S8g—0g Sh—08h\?
8G‘4%< b-c +< c—a) ( bte ) ( cta )§

_L 2 _LI /2 2

Possiamo ora mostrare facilmente che se k& e & hanno segni
k+k% , k-FK

eguali e quindi t* > 7% poiché t= o T=g G non ha un
valore minimo. Difatti se supponiamo 84 == h'=90, 8¢'= — &gy, ab-
biamo
1 s l(r Y 5
8G_(b—|—0)28'9—2 k+k'> 8g®.
Ora é:

¥ ¥ k k
N Y Tl et IS Bt A
et wEsla o wxop| T |@ @ or|

donde

1 11 0+
<b+c>2”(a+b>2+[<a+b>2 <b—a>2] ALy

6G=%
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1 1 1
e e AN T

2 ) oA <3 .
> 1? e quindi (b_a)g > GLap poiche, come risulta dalla

e siccome

seconda delle (18), & allora ¢ > @, G avrebbe il segno negativo.
Resterebbe da esaminare il caso in cui fosse < 72,

Ci contenteremo qui di osservare che effettivamente G deve
avere un valore minimo come risulta dal fatto che la funzione G
nei casi limiti in cui qualcuno degli assi cresce indefinitamente
converge verso valori che non sono negativi, mentre per oppor-
tuni valori delle variabili pud diventare negativa senza poter mai
raggiungere 1'infinito negativo. Queste proprieta della funzione G
risultano immediatamente dalle proprieta della funzione H di ten-
dere a zero quando qualcuno degli assi cresce indefinitamente,
mentre acquista il valore massimo nel caso in cui l'ellissoide diventi
una sfera. Lo studio dei casi in cui questo effettivamcente si ve-
rifica conduce a calcoli molto complicati.

17. Sottoponendo la massa fluida alla condizione di non poter
muoversi che secondo 1'ipotesi di Dirichlet si possono facilmente
studiare le piccole oscillazioni che eseguiscono gli assi @, b, ¢ in-
torno al valori che rendono minima la funzione G. Eliminando
infatti la quantithy o fra le (28) si ottiene:

e do_ 36 036 __ 26,
A e dft  da ' a da

d*b ¢ d’¢ oG |, ¢ oG oG,

it bdE T @ tre @

. .. . o abc
(&, essendo cid che diviene G quando si costituisca a ¢, b
Pongasi, chiamando a,, by, ¢, 1 valori iniziali di a, b, c:

a=ay+0a , b=0by+3 , c=c,+ 8¢c;

8a,3b, 3¢ saranno piccolissimi e potranno trascurarsi le loro potenze
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e quelle delle loro derivate. Indicando allora con degli indici le
derivate rispetto al tempo dovremo soddisfare alle relazioni:

(aa)ll (ab)” (60)"
W T T =0
7 ()" — %®Y+<a&> '<§% 3h=10

" n /82 G‘(1 az G’l .
| @b'— @ +W%> +‘W%%—&

A queste equazioni si pud soddisfare ponendo:
(38) a=Cisennt , 0b=C,senxt , 0b=Cssennt

e determinando C,,C,, C; in modo che soddisfino alla prima di
esse e rendino identiche le altre due; allora per determinare x
si avrd un’equazione di secondo grado che deve avere radici reali.
Sommando le due soluzioni (38) che corrispondono ai due valori
di % moltiplicati per costanti arbitrarie si trova la soluzione ge-
nerale delle (37), sicche si pud dire che qualsiasi oscillazione del-

I ellissoide si compone sempre di due oscillazioni pendolari della
forma (38).



