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PAOLO BONAVENTURA

SULLE FORMULE GENERALI

MOLTIPLIGAZIONE GOMPLESSA

DELLE

FUNZIONT ELLITTICHE







E noto che il calcolo delle formule di moltiplicazione
ordinaria dell’ argomento nella funzione ellittica di Weier-
strass p(z|w ') & stato da questo illustre geometra reso
molto facile e spedito mediante I'introduzione della funzione

v, @) =225y

2
a(2)"

poiché infatti assumendo allora la formula in discorso la
forma elegante:

v, . ¥
p(n 2) — p(e) = — gt

n
il calcolo & ridotto a quello delle funzioni ¥, il quale si
effettua molto facilmente mediante I'uso delle seguenti re-
lazioni ricorrenti:

(*) WiERsTRASS, le sue lezioni. KiepERT Journal v. Crelle Bd 76 'Wirk-
liche Ausfilhrung der ganz. Mult. u. s. w.
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Nel presente lavoro io ho esteso questi risultati, nel caso
che la funzione ellittica in discorso goda della moltiplica-
zione complessa, a tali speciali formule di moltiplicazione:
e in cid ho proceduto nel modo che ora brevemente accen-
nerd.

Affinché la funzione p(z) goda della moltiplicazione
complessa, affinché cioé p(s z) sia esprimibile razionalmente
per p(z) anche per valori non interi del moltiplicatore ¢, &
necessario e sufficiente che tra il moltiplicatore ed i periodi
sussistano le relazioni

ew =qgw-+bo

1
M cew =cw-4do (a, b, ¢, d interi)

!

dalle quali si deduce che il rapporto = 2 & indice di
()

una forma binaria quadrativa primitiva (A, B, C) di de-
terminante negativo

B2—AC=—D

ed ¢ & un numero complesso della forma

s=y+iw‘/l—)

(*) Cf. HavpueN. Traité des fonctions elliptiques. 1re Partie, pag. 100.




— 5 —-
essendo y , @ tutti e due numeri interi o tutti e due meta
di numeri interi dispari; la stessa funzione ellittica corri-
sponde a tutte le forme della medesima classe di (A,B,C);
il grado della trasformazione (1) & dato da

N=ad —-bec=y?+4 «*D.

Il problema di cui ci occupiamo & quello di trovare,
data la forma (A, B, C), la formula di moltiplicazione
complessa per la funzione ellittica corrispondente: in cid ba-
sterebbe limitarsi (*) a considerare il caso che nelle rela-
zioni (1) i numeri interi @ , b, ¢, d non avessero alcun
divisore comune, il caso generale potendosi dedurre da questo
mediante una moltiplicazione ordinaria. Ma per il mio scopo
mi & stato invece necessario di studiare la formula generale
di moltiplicazione complessa supponendo che nelle (1) i nu-
meri @ , b, ¢, d siano interi qualunque.

Comincio dal cercare i punti di infinito di p(ez) e
d'mostro che sono in numero di N valendomi di una dimo-
strazione data dal Sig. H. Weber nell’ opera Elliptische
Functionen und algebraische Zallen Braunschweig 1891,
"¢ ne deduco la formula di decomposizione in elementi sem-
plici della funzione 2 p(e 2), generalizzazione di quella data
da Halphen nella memoria citata . Cid & quanto & conte-
nulo nel primo paragrafo.

(*) Cfr. SyLow Sur la multiplication complexe des fonctions elliptiques.
Journal de Mathématiques pures et appliquées 1887, HaLPrEN Sur la mul-
tiplication complexe dans les fonctions elliptiques et en particulier sur la
multiplication par ¥ —=23. Nello stesso giornale 1889, oppure nella 32 par-
te del suo Traité des fonctions elliptiques ove questa memoria & riportata.
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Nei seguenti prendo a studiare la funzione:

—_ Gez“‘
@e () = o o(ez)
@

)

dove &

w1

¢, == .An’2+2Bnn'+Cnﬂ.

Riguardo a questa costante dimostro la proprietd cu-
riosa che essa & eguale alla metd della somma dei valori

che assume la funzione p(z) nei punti di infinito della fun-
zione p(ez) eccettuato lo zero.

Per la funzione © (2) ho trovato le seguenti espressio-

ni dove & y = p(z): se

N=1(mod2)

N—1 N3

@s(z):: ey 2 4 a y 2 R +
~ “N—1

ed 1 coefficienti a; sono funzioni razionali di 9,9,

(*) Nel caso particolare D=3 era stata gid introdotta da DANTSCHER nella

memoria: Bemerkungen zum analytischen Beweise des cubischen Recipro-
cititsgesetzes Math. Annalen XIL
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con coefficienti numerici contenenti la sola wrrazionalita
i+ VD; se

= 0 (mod2)
ed &

ab+atb=cdd+c+d=0(mod?2)

9| 2

0= zP@ W +

dove le a; sono della stessa specie di quelle del caso pre-
cedente .

Se invece non &

ab+a+bzcd+c+d50(mod2)

risulta :

> —1
dove &

=] se a b4 atb=0, cd+ ctd=1

a==2 » » =1,

» =1

»

=1} (mod 2)
, » =0

a=3 »
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ed © coefficienti a; sono funzioni razionali di g, g, e
a
con coefficienti numerici contenenti la sola irrazionalily
i VD.
Per 1’ introduzione della funzione @E(z) la formula ge-

nerale di moltiplicazione complessa prende la forma:

p(ez)——p(z)s——,—g-li“i

0,2

perfettamente analoga a quella di moltiplicazione ordinaria.

Ricerco la natura dei coefficienti delle potenze di p(2)
nel secondo membro e dimostro, servendomi di un metodo
dato dal sig. Prof. Lnigi Bianchi in alcune sue lezioni sulla
moltiplicazione complessa, che essi sono funzioni razionali
di g, g, con coefficienti numerici contenenti la sola irra-
zionalita ¢ V'D; e per i valori elementari del moltiplicatore
14-:¥'D

2
(A,B,C) & di prima o di seconda specie) dimostro col
prof. Bianchi che essi dipendono soltanto dal determinante
D e dalla specie della forma e precisamente contengono o
no 1’ irrazionalitd < Vﬁ secondo ehe la forma (A ,B,C)
& di prima o di seconda specie. Come caso particolare di
questa ricerca ho dedotto che il rapporto

(e =1VD, ovvero ¢« = , secondo che la forma

An2+ 2By 4 Cn?

2

T
se la forma (A, B, C) ¢ di prima specie, & uguale al

1 . :
prodotto di 75 per una funzione razionale di g, g, con
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coefficienti numerici razionali; se la forma (A,B,C) &
di seconda specie, & una funzione, razionale di g, g, con
coefficienti numerici contenenti la sola irrazionalita i3/D.

Finalmente nell’ultimo paragrafo ho stabilito delle re-
lazioni ricorrenti tra le funzioni ®, con diversi indici, che
possono nel calcolo delle formule di moltiplicazione com-
plessa rendere gli stessi servigi che rendono quelle indicate

per le W', nel calcolo delle formule di moltiplicazione or-
dinaria .

§ L

E noto che per ogni funzione ellittica p(z|w,«’) sussiste
la proprietd che p(ez) é esprimibile razionalmente per p(z)
quando ¢ un numero intero; ed ora noi dimostreremo che
finché 1 periodi 2w, 2 @' restano arbitrarii solo per questi
valori di ¢ sussiste 1’ indicata proprietd. Infatti poiché é:

’
®» 0
-, — ,
€ €

la condizione necessaria e suffisiente affinché p(e z) sia ra-
zionalmente esprimibile per p(z) & che tra i periodi ed il
moltiplicatore e sussistano le relazioni:

p(ez[w,w’ —:—:l_p<z

82

\

(0] b&)
w=acE Yo

M .
w':C?j-—l—d(—o«
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con a,b,c,d numeri interi; e da queste resulta imme-
diatamente che se i periodi 2 , 2« rimangono arbitrarii,
deve essere necessariamente

V=0, =0 ; a =d =g¢

quindi ¢ & un numero intero e la formula cercata non &
altro che una formula di moltiplicazione ordinaria. Ricer-
chiamo adesso se, per relazioni speciali sussistenti tra i pe-

-riodi, possa valere il teorema enunciato anche per valori
non interi del moltiplicatore.

Eliminando ¢ dalle (1) si ha 1’ eguaglianza

b o2 4 (a—d) o & — ¢ u? = 0;

7

. ® . . . .
il rapporto = = — dei periodi deve dunque essere radice
[O]

dell’ equazione di 2° grado
b 4 (a—d) v — ¢=0:

a coefficienti interi, ed a determinante necessariamente ne-
gativo perché = non pud esser reale. Iuversamente se il
rapporto = dei periodi di una funzione ellittica p(z| o, o)
¢ radice di una equazione di secondo grado a coefficienti
interi ed a determinante negativo

P <2 4+ Qr 4+ R=0

basterd porre nelle (1)
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b =P,a—d=Q,c¢c=—R

affinchd esse risultino soddisfatte. Pertanto la proprietd
enunciata ha luogo solo per quelle funzioni p(z|w , ) nelle
quali il rapporto dei periodi soddisfa ad una equazione di
secondo grado a coefficienti interi e a determinante negati-

U

vo. Eliminando dalle equazioni (1) il rapporto = % olte-

niamo per & I’ equazione
RYe? —(@td)e +ad —bce=0
il determinante della quale
A = (a4d)? — 4 (ad—bc)

comune alla (2) essendo negativo per quanto abbiamo gia
detto, risulta che ¢ & un numere complesso della forma:

[

£ = 'é a-{—d—l—z‘/j .

I per cid che le speciali formule di moltiplicazione del-
I’ argomento per le funzioni ellittiche qui considerate diconsi
formule di moltiplicazione complessa. 11 grado della tras-
formazione (1) ciod il grado della funzione razionale di p(2)
che eguaglia p(ecz) é dato da

N=ad—becg.
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Se

Pow? 4 Qoo 4+ R o=

& I’ equazione soddisfatta dai periodi di una funzione ellit-
tica p(2) a moltiplicazione complessa possiamo evidentemente
supporre che i numeri interi P, Q , R non abbiano alcun
divisore comune; e poiché Q*—4 P R & negativo, potremo
anche supporre che P ed R siano positivi. Se Q & pari,
allora posto Q = 2 Q, il primo membro dell’ equazione
precedente non & altro che la forma binaria quadratica di
prima specie

(P, Q@,R);
se Q & dispari, allora considereremo come corrispondente
alla equazione (3) la forma di seconda specie (2P, Q, 2 R).

In tal modo alla equazione (3) facciamo in ogni caso cor-
rispondere una forma primitiva positiva

(A,B,C)
di determinante

B —AC=—D

negativo. Dalla proprieta fondamentale della funzione p(zjw.)
di rimanere invariata per una trasformazione di primo or-
dine, risulta che ad ogni forma della medesima classe di
(A, B, C) corrisponde la stessa funzione ellittica a mol-
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tiplicazione complessa; e noi adesso ci proponiamo di sta-
bilire nel modo pit generale le formule di moltiplicazione
complessa per una funzione ellittica p(z | ') corrispondente
ad una data classe di forme di un dato determinante ne-

gativo — D rappresentata da una data forma (A, B, C).
Paragonando 1’ equazione

A2 4+ 2B 74 C=0

colla (2) risulta che dovremo porre:
BNb=aoA, (@a—d)=2xB,c=—aC .

dove @« & un fattore di proporzionalitd che nel caso di una
forma di prima specie, essendo A , 2 B, C senza divisore
comune ed @ , b, ¢, d, numeri interi, dovrd essere di ne-
cessitd intero; e nel caso di una forma di seconda specie
potrd essere o un numero intero o la metd di un numero
dispari. Se dunque noi poniamo :

a = x Bty b= A
¢c=—x C d = — x B4y

y sard anche esso un numero intero nel primo caso, e nel
secondo quando « sia la metd di un numero dispari sara
parimente la metd di un numero dispari.

Dalle precedenti espressioni di @, b, ¢, d seguono per
il grado della trasformazione e per il moltiplicatore le altre:

N=ad—0>bbc=x?D+}y?
e—y +iaVD;
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é quindi:

N = 97()

dove il simbolo 97(c) indica la norma del numero com-
plesso ¢ .

I pit semplici valori che possano avere « ed y sono
evidentemente i seguenti:

8
I
H

, y=0 per una forma di prima specie,

y Y = *+ % per una forma di seconda specie.

[ 5] d

o = +

I valori corrispondenti di N ed ¢ sono

(«) per una forma di prima specie:
N = D y € = 7 VT);
® per una forma di seconda specie:

N=}—L(D+l);e=%(l+i\/—ﬁ)~

Ora & da notare che note le forme di moltiplicazione
complessa relative a questi casi elementar: le altre si po-
tranno dedurre da queste per mezzo del teorema di addi-
zione e di moltiplicazione ordinaria come dimostrano le con-
siderazioni seguenti (). In ogni caso la formola generale di
moltiplicazione complessa consiste nell’ espressione di

(*) Queste sono tolte da alcune lezioni sulla moltiplicazione comples-
sa del sig. prof. Luigi Bianchi.
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pi(mtne)al
ove m , n sono interi qualunque ed ¢ ha il valore («) o

(B), in funzione razionale di p(z); ora se si conosce la for-
mula di moltiplicazione complessa elementare

p(e 2) = F { p(z) }

dove F & il simbolo di una funzione razionale, le formule di
moltiplicazione ordinaria danno altresi:

p(mz) = ¢ (p@z))
p(" & z) = ‘1)1(1)(3))

con ©, @ funzioni razionali; e poiché derivando segue:

! 1 d ’
Bomsy = L 2REE) )

/ £ 3 ) = ——-—l _d®1"(p(z)_> /
P(ne z) D AP (2),

colla formola d’-addizione:

2plm)p(ne,2)— 59, | ) 4 p(re )]~ —P AP ne,)
2lip(mz)—p(ne z)4?

! '\’n+ %Elz) =

si esprimerd anche p{(m-+ne;) 2} razionalmente per p(z).
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Di qui segue che secondo che la forma (A, B, C) @& di
prima o di seconda specie ci potremmo limitare nell’esame
delle formule di moltiplicazione complessa corrispondenti alle
relazioni (1) ai casi seguenti:

a=DB b=A
' () ¢c=—C d=-—B

N=D , e=1iVD

per le forme di prima specie ;

(o= LB+ b= A
1 1 .
®) ¢= —3C  d=3(—B+1)
1 o
N= 1 (O+1); c= 3 (1+i¥D)

per le forme di seconda specie. Le formule di moltiplica-
zione complessa corrispondenti dicoasi formule elementari
per il dato determinante D .

Ma noi invece vogliamo stabilire la formula di molti-
plicazione complessa partendo dalle relazioni

tew =0a w4+ b o

ew'=:cw+dw',

supponendovi in generale @ , b, ¢ , d interi qualunque.

A tale scopo osserviamo che i punti di infinito della
funzione



— 17 -

w’
?,;):e’p(ez)

14
p( =

sono nei punti:

’
(D]
[

z,..,=2r‘ei’+2s

che non souno aliro che i numeri del modulo (*)
[ €

¢ quindi ora da ricercare quanti siano i numeri di un si-
stema completo di numeri del modulo M incongrui rispetto
al modulo

n=[20w,2u0].

Indichiamo percid con e il massimo comun divisore dei nu-
meri b, d e poniamo

e consideriamo i numeri

2Ewt28 o

ey = :

(*) Cfe. I'ultimo supplemento di Dedekind alla 3.2 edizione delle le-
zioni di teoria dei numeri di Dirichlet.
S. N.
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dove per £, & si prendano i valori seguenti:

. n—1

. e—l1.

Fra questi N numeri Qg » ve ne ha uno solo congruo

allo zero rispetto al modulo [2 w , 2 ' ]; e precisamente
Q0. Infatti dalla congruenza

Q'Egl = 0 (mOd [20)’2(0’])

risulta:
w0+ 280 =2¢c(ho-+Ho)

con 2, k' numeri interi; e per le (1):

2twt 2o =20 |ha+Kc)4+2d[hb+Na)

Da questa uguaglianza si ricava:

E=ha+4+ Kec
E=hb+ NWd
quindi:

=0 (mod e)
ciod

¥ = 0;
ed indicando con } un numero intero sara:
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h=—)\d W =)V

quindi

£ =0 (mod )
ossia

£=0.

Prendiamo ora a considerare due qualunque punti di
() w’)
e’e /
U

(6] w
Zpg= 27— 4 25—~
€ €

infinito della funzione p< z

’

Ztyy = 2t?+2u?

e sia:
Zgyy == 3pys (Mod [2 0 , 20 ]):
sard:
t=1r -+ ha-+Hkc
@

u=s-4+hd4+HWd

con A, %' numeri interi. Determiniamo ora due numeri in-
teri #, & per modo che sia:

Vo—dp =1

¢ poniamo:
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p o= hbo 4 NWd
v = h B4+ K3

avremo :

h = pod—vd
W= bv—upp;

sostituendo queste espressioni di 4 , 2’ nelle (4) esse diven-
tano:

t=r+p(ad—cfpf)—van
u=s+pe.

Da cid risulta che dati comunque » , s potremo deter-
minare prima p e poi v in guisa che u assuma uno dei
valori £ e ¢ uno dei valori &; e ¢id in un modo solo. Cost
rimane dimostrato che gli N numeri QE ¥ formano un si-

- stema completo di numeri del modulo ny incongrui rispetto
al modulo v (*).

G infiniti della funzione ¢® p(e z) sono dunque nei
punti:

2tw4 28
2, = :

ed essendo tutti di secondo ordine coi termini di infinito

(*) Cfr. WeBer Elliptische functionen und algebraische Zahlen.
Braunschweig 1891 .
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L1
(~ __ QO )3
(z—£2£E,)

avremo
e?p(ez) =p@E) + Zppp(z—10 )+ C

dove 1’ apice al segno sommatorio indica che va esclusa la
combinazione (=0 &=0. Per determinare la costante C
basta sviluppare per le potenze di z nell’intorno del punto
z=(), e paragonare i termini noti: si ottiene

C = — E’EE' p(QEE')

Sostituendo nell’ eguaglianza precedente otteniamo la
formula di decomposizione in elementi semplici:

®) e plez) =p(2) + 2’5 14 {p(z-——QE '5') - IO(QE E') b O

con
q  —2tet+ 28
£¢ ¢
E=0,1,....7—1
F=0,1,....e—1.

(*) Cfr. HALPHEN, mem. cit.
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§. IL

A stabilire la formula di decomposizione or ora trovata

possiamo giungere anche mediante le considerazioni seguen-
ti. Esaminiamo la funzione

essa ha, come facilmente risulta da quanto abbiamo detto
al paragrafo precedente, N—1 infinitesimi di primo ordine
nei punti QE g escluso il valore Q,,: ed N—1 poli di primo

ordine nella origine; ne segue che il prodotto
H’E 4 { p(z) — P(QE E') }

differisce dal quadrato della funzione in discorso solo per
un fattore esponenziale: potremo porre

@) = O, (p6) — pe ) 1.

. . z .
Per determinare I’ esponenziale e ?(2) osserviamo che
usando della nota formola fondamentale per la funzione o(z)

mn-tm-n 2(my4nr) (z24mot-n)
a(z4-2mm -+ 2nw)==(-1) e a(2)
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e delle relazioni fondamentali
tw =0a o 4+ b o

ew =c¢cw 4 do

si ottengono facilmente le seguenti eguaglianze:

x(z+2w)2 — 6,2(5" z4v) + 9(2) H'E

g 1@ —p(2 )}
2w) .
= e‘?(z+ )HE ¢ ‘ p(z) _P( QE E') }

1\ 2 2 ! V' '
W2a )t = ¢ 2L e T 8ld) Wy g (p(5)—p( )|
42 0)
=e?( T )HEE'{p(z)—p(ﬂEE’)}
dove &

p= —2Nunt2antbrn) , v=20antbi)ew—2Nyow
p=—2Ny +2(cn+tdv)e, vV=2(cntdn)ew —2Nvu.

Dovra essere pertanto, tralasciando i multipli di 2 4

PR =60 At
o( 2+2 o) = ¢(2) + 2( ¢ 2-+);
queste eguagliauze derivate due volte ci mostrano che la

A2 o(2)

fuuzione 757

¢ doppiamente periodica; sard dunque
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“d? o(z
dq;(’) =&

G, essendo una costante; quindi

‘P(z)=ze’+Gzz+Gs

Gy , G, essendo altri coefficienti costanti. Possiamo dunque
scrivere:

X2 (2) = e G, 224 G, z 4 Gan'E y gp(z) _1’(95 E')};

ora il primo membro di questa eguaglianza ed il coefficiente
dell’esponenziale nel 2° membro sono due funzioni pari di z:
dovrd quindi essere pari anche I’ esponenziale e sard

G, = 0.

Per determinare il coefficiente costante e Gs moltipli-

chiamo i due membri della (6) per z QN_I procedendo co-
me ¢ indicato dalla seguente eguaglianza

ea(ez) 2
G, z? G,
___E_Z___ = e 12 e 3“55'{32(10@)—'10(955')!

G

e passiamo al limite per z==0 ricordando le formule:




Con cid troviamo:

eG3 = ¢!
e la (6) diviene:
o(e2) | G2, .,
o § N T Tl 1O e ]

dove resta solo da determinare G,. Partendo dalle identi-
ta (A) otteniamo facilmente :

—
Gy 2w 2
quindi :

G, = ¢((ant+bvn) — Ny
G, o = e(entdn)— N

moltiplicando la prima di queste due eguaglianze per » e la
seconda per » e sottraendo la prima di esse dalla secon-
da, merce la relazione :

, , )
Nw — N W o= —

otteniamo:
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nl € %—- bn"“’-}—(d—a)nn'—}—cﬂ%

G1§

ossia avuto riguardo alle (3%):

C“t1=2iew,}A'I)'2+2BY)W,+CY)2 .

0

Dimostreremo ora I’eguaglianza:
G == ' ot (2 ! .
1 EE £ o rE )

Basta percido moltiplicare i due membri dell’ equazione (7)

2N . I . . .
per a(z) ', derivare logaritmicamente e poi derivare di
nuovo I’ eguaglianza cosi ottenuta: ed applicare la formula:

Suto) + tu—v) — 2 L) = ]ﬁ%

con cid si ottiene:
(1) 2 p(e2) = 2 p(3) —2 G, + Xy I p(z+2;) +0(3-0y )]

ed osservando che gli N—1 numeri QE g che compariscono

in questa eguaglianza si scindono in coppie di numeri op-
posti rispetto al modulo [2 w , 2 '], tali cioé che la som-
ma sia congrua allo zero rispetto al modulo [2 w , 2 ']
potremo scrivere:

e p(e 2) = p(e) — Gy + ¥y, p@; ).
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Risulta quindi dalle cose dette in fine del §. 1. che @&

Gl = 2’5 E' ]j(QE EI)

e ad un tempo ritroviamo la formula di decomposizione gid
data (B):

e'p(es) = p(@) + Xy p PGe—2 )
Abbiamo cosi dimostrato I’ eguaglianza

2ien

® Iy p@; ) — Av24+2Bny 4 Cn?

della quale faremo uso nel seguito . Notiamo ora che sa-
rebbe facile usando della formula:

20p(u) p(r) — § 92} [P() + P} — g4
plko) + plu—) =

(pw) — p(®))?

trasformare il secondo membro della (7*) in una funzione
razionale di p(z) per modo da ottenere cost la formula ge- -
nerale di moltiplicazione ; ma non essendo quella la forma
sotto la quale noi la vogliamo studiare, noi non eseguire-
mo questa trasformazione, e procederemo invece nella ri-
cerca incominciata in questo paragrafo.

Riprendiamo 1’ equazione (7) che ora potremo scrivere
nel modo seguente:
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_Qisx (Aﬂ,2+BY)ﬂ,—i’-Cn2)22
3 2
9) e a(ez) ,

a(2)

Il primo membro di questa eguaglianza & il quadrato della
funzione

tex

(An?+4+2Bwny+Cn?s?
T

a(e zl
c(z)f%(e)

@E(z) = e

per‘ la quale si trovano facilmente usando della formula fon-
damentale della s(2) le seguenti egnaglianze

ab+a+4+b~—N
0 (3420) = (—1) 0, ()

(10) ¢cd4ctd--N
0, (s+24) = (—1) 0. ().

Pertanto se é:
Ne=ad—bc=1(mod 2)
essendo:
ab4+a+4+b=1 ; cd+c+d=1(mod?2)

©,(2) & una fuanzione doppiamente periodica coi periodi
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2w, 2w; ed essendo pari & una funzione razionale di
p(z); se:
N =0 {mod 2)

potranno darsi i casi seguenti:

ab+a+b=0 ; cd+c+d=0
» =0 ; » 512
) —1 R 1 (mod 2)
» =1 ; » =0

Nel primo caso risulta dalle (10) che @e(z) é una fun-

zione doppiamente periodica coi periodi 2w, 2«'; ed essendo
dispari, & uguale al prodotto della derivata prima di p(z)
per una funzione razionale di p(z). Corrispondentemente
agli altri tre casi prendiamo a considerare ordinatamente
le funzioni

__o(2) __a(3) __a(2)

Y € B G N  B AN €)

ed i prodotti:

©n > 6.9 , 0 9

e vedremo facilmente che nel caso corrispondente ciascuno
di questi prodotti & una funzione razionale di p(2). Aven-
do pertauto riguardo al secondo membro della (9) e alle
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note eguaglianze:
aa(z)
7(2)

=V—p_(—2_’5——8;

potremo dare nei diversi casi le seguenti espressioni della
funzione @e(z), velle quali abbiamo posto:

p(z) =
I) N=1 (mod 2)
G, , N—l N—3
4 - “_
(s 2) 2
@E(z)=e -—-e_/ +a,y +....+aN___l
a(z\ ——

1I) N==0 (mod 2); ,
@)  abtatdb=cdtc+d=0(mod?)
N N

=2 -3
1 2 2

®¢(z)= er'(z)%y +ay +- +a 9 ) (1)

§—
9))
NN,

0= eV p@)—e, %J +ay +.tay
=—1

dove &: 2

a=] se ab4a+b=0 cd+c+4d=1
1 » =1, (mod 2)
1 » =0

a=2 » »

a=3 » »

I
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La funzione © (z) che abbiamo definito nel paragrafo

precedente & una generalizzazione della fanzione

a(nz)

an )= 2
¢ o (z)"

introdotta da Weierstrass (*) nella teoria della ordinaria
moltiplicazione dell’ argomento della fuczione p(z) e si ri-
duce alla ¥,(2) ponendo w=0 y=mn.

Adesso noi vogliamo mostrare come per Iintroduzione
della funzione @e(z) la formula generale di moltiplicazione

complessa prenda una forma del tutto analoga a quella che
prends la formula di moltiplicazione ordinaria per I’ intro-

duzione della funzione W,(z). Osserviamo anzitutto che po-
nendo:

e=y-{-i90VIT

1 wte

2(}1 m—;—(An'2+2Bnn'+Cn2)=Ge

si trovano molto facilmente le due seguenti identita:

(¥) Cfr. WEIERSTRASS, le sue lezioni; KiepErT, Crelle, 76, Virkliche
Ausfithrung der ganz. Malt. u, s. w.
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9 (e—1) + 9 (e+1) =297() + 2
Gs——l + G

(12)
p1 =26,

posto cid, partendo dalla nota eguaglianza

WD — by — )

olteniamo la seguente:

c2) — ps) = — A =Dz ol C+1)3 |
p(ez) —p2) (e 2) 72

la quale usando delle (12) pud porsi sotto la forma:

—G,_ 3 —6,, 1%
B af =Dz} af (e+1)z |
o2 D) (7 Y
p(ez)——p(z)=——- —G 22
. °_(”_)_%
' 6(2)9’1-(5)
0ssla
® (). © (2)
e—1
43 pe) — pl) = — g

Questa & la formula che noi cercavamo, la quale pel



caso che ¢ sia un numero intero # ricade nella formula di
moltiplicazione ordinaria :

Y, W,
p(nz) — p(a) — — "1t

Il denominatore dell’ espressione

¢ una funzione razionale intera di p(z) come risulta dalla
eguaglianza (9); & facile verificare che lo stesso accade pel
numeratore. Infatti supponendo dapprima che si tratti di
una forma di prima specie osserviamo che in tal caso,
@ ed y essendo sempre numeri interi, avremo le relazioni:

M (e—1) = 97(c+1)  (mod 2)
o(e—1) + 97(c) = 97(e+1) 4 () = 1 (mod 2);

quindi se
k) =0 (mod 2)
risultando

I (e—1) = 97(e41)=1 (mod 2)
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@s L’ (")E+ , sono per le (11) funzioni razionali intere di

p(2): e tale & anche il loro prodotto.
Ma se

Il

97 () = 1 (mod 2)

e per conseguenza:
A (e—~1) = 97 (e41) = 0

@e L © ®el non saranno pitt funzioni razionali di p(z)
- +

ma contengono ciascuna un fattore irrazionale della forma

Vp(z) —e_, oppure la derivata prima della funzione p(z)

(2" le (11)). Perd & facile dimostrare che quando @u

contiene un fattore Vp(z) — e lo stesso fattore comparie
o

sce nell’ espressione di 65 > ed altrettanto accade quan-
+

do ®
€

1 oy :
. contiene il fattore 5 p'(z): e da cid risulterd im-

mediatamente (11), che il prodotto ® -0 é una fuon-

€+l

zione razionale intera di p(z). Infatti se:

ew=—0aw-+4 b o

ew =Ccw 4+ do

sono le relazioni fra i periodi ed il moltiplicatore ¢, le re-
lazioni analoghe per il moltiplicatore e—1 saranno:
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(e—1)w =10 o 4+ b o
(e—)1) o =c o 4+ d, o

con

a, =a—1 ; b,

e quelle per il moltiplicatore e--1:

(e+1)o=10a, o 4+ b, o
(e+1)w =c, 0 4+ d, o

dove abbiam posto
a, =a+1 , b, =10, ¢, =c¢, d, = d+1;
ed & evidentemente:

d, = d, (mod 2).

[l

Conseguentemente risulta essere sempre:

a by, + a,+-b,
Cy dy + 3 +d,

a, by 4+ a,40b,

(mod 2)
cl dl + cl+d1

1

e cio, avuto riguardo alle (11), dimostra quénto abbiamo

asserito .
Tutto cid vale anche per una moltiplicazione complessa

corrispondente ad una forma di 2° specie: basta solo os-
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servare che quando @ ed vy sono le metd di due numeri
dispari é:

() = 97 (c—1) = 97(c+1) (mod 2)

e la discussione procede nello stesso modo.
Cosi abbiamo verificato che I’ eguaglianza

® . 0
€_1 €41
O 2

€

ple2) — p@) = —

é la formula generale di moltiplicazione complessa corri-
spondente ad una data forma ( A, B, C). Il numeratore
della funzione razionale del secondo membro & di grado

Ne=9( =ad—>bc
ed il denominatore & del grado
ok — 1;

cio risulta facilmente dalla identitd gia stabilita tra le nor-
me dei moltiplicatori e—1 , e41 , <.

§ IV.

Ed ora ci rimane soltanto da occuparci della determi-
nazione di quei coefficienti @z che compariscono nelle espres-
sioni (11) della funzione 96(2).
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Riferendoci appunto a quelle espressioni troviamo facil-
mente che la formula (13) pud scriversi sotto la forma:

(14 pe2) —pa) = 4500

essendo U e V due polinomii in p(z) di grado 97(c) il pri-
mo, e di grado 97 (s)—1 il secondo ed aventi a coefficienti
delle piu alte potenze di p(z) I’ unitd. Poniamo

() =y
N N—1
U=y +Hay —|—....+aN
N—1 N—2

V == 3/ + bl y + sene + bN""'l.

La (14) da:
e2p2) V= ¢*{Vpie)y—U} 4+ U

ossia:

N N-1

N—1 N-—2
FENy by Aty § TR Y Ty

avendo posto:
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ky, = a, (1—e?) - ¢*
By = @y (1—e?) 4 o

kN——l =ax_) (1—-e?) 4 ¢? bN—~l

kN = ay (1—e?)

Svolgiamo ora in serie per le potenze di z colle formule:

—p()“zz IR e
2
SR = 5 gy et Gyt g e e

sostituiamo questi sviluppi nella equazione:

CEE 1 e o\ 12 %?H- g0

ed eguagliamo a zero i coefficienti delle diverse potenze di
z. In tal modo si ottengono delle relazioni ricorrenti lineari
nelle &; k; i cui coefficienti sono funzioni razionali intere di
e*, g, » g5 1 cui coefficienti numerici sono nurmeri razio-
nali. Ora se osserviamo che prendendo comunque le k; e
le b; il primo membro della equazione precedente é una
funzione ellittica coi periodi 2w , 2 ' di ordine 4 N—2 al
massimo di cui Vinfinito in z2=0 & al pilt d’ordine 2 N ed
i rimanenti sono N—1 poli di 2.° ordine, basterd deter-
minare le b;, k; in guisa che siano nulli tutti i coefficienti
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delle potenze negative di z nello sviluppo del primo mem-
bro della equazione precedente e quelli delle potenze posi-

2(N—1) per esser certi che quel primo mem-
bro avendo gia in z=0 un infinitesimo d’ordine 2N ed al
pit 2 N—1 infiniti ¢ identicamente nullo. Basterd dunque
scrivere le prime 2 N—-1 delle relazioni citate per essere
certi che esse determinano completamente le 2 N—1 costanti
bi » k; le quali saranno quindi funzioni razionali di g, , g,
razionali in e* con coefficienti numerici razionali (*). Dalle
equazioni che abbiamo scritto precedentemente che legano
le ki ; a;; b;; risulta che anche i coefficienti a; sono della
stessa natura. Abbiamo dunque il risultato:

1 coefficienti della funzione @62 e quelli del pro-

tive fino a z

dotto ®  ©  sono funziowi razionali di g, , g5 t cut
€1

g,
coefficienti numerici contengono la sola irrazionalita
i ¥D. Applicando questi risultati alle moltiplicazioni com-
plesse elementari possiamo dire.

I coefficienti delle funzioni @)’e ,0 .0 per:iwa-

€1 E+q

lori elementari di e sono funzioni razionali di g, , g,

con coefficienti numerici razionali ovvero contenenti la

sola trrazionalits « VD secondo che la forma (A, B, C)

¢ di prima o di seconda specie. Le formule elementari
di moltiplicazione complessa dipendono solo dal determi-
nante D e dalla specie della forma.

Ricordiamo ora che abbiamo dimostrata I’ eguaglianza

(*) Queste considerazioni le ho trovate svolte in quelle lezioni gii
citate del Prof. Luigi Bianchi.
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2axe

Gy, = — {An'2+2Bnn’+0n2}=2'p(ﬂ,§.£,)

che ci dice che a meno del segno il coefficiente di yN—2
in V & appunto G,: sard dunque Ge una funzione razionale

di g, , g, con coefficienti numerici contenenti la sola irra-

zionalitd ¢ /' D. Nel caso di una moltiplicazione complessa
elementare corrispondente ad una forma di prima specie é

quindi

—2VD
G = ————Tr——(An""—l—?Bnn'—l—Cng)

e risulta che il rapporto

An?4+2Bunv 4 Cn?

T

1 . .
¢ il prodotto di V' D per una funzione razionale di g, , g,

con coefficientt numerici razionali; se la forma (A, B, C)
¢ di seconda specie si pud dire soltanto che

An?42Bnyv+4-Cu?

™

¢ una funzione razionalc intera di g, , g, con coeffi-
cienti numerici contenenti la sola trrazionaliti i VD,
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Finora abbiamo studiato solamente la natura dei coef-
ficienti delle funzioni ®2e , ®c—y * Q.1 dobbiamo ora rivol-

gerci allo studio di quelli della funzione ®_. Cominciamo

dal caso:

N=1 (mod 2);

abbiamo visto (11) che in questo caso ®_ & un polinomio

in y = p(z) della forma:

N—I1 N—3
—_— 2 - -
Gs z 2 2
. ol ez
(15) 88=e N)=sy +a v —]—-....—}—aN_1
a(2) —_—
2
Adoprando gli sviluppi in serie:
— G 2%
€ Gez 2t Geszs
R T 2
¢ =1-CG+ g5 T Tsz+.....
Zd.
a(z):z%l——mg,—]—.... %
5424
o(ez)——:ezgl-—é&—o—gg—l-.... %

ed applicando i noti teoremi sulla moltiplicazione e divisio-
ne delle serie si otterrd lo sviluppo di ®_ per le potenze

*
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ascendenti di z%. Sostituendo questo sviluppo al primo mem-

bro della (15) e sviluppando in serie il secondo membro
mediante la formula:

1
3/==P(z)=;§+'%%z’+&z“+ .....

e paragonando poi i coefficienti delle diverse potenze di z

4

si dimostra che 7 coefficienti a; sono funzioni razionali
di g, g, con coefficienti numerici contenenti la sola irra-
zionalits ¢ V D.

Sia ora

N =0 (mod?2)
ed

ab+a}b=cd+c+d=0(mod2):
in tal caso ¢ (11)

— G 2®

o] 2

00 = ¢ L~y

2
5 +....+aN

=2

a(2)

el adoprando lo sviluppo in serie di p'(z) secondo le po-
tenze di z si dimostra che & coefficienti del polinomio di

grado 1;‘ — 2 in y =p(2) che comparisce mel secondo



membro della equaglianza precedente sono funziont ra-
zionali di g, , g5 con coefficienti numerict contenentt la
sola irrazionalita ¥ D; se invece non é:

ab+t+atb=cd+4 c4+d=0(mod2)

allora ((11), B) &

_._G zg g___l
0 () =e ¢ a(e 2121 = V(@) -—\e Yy +otay
G‘(Z/ 2
e ricordando che
7, @)
VoGy —<, = 75
risulta :
—_ G 22
¢ N
o(e 2) ] 5 —1
N-1 .ta
R B A R

ed operando al solito mediante gli sviluppi in serie di
— Ge z?

e , a(z), o(2) , ca(z) , p(2) concluderemo che in questo
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caso ¢ coefficientt del polinomio di grado 5 —1 wm y che

comparisce nel secondo membro della eguaglianza pre-
cedente sono funzioni razionali di g, , g, , e, con coef-

ficienti numerici contenenti la sola irrazionalits iV D.

§ V.

Vogliamo da nltimo mostrare come si possano trovare
anche per la funzione @E(z) da noi introdotta delle formule

ricorrenti atte a facilitare il calcolo delle formule di molti-
plicazione complessa e perfettamente analoghe a quelle note
per la funzione ¥, che servono per il calcolo delle formule
di moltiplicazione ordinaria.

Partiamo infatti dalla equazione a tre termini per la
funzione o(2):

o(a—"b) o(a-+b) o(c—d) o(c+d) -+
(16) 4 o(b—c) o(b+c) o(a—d) a(a-{-d)
+ o(c—a) o(c+a) o(b—d) o(b4d) =0

e poniamovi:

otterremo:
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(17 3{ (e + &)z} of(e,—e 2} 0%(2) =
=a|(e, —=1)z}o{ (e, +1)2}a (s 2)—0| (e —1)z} 0 | (e, 1)z} *(¢,2).

Poniamo ora

¢ =Y +12 VD & =Y +z'oc2Vﬁ

1 . . 21/-
Gelmzmlyl et D{An'2+2Bnn'+ C »?}

T

. 2
L& Yy V
==
T

G D AW £ 2Bnv 4 C n?)

€

otterremo facilmente le seguenti identiti:

Gel +¢ + Gr‘€1_'~ - Q(Gsl + Gsz )

2

Fe-bey) + (e, —¢) +2 =2 97(;,) + 2 90(5,) +2
= 9(g—1) + 92 (5+1) + 2 97(g)
= 90 (1) + 97(+1) + 2 97().

Posto cid se dividiamo i due membri della (17) per

(G61 +52+ G€1 — ) 2 92.(81 +€2) + 9,[(61 _52) + 2
e to()

otterremo facilmente 1’ eguaglianza

(186 ® =0 © 6 —0 6 @ :°

46y & —F -1 Y1 & fa—1 G+ &
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Facendo ora dapprima:
51 == £ ==£.—-1
e poi

sgme—-—l el;—_—e—{—l

e ricordando che quando ¢ & un numero intero n &

6 = V¥,

[
quindi in particolare:

0, = V¥, =1
0, =Y, = — p(=)

troveremo le due formule

=0 63 -0 0 °3

2 g4l €42 € =1 &4l

(19) 0

€

) —_--—,i@) ® *T—0 0 2%
2e p €2  E41 £e2 £=1

le quali quando sia ¢ un numero intero coincidono colle
relazioni ricorrenti tra le Wy.

Nel nostro caso & pil utile adoprare un’altra nota-
zione; porremo cioe:

e=m + n E,



indicando con E il valore elementare del moltiplicatore
corrispondente alla forma data (A , B, C); e

In tal modo la formula (18) diviene:

@m1+m2m1 +ng Omy—mg 5 my_ng =

18%)

—_— 2 — 2
'—‘@m1—1 [ ) ®ml+1 y n 0 mg » N2 @fmg—l ) ng ®m2+1 ’» Ng ) mi > m

Facendo in questa eguaglianza, prima:
m o= im, =m ; Ng=n ; n =n -+ 1
e poi
my=m-+1 , my=m , ny,=n41, np=mn

otterremo ordinatamente le relazioni:

L
- 2 2
(l9*) - ®’m“1 Im+1 ®m+1a‘n+1 0 msn — Om—yn @mﬂm 8 myn+1

Bymsy 5 gy 91’1 =

2 2
= ®m>n+1§,®m+2m+1 e mn T @m—l " 9m+1 "m 8 M1 2 N4y »

Riscrivendole pertanto unitamente alle (19) scritte colla
nuova notazione otteniamo le seguenti formule:
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—_ 3 3
/(")g m4ysgm T ®m+2 o 0 myn ®m—1 n 0 m+yon
1 . ,
62 Mg n+y =® t®m'1 IN+HL ®m+1mﬂ@ msn~ ®m—1 ,n®m+l n@ m,mi!
01
(20)/ Gm,n
_— 2 2
0y msgn= @)m~2 n©® mepsn — O iy o0 O m—1n

92 mty g Mty =
11

P'2)
/ 1
\

2 — 2
@man+,@m+2 m+1® mn ("Dm—-pn@mﬂme ’m+17ﬂ+1)§

Esse sono appunto quelle alle quali volevamo perveni-
re; ed ora dimostreremo che calcolati direttamente i 4
valori iniziali

L) ¢/

12

001 3 0o 5 Opus
tatti gli altri valori @, possono essere dedotti mediante
il loro uso. Osserviamo anzitutto che possiamo ricondurre
il calcolo di quelle funzioni @, nelle quali uno o tutti e
due gli indici m , % sono negativi a quello delle funzioni
Omon con tutti e due gli indici positivi: c¢io risulta dalle
considerazioni seguenti.

Poniamo:
G, = Gpun;

€
allora se la forma (A, B, C) & di prima specie essendo
E =i¥D

risulta:
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r9 ! 2
G —.:(z'mn——n“’Vﬁ)An +2Bnn+ Cn .

myn T

e se & di 2.2 specie essendo:

_14-7vD
o 2

E

0.p = [ (0)-(3) Vo Amncser,

m 9N 2 ™

ne conseguono in ogni caso facilmente le eguaglianze:

()

Analogamente, posto:
97(5) = Qfmm

si trovano immediatamente in tutti e due i casi le egua-
glianze

O s = 9 —my—n

®)

QZ..—”\,” = ['PI)—M, .

Posto cid basta ricordare che é:
S. N.
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- Gm,” z’
al (m-+n E)z}

@m)n = e
0(3) %mm

per dedurrre dalle («) , (8) le eguaglianze:

@ g Omp = — O, 4
Oy = — Oy -
Inoltre se nella (18) poniamo
m =m , my=0 , m=0 , n =n
otteniamo :
Omrn Omyn="U_| ¥, 0%, —O_ u0 , ¥,
quindi

1
(22) Opy_n == O { Yoy Yo, ©%,0— 0O ,w 0,,, ¥2.}.

E da notare che questa uguaglianza vale solo per
m>1. Volendo delle formule analoghe pel caso che sia
m =1 le otterremo facendo, nella prima e nella quarta
delle (20) m = — 1:
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—_— 3 _ 3
(8—1;21! - @’1.‘“ e —-1mn e—gnt 0 0n

(23) 1
Z Tioann =m lg_l M08! 91 m+1® 2-1 m— 0 ~n®0 8 2o N+ ‘

In queste formule compariscono i valori @—, , 5 ; ma questi
si possono ridurre ai valori @,,n , O—,, , 8;,n usando
delle (21), (22). Pertanto le formule (21), (22), (23) ri-
ducono il calcolo delle funzioni @,,,, con indici negativi, a
quello di quelle con indici positivi o aventi il primo indice
--1, e il secondo positivo e inferiore; e poiché le (22) (23)
valgono subito per n==1 basterd conoscere ®-,, soltanto
tra le funzioni aventi indici negativi, e resteranno solo da
calcolare quelle con indici positivi: di questo ora andiamo
ad occuparci. Osserviamo perd che per m=0 e m==1 nei
secondi membri delle (20) compariscono funzioni aventi per
primo indice —1, ovvero —2; dovremo quindi per proce-
dere nel calcolo delle funzioni 8,,,, con m , » positivi,
calcolare anche quelle che hanno per primo indice —1 o
—2. Indichiamo adesso con che ordine si deve procedere
per trovare tutte le funzioni ,,,, con indici positivi cor-
rispondenti ad una data forma (A, B, C). In primo luogo
bisognerd che si calcoli direttamente secondo il metodo del
§. precedente, la formula di moltiplicazione complessa ele-
mentare :

0_,.,9,.
p(E2) — p@) = — —gr———
01



— b2 —

cosi otterremo I’ espressione di Gy, in funzione razionale di

Js » 955 © ce ne serviremo per calcolare direttamente le
funzioni

90‘1 ’ ®1’1 ) G"l’l ) ®2’1

delle quali nessuna pud dedursi dalle altre mediante le (20).
Calcoleremo ©,,, , ©,,, direttamente col metodo degli svi-
luppi in serie che abbiamo indicato nel paragrafo prece-
dente; ©_ , verrd determinata dall’ eguaglianza _

@ — (p(Ezl)_p(g))®2o71

—1°1 ®1’1

e 0,, verrd determinato dall’altra

o _ _ LpE+D 2] —pE) 07,

e ®0’1

nella quale dovrewo fare uso del teorema di addizione per
la funzione p(z) per sviluppare p{(E z-2)}.
Fatto cid, tutti gli altri valori ®p,n possono essere

dedotti da questi mediante le (20), (22), (23). Basta infatti
calcolarli nell’ ordine seguente:



-2 1
®0’~1 = 6"’0 1
0y, = 0.1
)
Opry = p,‘é;l) 9—2'1921 o — 0,,0%
®1 2 T 0, 54 830’1 ®—1 ’1®31 1
9—1;2 = 91 ”"n ®3~1 1 9—2’1 ) 01
1
O5,4 = 0, ., % ¥, ¥ 921 -1~ g5y 92’-1
1 LU 2
6371“‘ @3’_1 2 4.@0’1 ®~1’1 G9171@‘3
4] — 9‘—"— (<) 0 — 0 |2
212 — p’(z) -11 211 31 051
1
Bors = @0’1 g ®~1a2 91 ’2 820 n 6—1 ”n @1 " 920 92%

1
Oy = 0, . 3 @0‘282’2920’1 — 011105, 0% %



et

0,,5 = 0 5; % 8555 Oy 82151_9031 0551 0% 5,

———

1
Oy, = 0. .. % ¥, \Fs 920’3 0,5 0, \1”2%

2

©@

a0 = T 0y,

_ s 3

8, = ©;,, 0%, Q51 0%
O, — Ve, 0,6, —6, 6, 0
333 ) 132 Y359 975 01 9251 U

191

Oprs 5 B15a 5 O15s 5 By 5 Oy 5 By, 5 Oy
B350 5 0401 5 B455 B4y, 5 Oy
Oo05 > Orog 3 Oins 5 G50 Bysy 5 O, 5 Oy 5 Oy

Oppg 5« v v v v o5 By

cio¢ in generale, dopo ®s_, , -, si calcoleranno successi-
vamente le funzioni



Ho’h 5 ®1sh : ®—1vh 5 ®2ih > ®2a-—h 5 9—2,13

N

In questo modo & evidente che si ottengono tutte le
funzioni O, con indici positivi dalle quali mediante le (21)
e (22) otterremo tutte le altre.
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