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SULLA TEORIA

DELLE FUNZIONI IMPLICITE

§. 1.

Il Chiarissimo Prof. Dini, nelle sue «Leziuni d’Ana-
lisi ha ricondotto la teoria delle funzioni

implicite al vero concetto col quale dovrebbe essere svolta

negli ordinarii trattati. Ed infatti, quando, per fissare le
idee, sia data una relazione fra due variabili, reali o

complesse,

è, innanzi tutto, da riconoscere se la f(~ , y) come fun-
zione di due variabili indipendenti, soddisfa a condizioni

tali da poter asserire che, per i valori di una di esse,

per esempio della x, compresi in un determinato campo,
l’ altra, y, vien definita come una funzione della prima,
capace di veriScare 1’ equazione data. E solo dopochè
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si trova che questa funzione è ad un valore, fi i l,,9 e (o !-

tinua, è conveniente d’ occuparsi dB:-’ 11’ esistenza delle

varie sue derivate e del processo da seguire per la loro

determi nazione.
Con tali criterii appunto, il chiariss mo Prof. Dini, li-

mitandosi alle funzioni di variabili reali, ha dimostrato
i teoremi relativi ai casi in cui 1’ equazione (1) de-

Unire una sola funzione y della , e continua in-

sieme colle sue derivate dentro un certo intervallo , op-

pure in cui i 1’ equazione

o, in generale, il sistema di equazione

possono respettivamente definire una sola funzione y, o

un unico sistema di funzioni yi , y2 , - - - ym , delle n va-

riabili ndipendenti x, , ... finite e continue insieme

alle loro derivate parziali dei varii ordini dentro un campo
ad n dimensioni relativo alle variabili indipendenti x, ed
ha altres  accennato all’ applicazione che potrebbe farsi

dell’ ultimo teorema al caso delle funzioni di variabili

complesse. Ma il metodo da lui proposto si presta a
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qualche seinplificazione estensione, come resulta dalle

considerazioni seguenti.
Coininciamo dal ricordare che se una fanzione di una

variabile reale x è finita e continua insieme colle sue

derivate del primo, secondo, ... , n.° ordine (*j, per tutti
i valori della varcabile che cadono in un intorno del pun-
to xo, ha Itio,-,o r la formula:

e cos  pure nel caso di una funzione di m variabili rea-

Ì’ 6n;ta e continua insieme colle derivate parziali dei

l)r rní it ordini in un campo ad m dimensioni che rac-

chiude il punto ( ° , ° / ’ ’ ’ XM’ ) si ha :

(’) A rigore, la continuità delle derivate non è necessaria;

ma, per semplicità, stabiliremo sin da ora che tutte le derivate,
le quali verranno via via introdotte, saranno sempre supposte continue,
anche quando , come in questo caso, tale condizione pospa essere su-

perílua .
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ove i termini simbolici

per hanno i coefficienti delle h calcolati nel punto iniziale

eperr--~n nel punto 
interno al campo che si considera, y indicando 0n un nu-

mero compreso fra 0 e 1 ( 0 e 1 esclusi ) . Dalla (5)
apparisce subito che sviluppando le potenze simboliche,
la ... si esprime mediante un poli-
nomio i cui termini sono della forma

colla condizione

ed i coefficienti A 
 1 .. n 

sono funzioni delle h, soltanto
/V’ ’ v e v /V 

quando si abbia

In quello che segue, per le funzioni che costituiscono
i primi membri delle equazioni (1 ), (2), (3), se sono fun-
zioni di variabili reali , verrà sempre supposta , almeno

dentro certi campi , y la loro sviluppabilità mediante la
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formula (5), on1ettendo di enunciare ogni volta esplicita-
mente tutte le condizioni necessarie e sufficienti affinchè
tale sviluppo sia possibile. Con ciò verrà introdotta mag-
gior semplicità nei ragionamenti, e d’ altronde non sarà
dif~.cile il vedere quali dei resultati a cui si giungerà
cesseranno d’esser veri, o come dovranno modificarsi,
quando per le funzioni stesse non sussistano tutte le

ipotesi fatte .

Siano :

in funzioni di rn variabili indipendenti e reali. In un in-

torno del punto (x ~ o , 3 ... in cui vale per tutte lo

sviluppo secondo la formula (5) per n-1, avremo:

ove è stato posto Psr&#x3E; in luogo di

Se i due punti
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sono tali che in essi si annullino tutte le funzioni F,,, o

più generalinente, sia per r== 1 , 2 , ... 111,

dalle relazioni precedenti si trarranno le altre

le quali dovendo coesistere senza che tutte le h siano

uguali a zero, dànno necessariamente luogo all’equazioneó

E da notare che nel determinante D, mentre tutti i

termini della linea ra s’intendono calcolati nello stesso

+ ... VMO + O(r) hm ) e cos  quelli
della linea sa nello stesso punto ,... rom 0+ 
non sarà in generale, 0(8) ==- O(r) e perciò non si potrà
dire che esso sia il valore del deterininante funzionale
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iu un punto intermedio
Tenendo pur presente questa particolarità, lo chiame-

remo semplicemente un valore interi-nedio deterrni--

nante funziona/e, enunciando cosi il teorerna :

« Nel campo in cui m funzioni Fr di 1n variabili in-

« dipendenti sono finite e continue insieme colle loro de-

« rivate prime parziali, non possono esistere due punii
in cui tutte le

« funzioni si annullino, oppure per r- = l, 2, ... ~2 si abbia

« senza che sia nullo un valore intermedio del determi-

« nante funzionale del sistema ».

Facciamo subito , di questo teorema, un’ applicazione
che sarà utile nel seguito. I primi mernbri delle (3), vale
a dire m funzioni di n+m variabili indipendenti) che ora
supporremo reali , siano finite e continue insieme colle

loro derivate prime parziali in un intorno del punto
e consideriamo il determinante

funzionate rapporto alle variabili j/
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Ponendo

dove indica il valore della derivata nel punto

... Xno , Yi&#x3E; ... ymo» un valore qualunque del deter-
minante precedente, anche se non tutti i termini che vi

coinpariscono sono calcolati stesso punto del 

po, sarà della forma:

essendo
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ed S una somma di prodotti di una o più delle quantità

finite ( 2013 ) per una o più delle x~. Ora , indicando

con UM

altro punto qualunque differente da ~x1° j .. xn°, ~1° ,.. 
resulta dalle condizioni ammesse che si potranno deter-
minare per le h, h da cui vengono a dipendere le 
limiti tali

che non solo ognuna delle x~t~’~, ma an-

che la S non superi in valore assoluto una data quantità.
E cos  se, in particolare , il valore (D)0 è diiflerente da
zero, si potrà formare un intorno del punto (X~O , ... y~°)
tale che sia diverso da zero anche (D)o+S. Ma allora,
quando per ciascun sistema di valori assegnati alle h

dentro i loro limiti , 2 le f r si riducono funzioni finite e

continue, insieme colle loro derivate prime parziali, delle
~ ... ~w.) sarà impossibile che per d2ce
sis+leni  distinti i

di valori compresi respettivamente tra e ...

-km° e ognuna fr possa avere lo stesso va-
lore ( in particolare il valore zero), giacchè, per le ipo-
tesi fatte, non può, tra i medesimi limiti, esser nullo

nessun valore del determinante funzionale considerato.
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Nel caso oi avendosi una sola funzione

e il determinante funzionale riducendosi se ne de-

diie,e che se nel punto è digerente

da zero, esiste, per la supposta continuità, un intorno di

(x,°, ... YO) in cui essa si mantiene diversa da zero, e tale

intorno è costituito dai punti 
corrispondenti ai valori di i h, .... h. , k compresi fra li-

miti convenientemente deterininati: ( -h° , 9 -- l2°) , ...

Assegnando alle h un sist,e-

ma qualunque di valori compresi in questi limita, la f,
che diviene funzione finita e continua della per
tutti i valori da a + kl non potrà prendere lo

stesso valore, od, in particolare, annullarsi in due punti
1;’ °, k" compresi giacchè come si
deduce dalla formu 1 a

-- che è un caso particolare della (4) per n=1 , o del
precedente sistema delle F r per m - 1 - dovrebbe, con-

tro il supposto, annullarsi () f in un punto fra ;’ e k" .
y

Ma poichè il teorema contenuto in quest’ ultima formula
e applicato alla derivata prima di F,(a,) porta a conclu-
dere che, fra due punti in cui si annulla la derivata pri-
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ma deve esisterne almeno uno in cui si animila la deri-

vata seconda, e cos  successi«ainenie , ne resulta anche,

che se nelI’ intorno del punto la

è diversa da zero, potendovisi invece annntlare le

a ciascun delle ~~ non po-

Iranno corrispondere valori k’, A" y ... k(n+1)

compresi fra -- k° e -~- k° per i quali la funzione abbia

lo stesso valore, o, in particolare, si annulli ; perehè
altrimenti in n punti k~’ , k," , ... cornpresi respet...
tivamente fra k’ e k" , k" e k’" , ... e si a n-

n u l erebbe n- 1 unti 
. 

1;j’ , ;." , .. , x-’jn u 1 ere e la -L 1 n 20131 punti , T’ 2 ,.... 2 -
. .

cornpresi fra questi n si annullerebbe la derivata seconda

, 

d.. fi h 
,. 

d 
. 

k’ k i 
,

"’iJy1’ 
e cos  di 

’ 

seguito, Rnchè in due punti 
’ 

sarebbe nulla la derivata (~2 1 )~ ed in an punto fra

k’ !t-1 e 3 e quindi nell’intervallo considerato, si an-

nuller l i ‘ 

r r all’ i nullerebbe la 2013; il che è contrario all’ ipotesi.eb e n, 
1 che e cont a o 1

s- 3.

Nel caso che si abbiano da considerare funzioni i di

variabili complesse, ammetteremo che, almeno nell’ in-

terno di campi speciali, abbiano il carattere di funzioni

intere; ed allora varranno per esse i teoremi seguenti,
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che, per essere abbastanza noti, (*) ci limitiamo soltanto

ad enunciare :

I. « Una funzione di più variabili complesse , rnono-

droma, finita e continua rapporto a ciascuna di esse den-
tro un certo campo, ammette un’ infinità di derivate par-
ziali che sono pure monodrome, Finite e continue dentro

gli stessi campi ».
II. « Quando una funzione di più variabili complesse

è monodroma, finita e continua dentro cerchi descritti

dai punti x,° , x~° , x3° , ... come centri, con raggi i

R~ , R2 , R3 , ..., essa è sviluppabile in serie ordinata per
le potenze intere, positive e crescenti di xi X2-X20,

... e convergente dentro gli i stessi i limiti » .

Non potendosi però dire che sussistano anche per que-
ste funzioni gli sviluppi abbreviati (4) e (5), è necessario
aggiungere altre osservazioni per rendere uniforme il me-

todo da seguire nelle ricerche susseguenti.
Ritorniamo a considerare il solito sistema delle m

funzioni fr contenenti n+5n variabili, ma coll’ ipotesi che
ora siano funzioni di variabili complesse, e, per sempli-
cità, supponiamo ~==1 , ~===2, occupandoci, in conseguen-
za, delle due funzioni

Ritenendo valido per ciascuna delle /4)/i il teorema Il

(&#x3E; Cfr. BIIIOT et BOUQUET - Théorio de Fonctions Elliptiques --

pag. 163 e 
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sopraeuunciato e notando che ora si ha:

poniamo anche

si avrà :

e perciò

Per analogia colle funzioni di variabili reali, diremo
che questi sviluppi, in cui le derivate parziali sono, com’è

noto, calcolate per dànno

i valori delle funzioni f,, f, in un intorno del punto,
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Lasciando invariato il valore di A e supponendo che

k2’) , (kt" , k2") siano due speciali sisterui di valori

delle k, le condizioni affinchè si abbia:

sono evidenteinente date da:

e tenendo conto dell’ identità :

anche da : s
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Per so,I(Iísf,- re contemporaneamente a queste due

condizioni, quando, come si suppoqe, ki" è differente

da e 
‘ 

da A- 21 si richiede che si annulli il deter-

minante :

formato coi coefficienti di ~1"-k1~ , k2" - k2’.. Ora osser-

viamo, che avendosi in generale

e

mod ’m od

S. N. 2



18

- se, come può ammettersi si ha n&#x3E;o1 ’, --

sarà :

mod mod

Col mezzo di questa diseguaglianza si giunge a 
noscere la convergenza delle serie che compariscono in

ciascun elemento del determinante D , dentro lo stesso
intorno del punto (x. , y~° , Y t O) (*) e quando il de-

terminante

sia differente dai zero, apparisce altres  che potrà ancora
restringersi il campo di variabilità delle h , , h, , k2 al-

torno al punto y20 ), in modo che sia sempre
differente da zero anche il determinante D; e sia quindi

(’) Ciò resulta dal fatto che, nel campo in cui sono convergenti
gli sviluppi (A), convergono anche quelli che si ottengono derivandoli

rapporto a Al e k~. Ed il confronto che si può fare termine a termine
di queste serie derivate con quelle degli elementi del determinante ,
avuto riguardo all’ ultima diseguaglianza stabilita, porta che i moduli

dei termini che si trovano negli elementi di D, sono uguagliati o 
rati da quelli dei termini delle serie ottenute colla derivazione.
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impossibile che ad valore di h in questo campo,
corrispondanu due ssterni dlstinti (k , l’) , (k" , I" )
delle k, , ki per i quali ciascuna delle f, , f~ riacquisti
lo steso valore, o, n particolare, si annuali.

Avendo riguardo alt’ idenutà :

facilrnente si estende la dimostrazione ora fatta al caso

del sistema di Jn funzioni con n+m variabili, cui allu-

devamo da principio.
fiualmen te

n+1 variabili complesse, data in un intorno del punto

una fiinziorie di

dalla formula :

(") Sopprimendo, come può evidentemente farsi, tutti gli espo-
nenti e in parte gli apici, si dimostra subito la legge di formazione
dell’ identi tà , nel caso di Yn variabili, quando sia conosciuta in quello
di m-1. Basta infatti osservare, che ponendo:

si ha :
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Come caso particolare del teererna precedente, abbia-

mo intanto che se nel punto iniziale èe

differente da z~’ro, si potrà formare un campo tale per
le h, ... da rendere iinpossibile che a ciascun si-

stema di valori per le h dentro qnesto campo, corrispon-
dano due valori diílerenti h’ 2 A", in cui la f riacquisti
lo stesso valore o si annulli. Ma è ahres  facile a vedere

che se è diversa da zero la la quale pure, come è già
stato notato, intendesi calcolata nel piinto ( x,1 , ... 

dove può ora anche esser nulla la esiste un

campo in cui non possono trovarsi tre valori differenti

~’ , 2 k" , k"’ , per i quali la f abbia ancora la stessa

proprietà di avere valori uguali o nulli. Ciò, infatti re-

sulta dall’ osservare che le due condizioni distinte

le qu.11i a tal uopo dovrebbero essere verli cate, dànno

luugo confrontate tra loro all’ unica :
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oppure :

e, corne nei casi precedeuti, questa condizione non sarà
sod se , per la natura tlella quantità iridicata
con e, de!ermin;amo un campo convenientemente ristretto

at,t,)rt o al punto ( Xil .. - .90 ) , in tutti i punti del

quale si abbia

mod mod

Estesa qupst’ uh ima proprietà al caso in cui la

è dil gente da zero, sa ren ,ie di per sè manifesta la per-
fetta analogia di tutti questi risultati con quelli ottenuti
nel paraàrafo precedente.

.

Riferendoci alla nota rappresentazione geometrica delle
quantità complesse, ricordiamo che se Z ed A sono gl’ in-
dici dei numeri complessi z ed a, I’ indice M della diffe-

renza z ---x si ottiene conducendo dall’origine 0 una retta
O .B1 che ha la stessa lunghezza e di quella
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che congiunge A con Z, per cui i si ha :

e, all’ infuori di multipli 
.

essendo in ogni caso da aver riguardo anche alla con-

venzione solita a farsi sul senso positivo secondo il quale,
si contano gli angoli , che è quello in cui deve ruotare

di un angolo retto la parte positiva dell’ asse delle ~,

per coincidere colla positiva dell’ asse 

Suppongasi che il punto Z si trovi sopra una cireon-

ferenza di raggio p col centro e il 1 punto A

nell’ interno di un’ altra circonferenza di raggio 
concentrica alla precedente. Ad una data posizione (r  , (0)
del punto Z corrispondendo due tangenti ’r Z , T’ Z al

cerchio interno, coi punti di contatto iri T e T’, e conse-

guentemente due parallele ad esse O P , 0 P’ condotte

dal centro nelle direzioni respettive da T a Z e da T’

a Z, è chiaro che per qualsivogha poszi,&#x3E;ne dei punto A,
la retta 0 M parallela ad A Z e sulla quale trovasi l’in-

dice della ditierenza z - a, sarà interna all’ angolo
P O P’  7r. Se a partire da questa posizione iniziale si

fa percorrere a Z una sola volta la circonferenza di rag-

gio p, nel senso positivo, facendo variare con continuità
da 6o a 90 + 2 1t l’argomento di z e ruotare corrisponden-
temente l’angolo P0 P’, la retta 01VI -- che deve rima-

nere entro quest’angolo se, per ipotesi, A, pur variando
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di non esce dal cerchio di raggio - quan-
do Z avrà compiuto il suo giro , dipendenteinente dalla
posizione finale di A, avrà deviato dalla posizione ini-

ziale di un angolo compreso tra 2 x 

 Laonde se A è l’indice dei valori

di una funzione monodroma, finita e continua per
tutti i valori di z interni e suila circonferenza del cerchio

di raggio p, la quale per questi valori al contorno sod-

d.sfa appunto al ia diseguaglianza

mod

con p,  p, e poniamo

la posizione finale del punto A, per la monodromia di

0(:;) coincidorà ora colla iniziale, e perciò la variazione

subita da!F arg-ompnto 8 della funzione y2(z), o la devia-

zione di ( M dalla posizione iniziale, sarà in questo caso,
, 

precisarnente uguale Ne segue che « esisterà almeno

« un di z, interno al cerchio considerato, per il

« quale sarà :

Infatti se ciò non fosse y il resultato precedente sarebbe
in contradizione col teorema:

« Quando una funzione di variabile complessa è mo.

n,odron-ia , finita e continua in una parte del piano che
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non comprende nessnna i,adice , ) 1 variazione del-

1’ argomento sopra il contorno dell’arca è ~~~) .

C) È sottinteso che non vi sono radici neppure sul contorno.

C..) V. BRIOT et BOUQUET, 1. c. paga ..;.0 - indipendentemente an-

che da questo teorema, se si pone

da cui, sulla circonferenza c del cerchio di raggio p

e

si trova :

e perchè, com’ è facile a vedere, per i valori di z sulla circonferenza c,

R è diverso da zero e la differenza 0 - O è sempre in valore assoluto

, 
1r 

,

 l ’ coefficiente

dell’ immaginario i, e con esso 1’integrale, è essenzialmente diffe-

1

rente da zero. Ciò prova che la funzione monodroma e continua 1 non
° 

f (z) .
può essere per tutti i valori interni alla circonferenza, perchè, per
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Non è qui fuor di luogo il notare che alla proprietà
ora diinostrata dell’ esistenza di punti di zero per una

funzione di z monodrom-i, finita e continiia in un cerchio

dato, quando si ver4fichi la variazione nell’ r1 rgo-
mento della funzione per i valori situati sul contorno,
va sostituita - nel caso che vengano in cor sid(-razione

soltanto funzioni di variabili reali - I’ altra correlativa,
contenuta nel teorema :

« Se una !nnzione di variabile reale è finita e

continua fra oc e per il valore a è posi t iva , mentre

per il valore (3 è almeno per un valore della ~;

fra « e fi prenderà il valore zero ».

§. 5.

Riprendiamo le equazioni (3), in cni i primi m(,,mbri

possono ora essere tanto funzioni di variabili reali, qmnto
funzioni di variabili compiesse. Una prima condizione della
possibilità ch’ esse definiscano le y coine funzioni aellP x,
capaci di renderle identicamente soddisfatte , si trova ,
com’è naturale, nell’,,qmmettere resistenza di un

di valori finiti 

un ben noto teorema, dovrebbe essere allora

Quindi, almeno per un valore z1 di z dentro il cerchio, si hd :

coine dovevasi dimostrare .
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per i quali esse siano contemporaneamente verificato,.

Partendo dunque da questa, ipotesi, stabiliarno che per
r = 1 , 8 y ... rrt , si abbia :

e, pPr incominciare dal caso più semplice , y supponiamo
altres  che sia :

Il siA’nificato d’ attribuirsi alle P e Q quando le f,.
sono funzioru di variabili reali, resulta ch’aratlnente da

è stato stabi li to alla fine del §. 1. la forrna

dei spcor rti i mèmbri delle (6) conviene an ’he alle fun-

zioni di variabili complesse, se s’intende che in questo
caso si abbia 

,
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dove le sono, secondo il solito, calcolate nel

punto e dove le

rappresentano funzioni ad un valore finite e contwne in

un intorno dello stesso punto, quantunque siavi dell’’ ar-

bit.rarietà nella loro frmaz*lone, bastando supporre che i

secondi membri delle (6) si iderttificare a sviluppi
in serie analoghi a quelli dati dalle (A) del §. ;3.

Trat,andosi di dimostrare l’esistenza di s sterni di

valori delle h, y k per i quali i prirni o i secondi membri
delle (6) si aniiullano , sarà lecito di sostituire in luogo
di una qualunque linea:

una funzione eqniva ente.
A tale effetto risolviamu le equazioni formate di se-

condi rnernbri delle (6) rispetto alle k poste i n evidenza,

riguardando le h , P , y Q come costando o , ciò ch’ è lo

stesso, introduciamo delle quantità ausiliarie a’" definite dalleD

equazioni
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Ess( n(lo d unq ne

ed

la (7) sarà identicamenre uguale a

ed al sistema (6) si potrà sostituÌ re l’ altro :
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Ritornando a considerare le P , Q, e conseguenteniente
il determinante D ; come dipendenti effettivan1ente da

tutte le variabili h , supponiamo, setiz’altro, che sieno

veriíicate le condizioni stabiliie nei §§. 2 e 3, per le

quali il determinante D è difrerente da zero dentro un

certo campo attorno al punto ... y1° , ... ym°) e
ad un dato sistema delle h non può corrispondere altro
che un solo sistema delle l~ che annullano i primi mern-
bri delle (8). CosÌ non rimane altro che da dimostrare

1’ esistenza di q~uesto sistema (*) .
Intanto la condizione supposta per D, non potendo

essere soddisfatta se una almeno delle Q in ciascuna li-

nea e colonna non è differente da zero, fa s  che i se-

condi membri delle (8) vengano effettivamente a dipendere

da tutti i binomi kr - 2013 Consideriamo il primo di essiD

ed osserviamo che, anche le IJ mantenendosi finite e con-

tinue in tutto il campo, il binoinio stesso sarà una fun-

zione ad un valore, finita e continua delle n+m variabili

h, 1;. Ora, sebbene la funzione «, dipenùa da tutte le

variabile è chiaro, dalla sua definizione e dalle con-

C) Questa dimostrazione e le seguenti sono fatte più particolar-
mente per le funzioni di variabili complesse, ma si vedono con facilità
le leggiere modificazioni che le rendono valide anche per le funzioni di
variabili reali.
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dizioni sinora imposte, che la grandezza dei suoi moduli y

e consefyuentemetite dei moduli del rapporto 2013 dipendee D

p -incipalinente dai moduli del sistema di valori attribuiti

alle h, tatitochè per

mod

si ha :

e colla scelta di conveniente di valori p~~r le li,

si possono mantenere i moduli di ai’ o di D entro un
limite determinato ed arbitrariamente piccolo. Indicando

quindi con r1 un numeio positivo piccolo a piacere e non

superiore al più grande dei moduli dei valori assegnabili
a k~, determiniaino il campo di variabilità delle h,
colla condizione che per qualunque sistema delle n-i-rn
variabili si abbia

mod

e nel piano della variabile k,, col centro nell’origine, de-
scriviamo un cerchio di raggio 9-, . Allora per ciascun

sistema dell : variabili,

la quantità l- divenendo funz:one della sola k, , può es-
D
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sere indicata (k,) e posto

resulta dalla condizione (0) che la gode delle pro-
prietà della fti iz,otie g(z) z del paragrafo pre-
cedente, e perciò si annulla almeno in un punto interno
al cerchio di raggio r, . Questi valori di kl, se - pure ve
ne può essere più di uno - hanno dunque i moduli infe-

riori ad r~ e ciò mostra intanto che coll’impiccolire di 7~~
dovranno bens  essere impiccoliti i moduli delle h, 
chè la diseguaglianza (9) rimanga sempre sotldisfatta ,
ma al tempo stesso diverranno sempre più piccoli i moduli

che annullano e può quindi affermarsi che
tali inoduli divengono inflititesimi coi ’Inoduli

delle h. Indicheremo con

uno qualunque di questi valori di ~,:~ , i quali dipendono
dalle rimanenti variabili, riguardate come indi-

pendenti ed annullano il binomio k, -- ora che di
D 

7

tali valori è stata dimostrata 1’ esistenza e

Passando poi a considerare il binomio

il quale è funzione anch’ esso di tutte le variabili
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primitive, è chiaro che quando vi si limiti la variabilità

d  ~1 ai soli valori contenuti nella (10), verrà a dipen-
dere soltanto dalle rimanenti n+iii-1 variabili . Ed in

tale ipotesi, come nel caso precedente, si giunge a din1u-
strare 1’ esistenza di un valore almeno di k~

dipendente da n+in -2 variabili arbitrarie e di modulo

inferiore ad un numero -2 p,,ccolo a per il

quale si ha :

Cos  seguitando, si trova infine che esiste alitieno un

valore di k m

dipendente dalle n variabili h, avente inoltre il modulo

inferiore ad un numero arbitrariamente piccolo rm e per

il quale è nullo il binoniio ridotto ad essere

unicamente funzione delle n-+-1 variabili

Pongasi :
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ne i-isulterà, a causa delle (10), (11), (12):

Ed ora se nelle (14) s’intende di prendere per le h uno

stesso sistema di v:ilor  scelto tra quelli (in numero infi-

nito ) per i q«iali tutte le condizioni analoghe alla (9)
sono contemporanea’nente soddisfatte, i valori che ne

risulteranno per le k annuHeranno le equazioni (8), giac-
chè per le considerazioni precedenti, ognuna di esse, 

annullerà il binomio corrispondente e con ciò,

ricordando di aver già notato che se esiste un sistema
di siSatti valori deile k, questo non può esser altro che
unico, rimane dimostrata I’ esistenza di un solo sistema

di valori delle k che insieme ai valori scelti per le h

annullano i prirni membri delle equazioni (6) od 8)
uguagliati a zero. I secontli membri delle (14) resultano

quindi funzioni ad un valore delle n variabili indipen-
denti h, fini antochè i moduli di queste si mantengono
dentro i limiti loro asse ’nati. Riaxsunlondo, si ha dun-

que, che quando iano soddisfatte tutte le condizioni im-

poste, e per un determinato sistema di valori x,1, x,o...xno
delle variabili x, esiste un sistema di valori ~~o, Y20 ... ~~zo
delle ~y, che insieme annullano le equazioni (3), variando
i valori iniziali delle z coll’ aggiunta di quantità conve-
nienteniente scelte ... anche i valori iniziali

s e N. 3
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delle y, in vi r ù lelle stesse equazione aiii-rienferaiino di

quantità determinate k 1 , k, ... e i moduli delle k

divenendo ínfinítesiiiii insieme a quelli delle h, le y po-
tranno riguardarsi come funzioni continue delle x nel

punto ( xlo , ... 

Valendosi ora dell’ arbitrarietà delle A e ponendole
successivamente tutte, al!’ infuori di una, uguali a zero,

si avranno in conformità delle (6), n sisteini d’equazioni
analoghi al seguente :

in cui, y nelle P e Q che qui compariscono, è supposto : s

e quando per la hr e le k che vi son contenuti i primi
membri si annulli no , avranno luogo le equazioni :
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e queste ~ supponendo d  far decrescere la hr e le k sem-

pre però in modo che i prirni membri delle (6’) si an-

nullino 2013 possono servire a determinare i limiti degli

rapporti per vale a

dire le derivate rapporto ad xr presep 
x, r 

pp

nel punto iniziale. Variando poi opportunamente questo
punto, finchè tutte le cotiliziorii stabilite rimangono sod-
disfatte, si avranno per le funzioni y e per le loro deri-

vate prime parLiali altri valori univoci che si 
. 

attacche-

ranno con contimi ha ai piecedenti. Si ha quindi il

teorema :

« Se un sisten1a di rn equazioni (3) fra n+in varia-
« bili è sod(tisfatto dai valori speciali

e se dentro un campo ad 

« dimensioni, a cui appartiene come interno il punto
« ... xn° , y,IO ... Ym,0)1 i primi membri delle (3) sono
« funzioni ad un valore , 6{iite e continue insieme colle

« loro derivate parziali del prim’ ordine e il determinante

« funzionale relativo alle rn variabili y è differente da

« zero, allora le equazioni (3) definiscono 
« come funzioni ad un valore, finite e continue delle ri-

« manenti n variabili ( dentro un campo ad n dimensio-
« ni ) unitamente alle loro derivate parziali del prim’ or-

Queste derivate sono date da n sistemi di equazioni
tutti della forma :
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e questi sistemi possono altres  essere stabiliti, notando
che come conseguenza dei precedenti resultati, alle f è ap-
plicabile rigorosamen te il teorema di derivazione delle

funzioni composte.
Dal teorema enunciato si deducono facilmente come

casi particolari quelli relativi alle equazioni ( 1 ) e (2).
Avendo cos  stabilite le condizioni sufficienti affinchè

un sistema di m equazioni fra n+m variabili definisca

m di esse come funzioni ad un valore, finite e contiuue

delle altre n, insieme colle loro derivate parziali del primo
ordine, non resta altro da aggiungere, a cornplemento di

quanto è stato detto, che se i primi membri delle (3), quando
sono funzioni di variabili reali, hanno determinate, finite
e continue anche le derivate degli ordini superiori fino a

quello dell’ordine n, allora, essendo applicabili ai sistemi del-
le equazioni (15) le regole ordinarie della derivazione delle
funzioni composte, si potrà concludete che anche le 
zioni implicite, di cui è stata dimostrata l’esistenza, avranno
determinate finite e continue tutte le derivate parziali
fino a quelle dell’ ordine 1 ínclusivamente .

Quest’ ultima proprietà, ecl anzi una più generale in
quanto non vi sarà limite al crescere di n, si avvere~’à
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senza dubbio, a causa del teorema I. del §. 3., se i

primi mernbri delle equazioni proposte sono funzioni di

variabili complesse. Per ~ importanza delle conseguenze
che se ne deducono ci limiteremo a considerare il caso

in cui un’ equazione :

il primo membro della quale sia funzione di due variabili

complesse, è atta a definire una funzione y(x) monodro-
ma finita e continua elie per x----xo ha il valore y.
Allora valendo per la f ( ~x , ~ ) il teorema I. e per la

il teorema II. ridotto al caso delle funzioni di una

sola variabile, sarà sempre la per i valori della

dentro un determinato cerchio, sviluppabile in serie del

Taylor della fomna :

ed i coefficienti saranno successivamente ed

uni vocarnente deterrninati dalle equazioni :
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in cui s’ intende che i valori delle varie derivate par-
z ali di f siano calcolati nel punto (xo, yo) ·

Per maggior sernplicità supponiamo che si abbia

3 allora posto anche

la (16) prenderà la forma

oppure

Partendo da questa formula si può dimostrare con

grande facilità la proprietà dell’inve -st«one delle serie

di cui si fa frequente uso nella teoria delle funzioni i po-
lidrome. Suppongasi, infatti, che nella (16") sia

mod

(*) Qui e nel seguito, la notazione mod Q j O, sta ad indi-
care, che di tutti i moduli, naturalmente positivi, della quantità Q si
deve eccettuare il valore zero, il quale, all’ occorrenza, sarà sempre
considerato separatamente.
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per tutto quelle che precede, l’equazione stessa definirà

una funzione x della y, ad un valore, finita e continua

insieme colle sue derivate, che si annulla per y-0 e chè
per tutti i punti d~ un cerchio determinato, descritto nel

piano della y col centro nell’ origine, è espressa at al t’I.

camente dalla sene

Cos  la proprietà sudeletta è dimosti,alla .
E se si ossei va che per essere :

1,,  (18) porta che debba axTirsi :

e questa, unita alle altre , è condizione sufficiente affin-

chè la /*(~ , y) ==2013 0, definisca x come funzione della y
godente di proprietà analoghe a quelle trovate per la

y(x), è lecito concluderne che questa funzione x(y) non
può difierire da quella espressa dalla (19). Infatti, come

già apparisce dai coefficienti dei termini di primo grado
nelle (16’) e (19), e come si può verificare per gli i altri,
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i valori di sono gl i stessi

sia che si calcolino dalla f(x , y)=="0~ o dalla (16"), con
equazioni analoghe alle (17).

Le filnzioni y(x) e si chiaiinaiio funzioni inverse

o 1’ una dell’ al~ ra .

§. 6.

Giova ora notare che i resultati a cui siamo giunti
nel precedente paragrafo sono fon,lati principalmente
sull’ ipotesi che nell’ intorno di un dato punto iniziale

(X10 )... o ,... ym°) tutte le fiinzior i f.r siano svi-

luppabili sotto la forma data dalle (6), la quale, astrazion
fatta dalla variabilità dei coefficienti P , Q, è quella di

un sistema di equazioni lineari rispetto alle k che vi

compariscono esplicitamente ; e che dalla possibilità di

risolvere questo sístema , vale a dire dalla condizione

mod D &#x3E; 0, dipende, in particolare, e 

cità del sistema delle funzioni y definite da quelle equa-
zioni. D’ altronde la condizione mod D &#x3E; 0, per essere

soddisfatta non esige altro, a causa della continuità am-
xnessa per le funzioni Q, che 1’ essere digerente da zero il
determinante funzionale nel punto iniziale, per cui quando
nel punto (X~O , ... xn° , y~° , ... YmO) questo determi-

nante sia nullo, i risiiltati precedenti cesseranno d’ aver

luogo. Ed invero, non essendo, per tal ragione, da
stabilire il sistema delle equazioni (6), sarà invece da

vedere, supposto valido per alcune o per tutte le fr
il loro sviluppo liinitato alle derivate seconde, sotto quali
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condizioni il nuovo sistema di equazioni - ora di grado
superiore al rispetto alle k poste in evidenza -

è risolvibile come se i coeScienti di queste tossero tutti

costante e da tener conto del numero (Ielle d ffer-enti so-

che si t,rovano. Questo nurnero sarà ancora que o
delie varie funzioni ~; delle h, o y delle ~, defiuite dalle

equazioni (3) in quel campo in cui le stesse condizioni

riescano soddisfatte quando sia ristabilita la variabilità dei

cornicienti; e le veri6c!zioni) nei casi orditi- rli , basterà

farle reldtivamente al solo punto iniziale. Si ve’!e adun-

que che « in queste ricerche non si presentano discolia
« maggiori di quelle incontrate t el ’Algebra, per la riso-

« luzione dei sistemi d’ equazioni di grado superiore
« al primo ». .’

Un esempio dell’ applicazione di questo metodo si ha

studian io la ftinz oiie y definita dall’ equazione

e supponendo che nel punto iniziale 
2 Yo) oltre ad

annullarsi la funzione, y si annulli altres  la sua derivata

prima parziale Se s’indicano con Po il valore di

nel punto ( ~;o , yo ) e con R , S , T , respetti va-
mente le derivate seconde

quando f( aJ , y ) è funzione di variabili reali, o 1P deri-
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stessa calcolate nel punto iniziale ed aiiiiientatp, di

convenienti funzioni di h e ~~, allorchè la f è funzione di.
variabili complesse, il caso più seniplice, dopo quello già
discuisso, è che per tutti i valori di h , k di muduli non

superiori a certi limiti, sia

ovvero,

ponendo per brevità

ed anche

se

Ora le x , (3, sono evidentemente funzioni a~~ un

1)alore e distinte delle variabili h , k quando si supponga
che per tutti i sistemi di valori che si possono a queste
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attribuire -- eccettuato, qualunque sia il valore 

si abbia

o, più semplicemente:

Ammesso che, dentro i limiti stabiliti, le R , S , T , sia-

no finite e continue , e la T sia inoltre differente da

zero, distingueremo i due casi :

mod mod

nel primo dei quali alla (21) si potrà senipre soddisfare
col restringere convenientemente il campo della h., men-
tre nel secondo la condizione stessa si riduce a

che sarà verificatzx in tutto un campo determinato se si

trova soddisfatta nel punto iniziale (xo , yo ). Però non
escluderemo che in questo punto, vale a dire per il solo

k 0 , 2 possa essere

Oltre a ciò, quando già non accada che per tutti i valori

i quali, dopo tali restrizioni, si possono assegnare ad I~

e k, i moduli delle funzioni a , j3 si mantengano inferiori

ad 1", è il raTYío del cerchio col centro nell’origi-
ne, che limita i valori di k, ben s’intende che il campo
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della h potrà ancora essere ristretto in modo che le

diseguaglianze

mod mod

siano ambedue soddisfatte, ed allora per ogni valore de-

terminato h~ di 1z, posto

le funzioni

a causa delle (22) sono ancora del genere della funzio-

z -- del §. 4. e quindi si annullano per
valori di iz interni al cerchio di raggio r. Supponiamo
infine - ciò che per le ipotesi fatte è ammissibile , -

che il campo di variabilità di h, k sia determinato in
modo da render valido quanto è rimasto stabilito nella

fine dei §§. 2. e 3, e sarà impossibile che , se 1;, e k2
sono respettivamente i due valori distinti, corrispondenti
ad h, e per i quali

1’ una o l’ altra delle ~(l~) , y si annulli anche per un

terzo valore.

Cos  dentro i limiti assegnata a ciascun valore di h,
corrisponderanno due e due soli valori di ~; capaci di an-
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l1ullare 

e questi valori di k costituiranno due funzioni finite e con-

tinue della h, che potremo indicare con tali

che per h =0 si ha contemporaneamente:

Ora nell’’ ipotesi che si prendano per h e k i valori che

annullano il primo membro della (20), dovrà aversi Fra-
zione:

e dividendo per h°2 e ordinando per le potenze di

donde

e questa ci mostra che al limite per ~~0 , h=0 il mo-
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dprrapportoú va crescendo e uindl

nel punto iniziale in cui si riuniscono le due funzioni

~;~(h) , k9,(h), la derivata ha il valore infinito, quando
oltre all’ essere soddisfatte tutte le condizioni imposte si

abbia anche PQ differente da zero, mentre se il

limite di k avrà in generale due valori finiti e diiferentift

fra loro, a n1eno che non sia per h =: o 

nel qual caso i due valori divengono uguali.
Rimane dunque dimostrato il teuroiiia:

« Se un’ equazione

« è soddisfatta dai valori speciali i 5 y=Yo e nel

« medesimo si annulla la 2013Lma è differente
y

« da zero la I’ equazione stessa, s dentro un campo1

« a due dimensioni in cui siano soddi3fatte tutte le altre

« condizioni precedentemente stabilite, è atta a definire

« due funzioni distinte y,(~) , YfJ(x) finite e continue

« per -tutti i valori della m che cadono entro un certo

« campo , e queste funzioni pel valore xo della variabi-
« le x, divengono ambedue uguali ad yo ed hanno al-

« tres  detern1iuate nel punto x~, le derivate prime) le
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« quali a seconda dei varii casi possono essere uguali o
« differenti, infinite o finite ».

Merita di essere notato cbe , scegliendo tra i valori

assegnabili alla x un valore x, differeote da x. e dando

alla y 1’ uno o l’ altro dei i valori nri i pnnti i

lx, , ~ sarà ancora nulla la 

ma se le soluzioni comuni alle equazioni :

non si suocedono con continuità sarà negli stessiy 

~y 
r

punti differenti da zero, e lo studio delle funzioni

y(x) in campi convenientemente determinati che
non contengono il punto xo si ridurrà al caso svolto nel

paragrafo precedente.
Per la determinazione della funzione reciproca x

della y, osserviamo che se si pone :

la (20) assumerà la forma :
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e si vede facilmente che con tutte le ipotesi fatte,, altre

quali basterà aggiungere 1’ altra che la R sia finita e

differente da zero per tutti i valori di h e l~ che vengono
in considerazione, nel caso che sia

mod

non sarà possibile , anche restringendo il campo della A

di rendere ad un tempo

mod mod

se r1 è il raggio del cerchio, col centro nell’origine che,
limita i valori della h ; giacchè nieritre colI’impiccolire
del modulo di k il modulo tende a zero, il modulo

di ~~ tende invece alla quantità finita e differente da

zero

mod

e posto quindi per un valore di k :

delle due funzioni

soltanto la prima godrà delle proprietà più volte rammen-
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tate : da cui s’ ii ferisce che nelle vicinanze del ptinto
y, la x è una funzione ad un valore della y , ciò che,
in sostanza, era facile a dedurre dall’ osservare che per
1’ ipotesi di mod Po &#x3E; 0 , alla (ex, y) ==- 0, in cui si

riguardi la y come variabile indipendente, è applicabile
il teorema generale del precedente paragrafo.

Se invece si ha

allora la (20) che resulta simmetrica rispetto alle h, k

poste in evidenza , colle condizioni già stabilite sarà

atta a definire due funzioni x1(y) , x~(y) della y che

godranno proprietà analoghe a quelle trovate per le fun-

zioni 

A questo punto è appena necessario 1’ osservare che

tutte le conclusioni a cui siamo giunti, applicate al caso

particolare che y) sia una funzione delle variabili

reali x , y y e j‘’(~ , 3 y) = 0 sia rappresentabile mediante
una curva, possono servire alla dimostrazione dell’ esi-

stenza e alla determinazione delle proprietà caratterist;che
dei »noi punti singolari, corne, punti doppi, cuspidi ecc.
in n a determinato intorno dei quali la curva stessa si

presenta con rami.

1,’ equazione (20) non potrà più essere stab lita , y
quando, pure rimanendo soddisfatte le altre condizione
non si avveri quella speciale che nel punto (xo, sia

la i f diiferente da zero ; ’ ma ognun vede come -- sela - se

nei punto stesso in cui si annullano la funzione e le de-
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riV0 te parziali è invece diversa da zero la

e perciò si stabilisce un’ equazione analoga alla (20), ma
del tei-zo grado rispetto a k ---- sarebbe facile il dimo-

strare che in un campo convenientemente determinato il

quale racchiuda il punto xo esisteranno, in generale, tre
funzioni y della x, che per hanno il valore co-

mune capaci di rendere identica 1’ equazione
f(x , y) - 0; come pure che in un certo campo conte-

nente yo esisteranno corrispondentemente una, due o tre
funzioni x della q - secondcj(,-,I- è nel punto iniziale sarà

digerente da zero la le quali

avendo per y=Yo il valore verifi(--herani o ancora

la stessa equazione a due variabili .

E cos  general- zzando , se M ed N sono due numeri

interi e positívi, essendo M  e se, per esempio, M de-
nota l’ordine della prirna delle derivate parziali rapporto
alla sola x, ed N l’ordine della prima di quelle rapporto
alla sola y, le quali non si annullano insieme alla f(x , y)
nel punto (xo, basterà che la f(x , y), come fun-
zione di due variabili sia sviluppabile secondo la formu-

la (5), postovi per esser sicuri dell’esistenza di N

funzioni y della x, che per i valori della x contenuti

dentro un determinato campo verificano 1’ equazione
(CX , y) =- 0 e si riducono tutte eguali ad Yo per il va-

lore xo della variabile x, come pure dell’esistenza di 1[

funzioni x della y le quali per i valori della y interni ad un

campo parimente determinato, rendono identica la stessa

equazione ed hanno il valore comune Xo per y-=yo ;

quando ~ey~ó si possa che l~, y), le sue deri-
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vate parziali fino a quelle dell’ ordine N ed alcune fiin-

zioni di queste derivate, la cui formazione è da ricercare
nella teoria delle equazioni algebriche dei gradi N ed àI,
soddisfano alle solite condizioni di esser finite e continue, di
annullarsi o no, nel punto (x~ , y yo) ed in un campo a due
dimensioni al quale appartiene il punto stesso.

Per queste ultime deduzioni, di cui la generalità e
seniplicità veri«ebbero notevolmente menomate allorchè si

volesse restringersi alla considerazione delle sole varia-

bili reali , la teoria della funzione y, deRnita da una

equazàone qualunque

tra variabili complesse, si trova ravvicinata a quella della
funzione y, che chiamasi algebí-ica perchè è definita da
un’ equazione della forma

nella per essere le costanti numeri

interi, positivi e finiti, il primo membro è un polinomio
razionale. Colla scorta di quesi’ ultima. teoria, non è dif-

f cile, da questo punto in poi, il riconoscere e stabilire

le più importanti proprietà comuni ai due casi . Ma qui
ne tralasceremo la esposizione, limitandoci su tal proposito
a ricordare soltanto, che l’analogia del caso da noi eon-
siderato, con quello delle funzioni algebriche, cessa gene-
ralmente, d’ esistere quando i valori iniziali yo, che
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sinora erano stati supposti sernpre fl jit , divengono in-
vece infinitamente grandi (*) .

(’) Cfr. BRIOT et BOUQUET, I. c. pag. 207 e seg.


