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ESPACEMENTS MULTIVARIES GENERALISES

ET RECOUVREMENTS ALEATOIRES

LOTFI FARHANE

Résumé :

Soit X, X,,... une suite de variables aléatoires i.i.d sur R9, admettant une densité f continue.

Nous étudierons le comportement asymptotique presque siir de I'espacement maximal A_engendré

par x,,..., X, ; nous ramenerons cette étude a un probléme de recouvrements al€atoires.
Mots clés :
Espacements. Processus de Poisson. Recouvrement.
English title :
General multivariate spacings and random coverings
Abstract :
Let x,, X,,... be an i.i.d sequence of random variables defined on R¢ with a continuous density

f. We consider the maximal spacing A_ generated by x,,..., X, ; and our main goal is to study the

asymptotic almost sure behavior of A , and this question is related to the study of a convering

problem.

Key words :
Spacings. Poisson process. Coverings.
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Introduction :
Les problemes d'espacements ont inspiré plusieurs travaux et les résultats obtenus se limitent en
majorité au cas uniforme. En 1984 P.Deheuvels a exploré le cas d'espacements issus de variables

aléatoires admettant une fonction de répartition de classe C!, et a démontré, sous certaines

hypothéses, des théorémes limites pour l'espacement maximal. Nous essayons d'étendre ses
résultats au cas multivarié.
Résultats :

Soit K un ensemble borné de IR9 vérifiant 10KI=0 et IKI=1 ol |.| désigne la mesure de

Lebesgue dans RY .

X,»X,.... Une suite de variables aléatoires i.i.d. admettant une densité de probabilité f continue telle
qu'il existe x, € K avec 0<f(xg) <f(x)<1 VxeK

A un ensemble convexe de IR9 ; on appelle espacement maximal d'ordre n qu'on note A

A =Sup {r/ 3xe K avec x+1Ac K \ {x,x..x,} }

n
A 2r & 3xeK; x+rAcKetxe U {X,-1A}
i=1
Soit K. ={ x/x+rAc K}, onal'équivalence :
: 0 n
A 2r ssi K n'est pasrecouvertpar { X;-rA };_,
On voit que I'étude de l'espacement maximal se rameéne 2 un probléme de recouvrements
aléatoires.
Les résultats sont les suivants :
Théoréme 1:

Soit A un ensemble convexe défini sur un espace de probabilité (2, ,A ,,u) tel que

I'événement x € A soit mesurable pour tout x fixé dans RY et vérifiant :

ElAl <o etil existe £>0 tel que E(r(A))** <oo ol r(A)= Suplx!
x€A

Pour a > 0, on considére les ensembles aA + Xi , 121

N,=Inf (n/Kc U @A+X))

i=1
1 IKI Kl
ue R ’ A.(a) = E——la-A—"——f(xO) (I.Og Ta—A‘| +d].0g1.0gETaK|+IJOg a(A)+U)
On a que lorsque a — 0

1
exp - 5 e’ < PNa<A@) < exp-e"
f(xg)
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Théoréme 2 :
d
n f(xy) A - Logn
im inf Tog Logn 2 d-1 p.s.
n—eo
d
n f(xg) A -Logn
km sup < d+1 p.s.
e Log Logn

Cet article est constitué de deux parties, la premitre est consacrée a un rappel de concepts
géneraux sur les mesures aléatoires et les processus ponctuels, et la seconde aux démonstrations des
résultats énoncés précédemment.

1) Mesure aléatoire, processus ponctuel :
Soit S un espace topologique localement compact, séparé et séparable.

0 désigne la o algebre engendrée par sa topologie de B la classe des ensembles relativement
compacts de 0, F est la famille des fonctions f: S — [0,+eof 0 mesurables.

On désigne par p une mesure sur (S,0) localement finie: W(B) << ;V Be 3.

On note par m l'ensemble des mesures localement finies et par m I'ensemble des mesures p
localement finies telles que p(B)e N,Be 3.

M (resp. N ) désigne la G algebre engendrée par les applications :

U UA) Ae 6, pe m (resp.n).
Définition :
On appelle mesure aléatoire (resp. processus ponctuel) sur S toute application mesurable d'un

espace de probabilité (£2,A,P) vers (m,M) (resp. ( 1,N).
@ mesure aléatoire , on a que :

d:0 e Q—-)d)m une mesure sur S telle que :
VAed w- @, (A) est A mesurable.

On notera par ®(A) cette variable aléatoire.

On définit également la distribution d'une mesure aléatoire ® par la mesure de probabilité Pd!

sur (mM); (PO (m)=P@!m)=P@em), me M.
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L'intensité E® de @ est la fonction :

(ED)B = E(®B) = J d>(o(B)dP((o) , Be®
o}
On définit aussi la transformée de Laplace L ® de ® par:

P f
L<D(f)=E(c'°f)=J ¢ ®dP(w), feF

Q

pe m,fe F, uf estl'intégrale Jf(s) p(ds)

S
Remarques :
1- L'intensité d'une mesure aléatoire est une mesure :

Eneffet: (E®)DP=0; (EP)A20 VAeb

A,,....A,.... une suite d'ensembles disjoints de 0 telle que : UAeb
i=1

Ona (E®)U A= 2, EDA ;

i=1 i=1

n
En efet si on pose f (0) = <I>m ( U Ai) alors 0<f <f pp. ol

i=1

i=1

flwk) = ( G A, ) et le résultat découle de I'application du théoréme de convergence monotone.

2) En posant pour t>0 K (A) = -Log E(e"®AY Ae b6
On obtient encore une mesure sur (S,0)
3) Sionprend f=t.1g on obtient pour t20, Be 3 Lgp(f) = E(e®®),

4) Pour B,,...B, € B et t,.,;,e Rt

k k
L, (E t 1p, )=Eexp( . ?_‘_,1 @B, t, )= Lo s

la transformée de Laplace du vecteur aléatoire (B 1o ®@By).
Définition :

Une mesure aléatoire F est dite complétement aléatoire si pour toute suite finie d'ensembles

.......

disjoints A,....,A, les variables aléatoires ®A,,.....0A, sont indépendantes.
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Remarque :
Si B,,...,B_ ... estune suite d'ensembles disjoints de B.
On aque: ¢(UBi) = Y ®®B)
i=1 i=1

En effet : Comme les variables aléatoires ®(B ) sont indépendantes et positives, et en utilisant la
convergence dominée appliquée 2 la suite de fonctions f (w) =1 - exp (- W(U B, } ), t>0
, i=1

ona:

L, (11 U B )
i=1

E (cxp (-d) U By D - E(cxp (-EQBit)) = T1E (exp (-OB, 1))
i=1 i=1 i=1

o0

= lL‘b(t 1g.)

1=

Processus de Poisson :

Soits € S et considérons la mesure de Dirac SS : ss(A) =1,(8)

(5,6) —» (m,N)
L'application est mesurable
s = O

O, est un processus ponctuel sur S pour tout élément aléatoire s dans (S,0) ; son intensité est :

Eo = Ps1=@ et sa transformée de Laplace est : E exp (-o,)=E ef®=pef

Considérons une suite d'éléments aléatoires de S : X,....,Xy indépendants de méme
distribution et N une variable de Poisson de moyenne a2 0 et soit @ un processus ponctuel de
méme distribution que 8y +....+ 8, .

A€ S, onalavariable aléatoire: ~ ®(A) = 8x1+....+ Sxy -

® a pour intensité [ E(N)] o =aw et pour transformée de Laplace E e®f=E(w e )N = y(wef) od

y est la fonction génératrice d'une variable de Poisson de moyenne a :

vEs) = e* Y,

n n

as _ _-a(l-s)
— = e

n=0 n!

se [0,1]

en posant A =aw , E e®f = ¢al-0 eh) = er1e),

Comme &XS)=1 ona:E e®f =etl-oeh = g1
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Un processus ponctuel ayant une transformée de Laplace de cette forme est un processus de Poisson

d'intensité A.
Construction d'un processus de Poisson :

(S,6,0) pem
Casl:

H(s)=a<eo

X,,.....Xy sont des variables aléatoires indépendantes de méme distribution donnée par la mesure
a’! p et N une variable aléatoire de Poisson de parametre a et indépendante des X;

Ae 9 ; OA) = Z 8x_ A, on aalors:
=1 i

O@D)=0 et
: BAY
P@®(A)=p) = P(Z SX_A=p) = et
i=1 i :
. N
te R', Ly(t1,)=Eexp(td(A)) = Eexp(-tz %AJ Zexp tk Z )
i=1 k=0

-t -llA
= exp H(A)(e -1) = exppu(e “-1).
On aégalement :

Si A,,..,A, sontdisjoints et t,,...t,e Rt alors

k k
Loap..omptt =lo ( 2 uly ]= P { 3 (exp ('-2 ; ‘Ai)'l )} or comme,

ol (o e -

.
1

k k k
" N t1a.
J ) 15X i -1) du(s) = 2; 1, (s)(e i -1du(s) = z u(e Ai -1) alors:
i= i i=1
s

i=1

“s
li k 15 1. k

La(g 4 A,]—expz H(c -1)= izllexpu(e l'l)=i£lll‘d>(ti1Ai) =

k

d)( A. )(t) dot ®(A)),..., P(A,) sont indépendants.
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Cas2

H(S) = oo

S = U, S, et les ensembles S, sont disjoints, bornés et considérons les mesures : W, = TRR
restrictions de la mesure p aux ensembles S,: uS.(A)=p(ANS)).

1 existe alors sur S, un processus de poisson d'intensité | et on consideree le processus

o= 2 ®, odles @, sont indépendants.
i
Remarque :

1) Si f est une fonction mesurable positive définie sur 6" X n pour tout processus de Poisson
@ d'intensité P on peut écrire la somme 2 { 1@y @, » P) 5 @5, des €léments distincts

de @} qu'on note Z f(@,5--@,; P) et son espérance est donnée par la formule :
®

EY, @@, ;P) = JJ E (@, 3 ® U (0.)7) dpt (@))....dp (@)
o

2) Une fonction f d'un processus de Poisson a valeurs réelles est croissante si f(®) 2 f( @)

pour chaque deux réalisations @ et @' telle que @ - @' est une mesure positive.

3) Si f et g sont deux fonctions positives, mesurables et croissantes d'un processus de Poisson

® alors E(f(®) g(®)) 2 Ef(P) Eg(®) en particulier si E, et E, sont deux éveénements croissants
alorsona: P(E, etE)) 2P(E, ) P(E,).

Condusion :
Un processus de Poisson @ est un processus ponctuel qui est égal a 2 8x pour une suite
1

X s--sXj--.. d'éléments aléatoires de S ; par suite on peut identifier @ avec I'ensemble {X,} et un

processus de Poisson peut étre considéré comme un sous ensemble dénombrable aléatoire de S et on
écrira ®U{a} pour désigner @ +§ . Plus généralement si i est une mesure o finie sur un espace
mesurable (S,0) alors il existe un unique processus de Poisson ® d'intensité | A savoir :
* SiA€ 6, O(A) aune distribution de Poisson de moyenne p(A) si p(A) < oo et ®(A) = oo
p.-s. si p(A) =00,

**Si A,,....,A, sontdisjoints alors les variables D(A)),...D(A)) sont indépendantes.
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II. Preuve du théoréme 1 :
Le théoréme est équivalent a :

1 g
exp - —— ¢ " S P(Ma) ensembles recouvrent K) < exp €™

f(xo)’

On remplace le nombre fixe d'ensembles de recouvrement par un nombre aléatoire M avec

M ~ Poisson (A(a)).

Soit OL , un processus de Poisson d'intensité ).u. f(x)dx dans Q A X R4,
GM consiste en M €léments indépendants (A; , X;) ayant chacun la distribution H,f(x) dx,

on note par abus :

Oka ={A*+x/ (A%) € 91.: } une famille de M ensembles de recouvrement.

Le nombre d'ensembles qui rencontrent K a une distribution de Poisson de moyenne

m = I(A*+x) NK#@) A fxdx

Af(x)EIK-aAl<m<AEIK-aAl
On rappelle les définitions introduites dans [4]:

 désigne la mesure de Hausdorff en dimension (d-1)

A est un ensemble convexe borné de RY; A,,...,A; de méme distribution que A.

Df(x)={y/|y-x|<8 et (vly-x) < 0}

* u vecteur unitaire estnormald Aenxsi xe dA et Ac {y/(yxlu)<0}.
n

*v #0 estun vecteur spécial pour A,,..,A enxsi xe€ N dA, etsflexiste §>0 tel que
i=1
5 n
D, (x)c U A,

i=1

* v#0 estun vecteur admissible si pour 0 <A <o ; a=l,9=6M ona:

1) k=1;.;d-1
P(3B,,...B, € 6 et x/v est spécial pour {Bi}ik=l enx)=0

2- P(3B,,..,.B ;€ 0 et x,x'distincts /v est spécial pour {Bi]?zl enxetx')=0
3- P(3 {Bi]?=l et {B'i}f=1 ; {B;) # {B';} et xx' avec (vIx-x")=0 /v est spécial pour

{Bi]?=1 en x et pour {B'i}‘i!=l en x')=0
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On désigne par @ la mesure ID\*.‘.t(ui(yi))‘i’=1 I dw(y,)......dw(y,) sur 8Al X...X aAd avec uy(y,

normal a A, en y,

C (u‘; ) désigne le cone fermé engendré par u,,...,u, et Co(u';) son intérieur.

0={B/Be 6 et 0¢ B}, le processus de Poisson de tous les ensembles ne contenant pas 0.
D’ = DZ(0) on définit alors :

.
-4 - ~
B,(Ap.wAg;ViA;8)= [ %(9 recouvre Df, )1 T(v€C( “f (‘Ai\\) da
dA daAd
r ] ~
B.(ApAy;vid;®=| .. Ice @] NPE u(A-y,)L, recouvre D] )dw
0A; “aA4

Si Al#@;..; Aj#D et B, =P =0 silexiste i/1<i<d et A)=Q
1 d
a+(A;v;k;8)=a—!(ElA|)l EB,

1
a_(A;v;k;8)=aT(EIAI)MEB_

YA A)= xd( E 1A1)*+! C-M(xo)E IAl

Lemme1:
Pour 8 <1/2 etP(2r(A)28 )=0
0 un processus de Poisson d'intensité Au.f(x)dx sur Q ) X (R x T 1)
Pour t20; C, estle cylindre [0;t x T4
C,={(sx)e RxT¥ / 0<s<t}

Onnote T=1(0)=Inf{s20 / (sx)¢ UB}; onaalors:
exp-yo, (t+8)Scxp-7a+P(t20)$P(t2t)Sexp-ya_f(xo)dexp(—cf(xo)ElAI)t.
Preuve du Lemme 1 :

On al'équivalence T2t ¢ C, estrecouvert par 6.

On remplace A par un ouvert aléatoire A et soit 6° le processus de Poisson correspondant,

ona: UBY =(U0)°
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0
0 recouvre C? & 0 recouvre C? .

Poure>0; P(C? recouvert ) < P(CM recouvert ) = P(T 2 t-€)
P(CY recouvert) =P(t2t) = P(C, recouvert ).

Td1 étant compacton aque T=t < C, recouvert par 6.

Le point (t,x") n'est pas recouvert, on suppose que ¢ = (1; 0;...;; 0) est admissible et considérons les
k

ensembles B,,...,B, de @ telsquex e N 0B,
i=1

Si t>0; e est spécial pour B,,..,B, en x, comme il est supposé admissible, alors k =d

d'ou I'équivalence :
d

T=t &3x=(x) et B,,..,.B;je 0 / xe nl B, ; e est spécial pour B,,....B, en x et
1=

xg UO et 6 revouvre C,.

Soit g une fonction mesurable sur [0,0o[ avec g(0) =0, on définit alors :
d

g(t).I (8 recouvre C, et x ¢ UB ) ; s'il existe un point x = (t,x') e N dB,
\V(Bpo-,Bd 0)= i=1
tel que e est spécial pour B,,...,.B; en x et t>0

0 autrement.

d
d
d! Eg(t) =J...‘{E\|I(Al+xl o AghXy3 0 U {A+X)L A TT £(x)dx,...dx, du(A,)...dR(A )
i=1

i=

d
On définit W(A,,...Ap) = J...‘{E\V(Al F XAy +Xg3 00U (A + x5 T f(x))dx,....dx,,

i=1
1.4 .
Eg(t) = I A Ey(A;.,Ay; A, :1<i<d , indépendants de distribution j.
V(A,...A) =0,sauf silexistexe R x T¢let y,€ 0A; ; 1<i<d telque x=x,+y,.

On effectue pour la suite un changement de variable :
T:(R xT*")x9A, x..x 9A;, —— (R%’

(X’YI9 °°°°° :yd) _— (X’yl,....,X'yd)

Cette transformation est lipschitzienne (Lip I' < (2d)1/2) donc (théoréme de Rademacher)

presque partout différentiable et dont le jacobien est égal A :
| Dét (ui(yi))?=1| avec u; (y;) estnormal 3 A; en y;,
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onaque :

o0

V(A,,.AY) =J J J I E(g(POU(A+ x-y; J5., recouvre C, et x e UB)) I (e spécial

0 'Id'l BAI aAd
d
pour {A, +x-y; )%, en x) TI f(x-y)dt dx' d&

i=1

D(A,,...Ay = J J P(OU (A, + x-y; ]?zl recouvre C, et x € UB) I( e spécial pour

9A; “9A4
~
{A-y; }?=1 en 0)dw

oo

d
V(A Ay = J gOPXA .. Ay ) TT f(x-y)dt dx'

i=1

0 d-1

T

®D(x,A,,...,Ay) indépendante de x' et on la note ¥(t, A,,...,A;)

d
Egt)= % x"J g ED(LA,,..., Ay Z(t)dt ou: Z(t) = I f(x-y,)dx'

i=1
0 Td-l

g étant quelconque avec g(0) =0

1 d
T est absolument continue de densité ¢(t) = ar A ED(LA,,...A;) Z(t)

Pour la suite on va estimer @
x=(x); Apes Ay 5 YpseYq  tels que e est spécial pour (A, + x, )?=l en 0

0. =06\ {b/xe B} onenleve de 6 les ensembles recouvrant x.
Distribution de 0', = Distribution de 8 sachant que x ¢ U®.

Le nombre d'ensembles B € 6 avec x € B a une distribution de Poisson de moyenne :

m' = J I(x e A+y) AM(y) du(A) dy.

Pxe UOG)=e™ avec )\.f(xo)FJAl <m<AEIA|I
f(xg)

e
onaégalementElAl[-f(xo)- JS-EIAI d'ou :

-AM(xg) E IAI f(xg) E Al -AM(xg) E 1Al
(3 X0 exp (-e %o 0

)SP(xeUB) <e
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P(0 U{A+x- y;Jrecouvre C et x ¢ U6)=P(6 U{A;+x-y;} recouvre C, /x ¢ UB)P(x ¢ U 0) =

P(0', U{A;+x- y;} recouvre C,) P(x ¢ U6)
) ) . '
D= Do(x) et De = De 0) E = C\D et 9*=9x U{A+xy; )

P(8 recouvre C; )2 P(8 recouvre E U D) 2 P(8 recouvre E ) P(8” recouvre D ).

Comme aucun ensemble A +x- y; et aucun ensemble B € 6 avec B € 0 ne rencontre E ; on a que :
(G*rccouvre E) & (0 recouvre E) & (G*recouvre E) dou

P(O*rccouvre C,) 2 P(8 recouvre E) P(G*rccouvrc D) 2 P(8 recouvre C,) P(G*rccouvrc D)
de méme :

P(8 recouvre C,) 2 P(6 recouvre E) P(6 recouvre D) = P(G*rccouvrc E ) P(@ recouvre D) 2

P(8 recouvre C,)2 P(6 recouvre D)

P(t2t) P(6'L {A, - Yi}?=1 recouvre D:) < P(0* recouvre C, ) < P(t 2 t) P(0 recouvre D: ).

P(x,A,,....A ) = J J PO L {A; +x-y; ]?=1 recouvre C, et x ¢ UB ) I(e spécial
3A; “aAy

pour (A, -y; )‘il=l en O)da.

Comme on a I'équivalence :

e est spécial pour (A;-y;) en 0 <> ee€ C(u‘li(y‘:)) ; alors :

D(x,A,...,A,) =J J PO, U (A, + x-y; }‘;l recouvre C, ) P(x ¢ UO)
aAl aAd

I(e € Cone ( u‘: (y‘l’)))d(’z;

= PO U (A, +x-y, ]‘Ll recouvre C, et x¢ U 6.
0A  “9Ay

I(e spécial pour (A, -y;)L, en0)do.
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Commeonal éqmvalcncc
e est spécial pour (A, -y, )1—1 en 0 &eeC (ul (yl )) ; alors

D(x,A,,....AQ) = J { P(O'L {A, + x-y, } -1 Tecouvre C).
aAl aAd

Ie e Culy?)) dd

= J I P(6* recouvre C,) P(x ¢ U 6).
dA;  “aAg
Ie e Cdy? ) did

<D(x,A1,...,Ad)2J f P21 [PO U (Ary, )S, recouvre DO) 17
dA; “dAq

-A f(xq) EIAI
e o) Iee C(u‘ll (y‘ll ) d®

-Af EIAl
<e B,(AjAg € ) PE2 L)

<I>(x,Al,...,Ad)24{ J P(t21) PO U (A-y; )Y, recouvre D).

A f E|A| fi
o COBA e "ORIAI.

I(ee C(ul (yl )) do
-M(x) EIAl f
2e o exp(-e (XO)EIAI ) B.(A). Ag,€).P(T21).

1 d
o(t) = a A ED(tA,,....Ay) Z(1)

o(0) < % A e MOPA B2 HEB (A)nAy ) S & (AeAD) YAN) PE21)
1 d
P2 g A flx e Mo BA exp(-e 0 EAl) P2 E B(A-Ay )

f
> f(xp)? exp(e O EIAl) o (AeA8) Y(AA) P2 t).
Le lemme se trouve démontré en notant que pour t> 0 les fonctions
fi o, t
h,(t) =P(T 2 1) exp [f(xo)d exp(-e =0 ElAl)y a_t] ethy(t) =P(t21) c7 * sont respectivement
décroissante et croissante et aussi que les ensembles [0,e[ X T4 et [ s+€, s+2e [ x T¢! sont

recouverts indépendamment avec la méme probabilité P(t>€) on fera tendre ensuite € vers 0.
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Lemme 2:
Si e est admissible, 2r(A) <s et Q est un cube de R%de coté s; s> alors :
exp-yo +(s+8)d < P(@ recouvre Q) Sexp-yo. f(xo)d cxp(-ef(xo) ElAl 4

Preuve dulemme 2 :

Les transformations : s = as; & — ad; A — aA conservent :

P(@ recouvre Q); o ; o_ et transforment A en a4 A et ¥ en Y(a9A,aA)=2ay(A,A), doncil

suffit de prouver le lemme pour un s particulier on prendra s =1/2.

C, est décomposé en 2¢ cubes de coté 1/2, chacun est recouvert (par le processus 6 sur R x Td1)
avec la méme probabilité que Q.

d
P(t21t) = P(C, recouvert ) 2 P(Q recouvert )2

Ensuite on prendra s+ 8 = 1.

Comme Qc C, ; alors:

P(Q) recouvert) 2 P(C, 5 recouvert)=P(t=1-8)2exp -y .
Lemme3:

K borné de RY; n,,...,ny des entiers ; F_ est I'ensemble des cubes { x / n;s <x<(n;+1) ;s
i=1,.d }.

n=#{Qe F,;QcK} et m=#{Qe F,;QNndK=D }.
Ona:

exp - Yo (n +m )(s + 8)d < P(6 recouvre K ) < exp - ¥ & f(x)d n(s-8)* exp-e f(xy) EIAI
Preuve du Lemme 3:

Soit Q; le cube de méme centre que Q, et de coté s-d.

Les événements { 0 recouvre tout Q; } sont indépendants .
Ng
P(0 recouvre K') < P(Orecouvre tout Q) = II P( recouvre Q) <
i=1
d d f(xg)
exp-Yo-f(xy) n(s-8) exp-e = ElAl

ns+ms
d'autre part K¢ U

i=1



P(8 recouvre tout K) 2 P(@ recouvre tout Q, , 1 <i<n +m,)
Ng+mg
2 II P(® recouvre Q)

i=1

2 exp - Yo (ng +m,)(s + 8)?
La preuve du théoreme 1 est achevée par le fait que :

dA L 1 1 1
‘Y( ’ ) E— f(xo) R" ;
ns ns+ms d d
UQcKec U Q dod ns <IKI< (n+my)s

i=1

i=1

e'[a—>0]

l’ls'f"ms

aussi onaque U Qc {x\dx0K) £ Jd s } dou

i=ng+1
m s’ < 1{x/dx0K)</ds}|——19Kl = 0 (s—— 0) par conséquent
m, s——0 et n s— K|

m,(s- 8¢ —— KKl et (n+m,)s-8?—— KKl lorsque s—— 0

Preuve du théoréme 2:
A_ <t ssi K estrecouvertpar { X;-rA ), .

On remplace le nombre fixe n de variables X, pour un nombre aléatoire N, ol N, est un processus
de Poisson d'intensité 1 indépendantde X, , X, ,......

N
N, ~ Poisson (1) ; { X }i=‘1 est un processus de Poisson d'intensité t.f(x).

d
Onnote A = ANt etV, = VNt = (A).

N N
Comme Tt — 1 ps. et (—t—l-l )Logt — 0 p.s. le théoréme 2 est équivalent a :
b in tf(xy) V, - Logt s 4
in Togiogt > -1 ps.
t—eo
b S tf(xp) V, - Logt <
up Tog Log t < d+1 ps.
t— oo
D'apres le théoreme 1
d -Af(xg) ElaAl
YaAA) =) (€ laAl )l e 0
d d
-tf A
Yr.0) = td(rd)d-l e (o)™ _ tx @H e (xp)r
fi
On pose w = u? dlod Yr,t) = wile Fo)w
d
A<t e A<t e V)<w or ona

fxon

exp- Y0, < P(A <) < exp-ya f(x)" exp-¢ © a (19,0 @’ - a
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p RV Logt, +cLlogLlogt, . , fixé
our tx-cxp( ) '“ onpose w, = f(xg avec ¢ <d-1 quelconque

1 -Wif(xg) ;
Y=t wile 0~ fxg) (Logt)*'C k e

f(

YWk Y
Pt V() < W) < exp-y, @ f(x)" exp-e ° o =0 (exp- = O f(xp®)

D'apres le lemme de Borel Cantelli :

P(t, v(t,) < w, 10.)=0.

Supposons t, V() 2w, .

t,, St <t ;etpourtetk suffisamment grands

e
tf(xy) V(1) - Logt21, f(xy) V(1) - Log 2 —t:- w f(xy) - Logt, 2

: 1 Log (k)2
(1- 10)@°g&+°L°glﬁ8tk)'L°g&2°L°g1‘°g“7'° mg()

20 2 (k)" Log Log t
tirg VO -Logt 1 ¢ Log ()"

c. ]

Log Log t 2loglogt 21k LogLogt

o tf(xo) V(D) - Log t
D'od lim inf Tog Logt 2 d-1

La seconde partie est démontrée de la méme maniére :
En choisissant ¢ >d+1 fixé

1
Pt Vit ) w )<l-exp(ya ) <y =0 (f—(_xo)d-l (42 )

Tou P(t, v(t) 2w, i0.)=0.
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