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SUR LE THEOREME DE POINT FIXE DE BRUNEL

ET LE THEOREMnE DE CHOQUET-DENY

Yves DERRIENNIC

Dans l'étude du probléme e la esure invacriante pour un opérateur
markovien, Brunel a démontré le résultat suivant : "Socient T et S deux
contractions linéaires d'un espace de Banach E telles que TS = ST. Si
X € E vérifie (AT + (1-)) S)x =x avec 0 < X <1, alors Tx = Sx = x".
D'autres démonstrations ont été données par Foguel-Weiss (1973), Nagel at al.(1983),
Ce théoréme a été utilisé par Guivarc'h pour démontrer le thdoréne de Choquet-
Deny (Revuz, 1975, chap. V ; voir aussi Lin 1977). On se propose ici de suivre
la démarche inverse et de montrer que le théoréme rappelé ci-dessus peut étre
déduit du théorame de Choquet-Deny. Son énoncé s'étend alors a des combinaisons
convexes quelconques et meme dans certains cas & des opérateurs qui ne commutent
pas. Pour conclure on dorme une démonstration camplétement 4lémentzire du théo-

réme de Choquet-Deny (démnstratiorn suggérée par un travail de Raugi  (1983).

On oconsidére un semi-groupe localement caompact séparable S. Le
produit dans S est noté st, 1l'élénent neutre e. On suppose que S agit

dans un espace de Banach E par opérateuwrs lindaires oontinus (Ts) s € de

S
telle fagon que

2) sup ||T < o
|17l

3) pour tout x €E, Tsx est faiblement cortinue en s.
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A toute mesure de probabilité u sur S est associé un opérateur

lindaire continu Mx = Ty X du (s), l'intégrale étant définie au sens fort

S
dans E. Supposons désarmais u fixée. On se damande & quelle condition

Mx = x implique TX = X pour tout s dans le support de u (noté
supp (u)). L'énoncé de Brunel se place dans ce cadre en prenant s = w°

et u= )‘6(,1,0) + (1-2) 8 (0,1) (¢ Gésigne les mesures de Dirac).

Proposition. Si chaque fonction h continue bornée et u-harmonique a droite

(i.e. h(uv) du (v) = h(u)), est constante, égale a h(e), sur supp(u), alors
’s
{ Tsx.du(s) = X entraine Ts X = X pour tout s € supp(u).
S
Démonstration : <TS X, X' > = <TsMx, X' > =
<‘I's JS Ttxdu (t), x' > = JS <TsTtx’ x' > du (v)

oi x' est une forme lindaire continue sur E. Donc h(s) = < Ty X, X'>
est une fonction continue bornée, y-harmonique a droite, et le résultat
s'en suit.

Quand S est abélien, 1'hypothése de la proposition est toujours

vérifiée, en vertu du théoréme de Choquet-Deny.

Théoréme :.Si S est abélien, J[ ’I‘s x du (8) = x entraine Tsx =X
S
pour tout s € supp(u).

Si S est un sous-semi~groupe d'un groupe abélien localement
canpact séparable G et si supp(y) engendre topologiquement G, alors

on obtient meme TX = x pour tout s € 3.

Dans le cas non abélien 1'étude des fonctions harmoniques a
fait 1l'objet de nambreux travaux. Mentionnons seulement le résultat 4d'Avez
(1974) : "Si S est discret, engendré par supp(u) =V supposé fini,

si lim log(card vV = 0, alors les fonctions y-—-harmonicques bornées

n n
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sont constantes". La proposition donne alors aussitot 1'énoncé suivant.

Théoréme. Soient T,, ..., T, des contractions linéaires de E, telles que

le narkre c(n) des opérateurs s'écrivant (‘I‘i Ti) avec ij € {1...2},

1 L 1 n
vérifie lim — logc(n) =0.Alors © A, T. x=xavec A, >0,
2 n n . i= il i
I oAy =1, entraine T, X =xpour i = l... 2.

i=1
Pour conclure, voici une démonstration directe du thécréme de

Choquet-Deny formulé de fagon un peu abstraite.

Théoreme. Soit S un semi-groupe localement carpact séparable et u une
probabilité sur S. Soit h une fonction mesurable bornée, w-harmonique a
droite et a gauche (i.e. h(s) = h(st) du (t) = h(ts) du (t)). Alors

S S
h = h(e) u p.p.

Si de plus h est continue alors h est constante sur le

sous-semi-groype fermé de S engendré par supp(u).

Démonstration : Soit Q =SN 1l'espace produit infini muni de

la mesure produit P = unN . Les coordonnées sont notées Xl, ceer Xseen
On pose Y = (X1 xn) (produit dans S). Par u-harmonicité a droite on

a powr f mesurable bornée quelconque :

L (h(Yn-i-l) - h(Yn)) f(Yn,...,Yl) ar
= L; (L (h(y, X ) - h(Y)) £(Y ,..., ¥;) du (x ) &P =0

d'ou
N 2 2
X (h(Yn+1) - h(Yn)) ap = (h(Y Il) - h(e))” ar.

Came h est bornée la série ¢ J (h(Y )—h(Y))zdP
n=0 n+l n

converge ; par le théoréme de convergence monctone et le théoréme de

Fubini cette série vaut
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J (x [ (h(y, W - hy)? ap) au (.
S n=0 ‘Q

Donc u p.p. en u, lim[ (h(Ynu)-h(Y))zdP=0
n Q n

et aussi l%m J (h(Yn u) - h(Yn)) dP = 0. Par p-harmonicité & gauche on
Q

trouve { (h(y, W) - h(Y)) & =h(u) - h(e) d'oh h = h(e) u p.p-
Q

On trouve de méme h

hie) " p-p- pour tout n. La seconde
assertion en résulte aussitot car le sous-semi-groupe fermé engendré par
supp(n) est[U supp(u™]?.

Remarques : En général, si S n'est pas abélien, une translatée de h
perd la u-harmonicité du coté de la translation.

Dans la démonstration précédente, la mesure produit infini P,
qu'il est commode d'utiliser pour ne pas alourciir les notations, ne joue

pas réellament de role, seules les mesures produit u @ n canptent.
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