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PROPRIETE DES LOIS POUR LES

SOLUTIONS D’UNE FAMILLE D’EQUATIONS STOCHASTIQUES

P.A. ZANZOTTO (*)

RESUME :

On considère une suite d’équations stochastiques par rapport à des

mesures aléatoires et on donne des conditions suffisantes pour que les

lois des processus, solutions(fortes)des équations données, forment un

ensemble relativement compact pour la topologie de la convergence

étroite des mesures de probabilité sur l’espace de Skorokhod. Le type

d’équations considéré a été étudié par M. Métivier 

ABSTRACT :

We consider a sequence of stochastic equations driven by random

measures and we give sufficient conditions in order that the distribu-

tions of the (strong) solutions of our equations constitute a family

relatively compact in the topology of weak convergence of probability

measures on the Skorokhod space. The type of equations we consider has

been studied by M. Métivier ( [5] ).

(*) Membre du groupe de recherche G.N.A.F.A.-C.N.R. (Italie).
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0. INTRODUCTION

Dans [ 5 I a été étudiée une équation stochastique de

la forme :

où est un processus régulier, à valeurs dans un espace de Hilbert IH,

a est une fonctionnelle prévisible de Z pouvant dépendre, à l ’ instant s ,

du passé tout entier (c’est-à-dire de la restriction du processus E à

l ’intervalle [O,s[ ) et q est une mesure aléatoire "blanche".

Dans cet article, on considère une suite :

d’équations du type précédent (avec M = et on donne une condition

suffisante pour que les lois des processus ~n (solutions fortes.des équations

données) forment un ensemble relativement compact pour la convergence étroite

des mesures de probabilité sur 1 ‘espace de Skorokhod. Cette condition (voir

est fondée sur un théorème général de compaci té , concernant

1 es 1 oi s d’ une sui te de processus, qui a été démontré par Aldous [ 11

ainsi que sur une conséquence de ce résultat (relative aux cas particuliers

des martingales) qui avai t été trouvée indépendamment par Rebo l 1 edo 1 7] (voir

[4] pour une exposi tion systématique de ces résultats).

Une application du théorème ~3.2j fait intervenir directement

(voir coronaire (3.14)) une suite (Ant)n de processus croissants, intrinsè-

quement liés aux mesures aléatoires q n

Dans 1 a parti e finale de on analyse en particulier le cas

où 1 es mesures dAn sont absolument continues (par rapport â ) a mesure de

Lebesgue sur R+) et le cas où les mesures qn sont des mesures de Poisson

stationnaires.

Les résultats de cet article ent été publiés sans démonstrations

dans ~ 8] .
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1. RAPPELS

Nous nous proposons dans ce paragraphe de résumer les résultats

essentiels concernant l’intégrale stochastique par rapport à une mesure

aléatoire "blanche" et l’existence de solutions pour une équation stochastique

de la forme (0.1).

Dans toute la suite, désigne un espace probabi 1 i së complet,

muni d’ une c1est-à-dire, d’ une famille de sous-tri bus

de .9~ , croissante et continue à droite, telle que ~ contienne la classe

des ensembl es 1P -nëgl i geabl es.

On se donne en outre un sous-espace ouvert E de IRd et une

fonction p continue, bornée et partout strictement positive dans E . On

désigne par p l’espace des mesures de Radon réelles m sur E , telles

que l’on ait

On considère --,P (muni de la norme comme un sous-espace

du dual de des fonctions ~p , continues dans E et telles

que wlp soi t bornée, muni de 1 a norme

On note q3,m&#x3E; 1 a forme dm x ui défi ni t 1 a dualité

entre wP et ,~ p )
Une mesure aléatoire est une famille de

mesures de Radon réelles sur R+x E , telle que, pour tout t , la restriction

de au sous-espace Lo,t3 X E soit bornée et vérifie la condition :

Le prpcessus primitif de p est le processus FI’ , à valeurs dans

.,ep , défini par



42

pour tout élément w de ep "

La mesure aléatoire y est dite optionnelle (resp. par

rapport à la filtration (-f-t) si, pour tout élément w de le

processus réel (t,w) - est optionnel (resp. prévisible) par

rapport à t
Grâce à la séparabi 1 ité de eP , si la mesure aléatoire p est

optionnelle (resp. prévisible), il en est de même des mesures aléatoires

11 + , p" , donc aussi du processus réel

On dit que la mesure aléatoire v est blanehe si, pour tout élément

(p de eP , le processus réel tp,Fll(t,w» est une martingale (pour la

filtration (_,q-t)
Etant donné une mesure aléatoire optionnelle blanche q(w;ds,dx)

et un espace de Hilbert IH séparable, stochastique par rapport

à q peut être définie pour une classe A q de fonctions Y , définies dans

Q x JR+x E , à valeurs dans M , mesurables par rapport à (où

~ désigne la tribu prévisible sur 0 ). De façon précise, la classe

A q est constituée par les fonctions Y qui vérifient 
. 

la condition

où est un processus croissant, univoquement déterminé par q , et

où xs(Y) est un processus réel positif déterminé par le couple (Y,q)

(voir [5]).

L’intégrale de Y par rapport à q est une martingale M de carré

intégrable, à valeurs dans que 1 ’ on désigne par 1 ’ une des notations

suivantes :
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La dëfinition de l’intégrale stochastique se prolonge ensuite, par

les procédés habituels, aux processus Y qui sont "localement" dans q *
L’intégrale M = 1 Y d Fq (qui est alors une martingale à valeurs dans IH ,

localement de carré intégrable) est liée à la mesure q et aux processus

et Xs (Y) par les relations

ou  M &#x3E; désigne 1 e processus de Meyer associ é à .

t IH 
*

Un couple de contnôte pour q est un couple (Y ,A) de processus

possédant les propriétés suivantes :

1° j est un processus à valeurs dans tel que,

pour tout élément de le processus réel

soit optionnel ;

2°) A est un processus croi ssant positif ;

3°) pour tout processus Y , à valeurs localement dans Aq,
et pour tout temps d’arrêt T , on a .

L’existence d’un couple de contrôle est démontrée dans [ 5 ].

Si l’on pose :
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et si l’on désigne par M l’intégrale stochastique y d Fq , on a aussi

la relation

pour tout couple de temps d’arrêt tels que 

Dans [ 5 ~, on considère l’équation :

où V est un processus régulier (c’est-à-dire adapté, à trajectoires

continues à droite et pourvues des limites à gauche) à valeurs dans H ,

et où a est une fonctionnelle qui associe, à tout processus régulier

(à valeurs dans IH) et à tout élément x dé E , un processus prévisible

va 1 eurs dans lli . 

’

L’existence et l’unicité (à indistinguabilité près) d’un processus

régulier S (défini dans 1R+x Q tout entier) vérifiant 1 ’ équation ( 1.5 }

est démontrée dans [ 5 ] sous les hypothèses suivantes :

a) Pour tout ~ , a(~) est localement dans Aq . .

b) Pour tout temps d’arrêt t et pour tout élément x de E , la

v.a. a(. ;~’5’x) ne dépend que de la restriction de ~ à 

c) (Condition de Lipschitz locale). Il existe un processus continu à

droite, croissant adapté positif L , tel que i’on ait :

pour tout couple r,t d’éléments de m+’ avec r  t et pour tout

couple §,g’ de processus réguliers à valeurs dans H . .

d) 11 existe un processus continu à droite, croissant, adapté, positif a , 1
tel que, pour tout élément t de IR+ et tout processus régulier on ait :
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Les résul tats de [5] sont fondés sur 1 e lemme suivant (voir [6]),

dont nous aurons besoin par la suite.

LEMMF C~. 6~ : Soient A un processus continu à droite, croissant, adapté, dé fini

dans stochastique [ 0 , T [ , à valeurs dans [0,1]; et&#x3E; un processus

positif croissant adapté ; K,p des constantes 

On suppose que ait : .

pour tout temps d’arrêt c~ ~ ~ . On a alors :

où [ x j désigne Za partie entière dé x .
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2. CONDITIONS SUFFISANTES DE COMPACITE

Nous rappelons maintenant deux conditions suffisantes de compacité

concernant des lois de probabilité sur l’espace ID des trajectoires continues

à droite et pourvues de limite à gauche, à valeurs dans !R , muni de la

topologie de Skorokhod ( voir [2] pour la définition de cette topologie).

Pour tout. n , soit X" = (Xn un processus régulier à valeurs

dans défini sur un espace probabitisé complet .muni

d’une filtration 

Les conditions (I) et (II) suivantes:

~ Pour tout N &#x3E; 0 et tout e &#x3E; 0 ~ iZ existe un e &#x3E; 0 et un no

tels que l’on ait

t LIJ Pour tout N &#x3E; 0 , tout E &#x3E; 0 et tout n &#x3E; 0 , un d &#x3E; 0

et un n 4 tels que Z’orc ait :

pour toute suite (1’n) de temps d’arriet à valeurs dans [0,N] ~ (avec Ln

temps d’arrêt de la filtration (Fnt));
seront appelées condition d’Aldous (I) et respectivement (II) pour la

suite de processus.

Aldous [ 1] a montré que, si la suite (X") n satisfait aux conditions

(I) et (II), alors les lois des X~ forment un ensemble relativement compact

pour la topologie de la convergence étroite des mesures de probabilité sur ID .

Dans le cas particulier où les processus Xn sont des martingales,

localement de carré intégrable, il suffit (voir [7] ou [4]), pour avoir la

relative compacité des lois des processus X n , que la suite (X~&#x3E;)~ des

processus de Meyer associés aux X n satisfasse aux deux conditions d’Aldous

(I) et (II).
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3. RESULTATS DE COMPACITE

Considérons maintenant une suite d’équations stochastiques :

où, pour tout n an est une fonctionnelle à valeurs dans IR K

Pour tout n , on suppose remplies les conditions {a~, {b~, (c)

et (d) du paragraphe 1 par rapport à la fonctionnelle an et à la mesure

q n . En particulier, si désigne le couple de contrôle de la

mesure aléatoire qn , l’hypothèse sui vante est rempl i e :

[il : il existe pour tout n , un processus continu à droite, croissant,

adapté, positif tel que, si un est défini par rapport à Yn part

l’analogue de (1.3) , on ai t, pour tout t E IR+ et tout processus

régulier E à valeurs dans IR K

Il II dés i gnant 1a norme de dans ~K .

On a alors le théorème suivant :

(3. 2) : On suppose ue les sui tes de processus Vn et t (B npl’ q p (Vn t)n t)n
con(litions d’Aldous et (rI) 

_

Dans ces hypothèses, La suite dps lois des processus (r."}n’ solutions
des équations de la suite (3.1), est une familLe relativement compacte, pour la

topologie de l a convergence étroite des mesures de probalité sur l’espace ID.

Nous démontrerons d’abord un petit lemme :

(3.3) : On urce équation intégrale de la forme (1 telle que

la fonctionnelle a et le eeouple de contrôle (y,A) de la mesurp aléatoire

q satisfassent aux hypothèses (a), (b), et (dJ du paragraphe 1.
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, 

pour tout t , Vt = sup 
t 

ll V sll IH. °

Après avoir f ixé N &#x3E; 0 , on- définit; pour toût S &#x3E; 0 , le

temps d’arrêt

Il existe alors une constante R(a), -qui ne dépend que de S , telle

que 1 ’on ait

Plus précisément, on peut prendre :

où [x] désigne la partie entière de x &#x3E; 0 .

DEMONSTRATI ON : Il s’agit d’une application du 

Après avoir posé

en tenant compte de l’hypothèse (d), on a, pour tout temps d’arrêt v  Te :
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Pour obtenir la conclusion, il suffit d’appliquer le lemme (1.6)

au processus os := sup en tenant compte du fait que surs 
t  s 

IH’ 

t  s 
" "

1 1 intervalles stochastique [0,T e[ on a  a . ·

Démontrons donc le théorème (3.2).

Il suffit pour cela de démontrer que les conditions d’Aldous (I) et

(II) sont remp 1 i es par 1 a suite des processus où l’on a posé,

de la même manière que dans le lemme précédent,

En étant la solution de l’équation n-ième de (3.1).

De (1.4) et de l’hypothèse [i] il vient, rour tout n et tout t :

Pour tout N &#x3E; 0 et tout S &#x3E; 0 , on fixe un N’ &#x3E; N quelconque

et on introduit la suite de temps d’arrêt (T,(n) )n définie par

D’après le lemme (3.3), il existe une constante R(6) , indépendante

de n , telle qu’on ait, pour tout n :

Pour tout nombre c &#x3E; 0 fixé, on peut donc déterminer une constante

K(6) telle que l’on ait, pour tout n :

En comparant (3.4) et (3.6) et en tenant compte de la définition

de on a, pour tout n E h et tout $ &#x3E; 0 :
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On exprime maintenant la condition d’Aldous (I) pour les suites

et : par rapport à ,on peut déterminer e(E) &#x3E; 0 et un

entier no(e) tels que ;

D’après la définition de Ts(n) , cela entraîne, pour tout

Pour tout c &#x3E; 0 et tout temps N’ on a, d’autre part :

on applique cette inégalité à c = (1 + K(S(C))) N’ ~(E) , T = T e(F-) (n) et
on conclut, d’après (3.7) et (3.9), que, pour tout n &#x3E; no(e) , on a :

et donc, pour tout n &#x3E; no(e) :

La condition d’Aldous (I) est remplie par la suite ( M n &#x3E; )n -
On va mai ntenant véri fi er que ~  Mn &#x3E; ~n~ sati sfai t aussi à la

condition d’Aldous (II).

Soit donc, pour~tout n , T n un temps d’arrêt relatif à la

filtration ~.~~n~ t t E 1R+ , à valeurs dans [O,NJ. .
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. Choisissons 61 &#x3E; 0 tel que l’on ait 61&#x3E; NI - N .

D’après ~1.4j, il vient, pour tout n :

Remarquons que, pour tout c &#x3E; 0 et tout temps d’arrêt T  N’ ,

on a :

et choisissons : 
’

a) c : := K(~S(e)) -, où $(c) est le nombre pour lequel (3.8) est valable

et K(s(e)) est la constante pour laquelle est valable (3.6) par rapport aux

temps d’arrêt LS(e)(n) ;
b) T := T (n)

Si on écrit l’inégalité (3.11) par rapport à c = K(B(e)) et à

T = et l’inégalité (3.6) par rapport à Ls(e) (n) et K(S(e)), on

trouve, d’après (3.9) :

pour tout n &#x3E; no(e) , où no (E) est l’entier choi s 1 pour avoir (3.8).

Après avoir fixé n &#x3E; 0 ,.choisissons q~&#x3E; 0 tel que

(1+ n .

D’après la condition d’Aldous (II) appliquée à la suite de processus

croissants (B~)n’ il existe 6 &#x3E; 0 , 6  6’ et l’entier n1 tels que :
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En posant n := on tire de (3.10), (3.12) et (3.13) :

Cela prouve que la satisfait aussi à la condition

d’Aldous et conclut la démonstration du théorème.

On suppose maintenant que l’hypothése [i] soit remplacée par la

suivante :

[ii] : il existe, pour tout n , une constante Kn &#x3E; 0 , telle que, pour

tout t E IR, et tout processus régulier Z à valeurs dans RK . on ait :

Cette hypothèse implique évidemment ri] : il suffit de prendre, pour

tout n et tout t , B~ := K A n
Après, si l’on suppose que la suite est bornée, on remarque,

en posant L = sup 
n

a) que, pour tout N&#x3E;0 et tout e &#x3E; 0 , on a :

b) que, pour tout T n temps d’arrêt de

et tout n &#x3E; 0 , on a :



53

Des deux inégalités précédentes, il vient que, si la suite de

processus croissants (An) n satisfait aux conditions d’Aldous (I) et (II),

la suite satisfait elle aussi aux mêmes conditions.

On a-donc le corollaire suivant du théorème (3.2) :
1

COROLLAIRE (~.J~ ~ On suppose que [ii] soit 

si les suites de processus (V n)n et (An)n satisfont aux conditions

et (II) et si la suite de constantes (K n)n est bornée, on

a la même conclusion que dans le théorème (3.2).

Toujours dans l’hypothèse [ii], supposons en plus que, pour

Pn-presque tout w et pour tout n , les mesures de la suite (dA")
soient absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue sur 

il existe alors une de processus 

tels que Ton ait, pour Pn-presque  tout w , pour tout n et tout t E IR+
 dA n(,) = n dt2nt(w) dt .

Il en résulte, pour tout temps d’arrêt Ln- relatif à la filtration

~~t ~ n &#x3E; &#x3E; 0 , 6  N :

et, pour tout c &#x3E; 0 , N &#x3E; 0 :

D’après (3.15~ et (3.1fi~, il est évident que, dans ce cas particulier,

si la suite (1n)n vérifie la condition d’Aldous (I), alors la suite (A n)n
satisfait aux deux conditions d’Aldous (I) et (II).
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Par conséquent, on a le :

COROLLAIRE (3.17) : On suppose que [ii] soit r lie et 

existe une suite de processus réguliers (A~)~ 3 telle que, pour -presque

tout (&#x26;), tout n et tout t on ait dt. Alors, si

La suite de processus satisfait aux conditions (I) et

(II), la suite de constantes (K n)n est et la suite (.tn)n satisfait

à La condition (I), on a La même conclusion que Ze théorème (3.2)

Le cas envisagé dans le corollaire précédent se présente, par exemple,

quand les mesures q n sont des mesures de Poisson centes stationnaires : la suite

est alors (voir par exemple [5 ]) une suite de processus qui ne dépend

ni de t , ni de w , c’est-à-dire une suite de constantes. 

Plus précisément, on a , dans ce cas, pour tout n (et tout t ),

= Il(% n Il p 9 an étant la mesure de Lêvy associée à q n . La condition

bornée. 

. 

d’Aldous (I) signifie alors simplement que la suite est

bornée. 

REMARQUE (3.18) : Dans la démonstration du théorème (3.2), les seules propriétés
de (V n)n que l’on a employées, sont le fait que la suite de leurs lois est

relativement compacte, et le fait qu’ils satisfont à la condition d’Aldous (I) ;

d’autre part, cette condition est nécessaire pour la relative compacité de la

suite des lois.

par conséquent les conclusions du théorème (3.2) et

des corollaires (3.14) et (3.17) restent valables si l’on suppose que la famille

des lois de la suite est relativement compacte sur ID et les autres

hypothèses restent inaltérées.
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