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COMPACTIFICATIONS DE BOHR D'ANNEAUX ET DE MODULES

INTRODUCTION

Les groupes localement compacts et la compactification de Bohr d'un
groupe ont fait dans le passé l'objet d'un grand nombre d'articles. Par con-
tre, la compactification de Bohr d'un anneau n'apparait qu'épisodiquement.
Celle d'un A-module a fait, 3 notre connaissance, l'objet d'un seul travail.
I1 s'agit d'un article de R.B. Warfield, oi 1'on utilise la compactification
de Bohr, dans le cas de la topologie discréte. Par rapport aux groupes, de
nombreuses complications apparaissent, du fait de la présence d'un anneau
de scalaires. Ce travail peut sembler indigeste, compte tenu de sa longueur.
I1 a été nécessaire d'établir un bon nombre de résultats, sans doute faciles
a obtenir, mais absents de la littérature. Il est certain que nous n'avons
fait qu'une premiére approche, de nombreux problémes se posant encore.

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la premiére, on traite
de généralités et de la construction du compactifié de Bohr d'un énneau to-
pologique commutatif et d'un module topologique sur un anneau topologique
commutatif. Une compactification de Bohr d'un A-module M est un morphisme
continu et dense de A-modules M -+ BA(M)’ ou BA(M) est un A-module topologique
compact, factorisant tout morphisme continu de A-modules M + P, ol P est un
A-module topologique compact. La définition est analogue dans la catégorie
des anneaux commutatifs topologiques. Si A est un anneau, nous désignons
la compactification par A > B(A).

La construction de BA(M) se fait en considérant une topologie, que
nous avons qualifiée de Bohr, sur le A-module M muni de la topologie T. La
topologie TB de Bohr sur M est la plus fine des topologies, faisant de M un
A-module topologique précompact et moins fines que T. Le module BA(M) s'ob-

tient alors comme le complété de M pour la topologie TB. Une autre méthode
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consiste a partir du compactifié de Stone - Cech de 1l'espace topologique M.
Nous n'avons pas jugé utile d'exposer cette méthode ici; elle est d'ailleurs
moins avantageuse. La construction de B(A) pour un anneau A topologique s'ob-
tient de maniére analogue. L' anneau B(A) peut étre éventuellement nul. Ce
dernier point n'est pas admissible. Nous disons qu'un anneau A est compacti-
fiable si B(A) est non nul. Entre autres critéres, un anneau A est compacti-
fiable si et seulement si il existe un idéal I ouvert de A, tel que A/I soit
un anneau fini non nul. Dans tout ce travail, lorsqu'on parle de 1'anneau
B(A), celui-ci est censé étre non nul. La topologie de Bohr sur un anneau

a une description agréable : un systéme fondamental de voisinages de 0 est
fourni par les idéaux I ouverts de A, tels qué A/I soit un anneau fini.

I1 semblerait normal que BA(M) soit un B(A)-module topologique. Nous
montrons dans la troisiéme partie que BA(M) est effectivement un B(A)-module.
Mais il n'est pas toujours topologique. Dés qu'il est question de compacité,
la notion de partie bornée apparait. Nous obtenons que BA(M) est un B(A)-
module topologique, lorsque certaines parties sont bornées. Par ailleurs,
nous n'avons su calculer explicitement la topologie de Bohr d'un A-module M
que lorsque A est borné dans M pour la topologie de Bohr. Ce cas se produit
lorsque M est un A-module de type fini ou est précompact. Nous établissonms,
dans la premiére partie, les résultats suivants : si BA(M) est un B(A)-
module topologique, alors BA(M) est totalement discontinu; ceci est en ac-
cord avec la propriété bien connue : un anneau compact est totalement dis-
continu; d'autre part, si M est un A-module compact et totalement discontinu,
M est un B(A)-module topologique si et seulement si A est borné dans M.

Ces résultats sont obtenus en considérant ce que l'on peut appéler des com-
pactifications totalement discontinues. Nous obtenons aussi une solution au
probléme universel suivant : si M est un A-module topologique, il existe un

morphisme continu dense de A-modules M + B'(M), ot B'(M) est un B(A)-module
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topologique compact, factorisant tout morphisme continu M + P, od P est un
B(A)-module topologique compact.

Dans la deuxiéme partie, nous faisons une étude systématique des
groupes de morphismes continus entre A-modules topologiques, en faisant in-
tervenir les topologies classiques de la convergence simple, précompacte ou
compacte. Nous établissons, au passage, un théoréme d'Ascoli. Ici encore,
des problémes apparaissent. Par exemple, si M est un A-module topologique
et N un groupe Abélien topologique, le groupe H(M,N) des morphismes con-
tinus n'est pas toujours un A-module topologique. Nous donnons une série
de critéres a ce sujet. Le fait le plus remarquable est le suivant : si le
A-module M est localement compact, H(M,N) esé un A-module topologique, pour
la topologie de la convergence compacte. Ce dernier fait nous permet de fai-
re une théorie des caractéres sur les modules localement compacts. Tous les
résultats de la théorie de la dualité de Pontryagin sont encore vrais. Si
M est un A-module topologique localement compact, nous désignons par Ch(M)
son groupe des caractéres ( continus ) et par Ch(M)d 1'ensemble Ch(M), muni
de la topologie discréte. Si Ch(M)d est un A-module topologique, le morphisme
M- BA(M) s'identifie au morphisme canonique M - Ch(Ch(M)d), qui se trouve
étre injectif.

En dehors des topologies classiques évoquées plus haut, nous en
introduisons une autre, sans doute mieux adaptée a la situation. En gros,
si M est un A-module de présentation finie et N un A-module topologique,
on munit HA(M,N) de la topologie de la convergence uniforme. Si maintenant,
M est un A-module quelconque, en remarquant que tout module M est limite
inductive de modules de présentation finie, un passage i la limite projec-
tive fournit sur HA(M,N) une topologie que nous avons qualifiée de topolo-
gie de la présentation finie. Si N est tel que tout sous-module de type

fini soit borné, alors HA(M,N) est un A-module topologique. Le A-module
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topologique HA(M.B(A)), muni de la topologie de la présentation finie est
particuliérement intéressant, parce que compact ( ce résultat est encore
vrai si nous prenons pour N un module compact ). L'utilisation du B(A)-
bidual d'un A-module M nous permet de montrer que dans certaines circons-
tances, si le morphisme A -+ B(A) est injectif, le morphisme M -+ BA(M) est
injectif, pour tout module projectif M. Ceci se produit dans le cas d'une
topologie adique.

Dans la troisiéme partie, nous traitons essentiellement de calculs
de compactifiés de Bohr et des propriétés du foncteur compactification. Ce
foncteur est exact a droite pour les suites exactes topologiques ( a mor-
phismes continus et stricts ). Il commute aui produits finis et, dans cer-
tains cas aux produits quelconques. Malheureusement, il ne commute pas aux
sommes directes : une somme directe de modules compacts n'est un module com-
pact que si la somme a un nombre fini de composants; & ce propos, le lecteur
peut comparer avec le théoréme de Riesz : tout espace normé localement com-
pact est de dimension finie.

Aprés avoir constaté que pour un anneau topologique les compactifiés
B(A) et BA(A) sont les mémes, nous en déduisons par des méthodes classiques
que, par exemple, B(A) QA M est isomorphe a BZ(M), pour un A-module M de pré-
sentation finie muni de la topologie canonique ( id est la topologie la plus
fine sur M, telle que M soit un A-module topologique ). Ce résultat est enco-
re vrai si M et A sont munis de la topologie discréte. Nous terminons par des
considérations sur la pureté des morphismes de compactification, généralisant
un résultat de R.B. Warfield, dans le cas discret.

N.B. Le lecteur prendra garde que lorsque M est un A-module, si I est une partie de A et N
une partie de M, la notation IN désigne l'ensemble des éléments i.x, ol i est un élément de I
et x un élément de M. Par contre, si I est un idéal de A et N un sous-module de M, la notation

I.N désigne le produit classique d'un idéal par un sous-A-module.
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1 1 - GENERALITES
Les anneaux sont supposés commutatifs, unitaires et non nuls, dans ce travail;
de méme les morphismes d'anneaux sont supposés unitaires, ainsi que les modu-
les. De maniére générale, les notations et conventions sont celles de N. Bour-
baki.
Nous désignons par A (resp. A ) la catégorie des anneaux (resp. la catégorie
des anneaux topologiques ). Si A est un anneau (resp. un anneau topologique),
nous désignons par ﬂA ( resp. QQA ) la catégorie des A-modules ( resp. des A-
modules topologiques sur 1'anneau topologique A ).
Comme on le sait, une topologie T sur un module ou un anneau est déterminée
par la donnée d'un systéme fondamental de voisinages de 0. Si X est un objet
de A ou de QQA, un tel systéme sera désigné par VT(X) ou par V(X), s'il n'y a
pas de confusion & craindre.
Nous adoptons les notations suivantes, lorsque M et N sont des objets de QQA :

F(M,N) est l'ensemble des applications continues de M dans N

I{A(M,N) est l'ensemble des morphismes continus de A-modules de M dans N.
Lorsque M et N sont des objets de b_jA, nous désignons par :

F(M,N) 1l'ensemble des applications de M dans N

HA(M,N) 1'ensemble des morphismes de A-modules de M dans N.
Lorsque A est l'anneau Z, muni de la topologie discréte, la catégorie 212:
n'est autre que la catégorie des groupes Abéliens topologiques. L'indice Z
sera alors supprimé dans les notations ci-dessus.
Voici deux lemmes qui seront utilisés dans la suite.
Lemme 1 :
i) Soit M un objet de EEA et soit I un idéal de A, contenu dans l'annulateur
sur A de M, alors M est un objet de EEA/I'

ii) Soit A + B un morphisme de A et soit M un objet de QQB, alors M[A] est

un objet de ggA.
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Preuve : Le morphisme A + A/I est continu, surjectif et ouvert. Il en est de
méme pour l'application A x M » A/I x M. L'application composée, définie par
les lois externes, A x M - A/I x M » M est continue. La submersivité de la
premiére application entraine la continuité de la loi externe du A/I-module
M. Dans les cas i) et ii) la continuité de 1l'addition est claire. Dans les
hypothéses de ii), on remarque que 1'application A x M » B x M -+ M est con-

tinue; ainsi M est un A-module topologique.

Rappelons que lorsque X est un espace uniforme, il existe une application
uniformément continue ix : X > X%, ot X" est l'espace séparé complété de X.
Si M est un objet de QQA, 1l'application iM est un morphisme de ggA dit mor-
phisme complétion. La topologie de M est image réciproque de celle de M~.
I1 en est de méme dans la catégorie A.

Lemme 2 :

i) Soit f: X x Y + Z une application continue, ou X, Y, Z sont des espaces
topologiques. Soient C une partie quasi-compacte de Y et U un ouvert de Z.
Alors l'ensemble des éléments x de X, tels que f(x,C) c U, est un ouvert de
X.

ii) Soient M, N, P des objets de QQA et soit f: M x N + P une application
uniformément continue. Soient C une partie précompacte de N et O un ouvert
de P contenant 0. Dans le cas ou f vérifie la relation f(0,N) = 0, 1l'ensem-
ble des éléments x de M qui vérifient f(x,C) ¢ O est un voisinage de 0.
Preuve : La partie i) est démontrée dans [9]. Placons-nous dans les hypo-
théses de ii). Soient les morphismes complétion iM: M-> M5, iN: N =+ N° et
iP: P » P, alors iM x iN: M x N » M"x N° est le morphisme complétion . La
partie K = ;;?ET de N° est compacte. Un ouvert O de P est égal a i;I(U) ou
U est un ouvert de P°. L'application f donne une application continue f~,
par passage aux séparés complétés, satisfaisant iP o f=f (iM x iN). La

relation £f(0,N) = 0 implique f°(O,N") = 0, en vertu du principe de prolon-

gement des identités. Il résulte de i) que l'ensemble W" des éléments y de.
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M" tels que f°(y,K) ¢ U est un ouvert contenant 0. Soit alors W = iﬁl(W‘),
on a f(W,C) c 0; de plus, W est un voisinage de 0 dans M

Si M est un objet de M,, l'application'continue A x M > M, associée a la
loi externe de M, n'est pas en général uniformément continue. Pour avoir
un résultat du type de celui de ii) du lemme précédent, une autre méthode
est nécessaire.

Soit M un objet de QA’ si a est un élément de A, on définit un morphisme
de A-modules fa: M -+ M par fa(x) = a.X, pour tout x € M; de méme, si x
est un élément de M, on définit un morphisme de A-modules fx: A->M par

fx(a) = a.x. Si M est un objet de M,, les morphismes f et f sont con-

tinus.
Rappels : . Soit M un objet de ﬁA et soit X une partie de A, soient aus-

si Y et Z des parties de M, on définit les transporteurs de la maniére sui-
vante :

i) Y : X est l'ensemble des éléments m de M, tels que Xm < Y.

ii) Z : Y est l'ensemble des éléments a de A, tels que aY < Z.

I1 est clair que l'on a les relations :

Y:X=n f;I(Y) et Z : Y= n f-l(Z).
aeX yey Y

Si 1'on suppose que M est un objet de M,, dans le cas ou Y (resp. Z) est
une partie fermée de M, alors Y : X ( resp. Z : Y ) est une partie fermée
de M (resp. A ).

En particulier, l'annulateur sur A de M, & savoir 0 : M, est une partie
fermée de A.

Notations t Soit M un objet de M,, 1'adhérence de 0 dans M est dési-
gnée par z(M). On sait que M/z(M) est un A-module séparé. On le désigne
par s(M). Alors z(A) est un idéal de A, contenu dans z(M) : M et par
suite s(M) est un objet de EES(A)'

Dans ces conditions, l'application Z-bilinéaire continue A x M - M se

191
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prolonge en une application Z-bilinéaire continue s(A) x s(M) » s(M). On
déduit du théoréme 1, §6, Ch. 3 de [ 3], que l'application A x M » M se
prolonge en une application Z-bilinéaire continue A™ x M° + M". On est
alors en mesure d'obtenir le lemme suivant :

Lemme 3 : Soit M un objet de ggA et soit C une partie précompacte de M
(resp. A ) et soit O un ouvert de M, contenant 0, alors :

1'ensemble 0 : C est un voisinage de 0 dans A ( respectivement un voisinage
de 0 dans M ).

Preuve : Identique a celle du lemme 2.

Remarque 4 : I1 résulte du lemme 2 que lorsque M est un objet de ggA on
a les résultats suivants, dus a l'existence‘de 1'application continue as-
sociée 3 la loi externe :

Si O est un ouvert de M et si C est une partie quasi-compacte de A (resp.

M ), alors l'ensemble O : C est un ouvert de M (resp. A )

Proposition 5 : Soit M un objet de ggA, alors :

1) Si G est un sous-groupe de M, 1'ensemble BG =G : G.est un sous-anneau
de A. Dans le cas ol G est ouvert et précompact, l'anneau BG est ouvert et
donc fermé dans A.

2) Si G est un sous-groupe de M, 1'ensemble G : A est un sous-A-module de
M contenu dans G. Dans le cas o G est fermé, alors G : A est fermé; il
est donc quasi-compact (resp. précompact ) si G est quasi-compact (resp.
précompact ).

3) Si G est un sous-groupe de M, l'ensemble G : M = IG est un idéal de A
et B,. Si G est ouvert et M est précompact, alors l'idéal IG est ouvert

G

(donc fermé ).
Preuve : Les assertions algébriques sont évidentes. Les assertions topo-
logiques résultent du lemme 3 et du fait qu'un sous-groupe est ouvert si

et seulement si 0 est un point intérieur de ce groupe.
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Remarque 6 : Si l'on se place dans les hypothéses de la proposition précéden-

te, lorsque G est un sous-groupe ouvert et A est un anneau précompact, alors

G : A est un sous-module ouvert de M, comme il résulte du lemme 3.

Nous allons donner quelques propriétés des parties précompactes d'un objet
de M.

De maniére générale, si G est un objet de M, nous désignons par ch (resp.
K. ) 1l'ensemble des parties précompactes ( resp. quasi-compactes ) de G.
I1 est bien connu que 1l'ensemble ch est stable par réunion, que toute par-
tie d'une partie précompacte est précompacte et aussi que 1'image par une
application uniformément continue d'une partie précompacte est précompacte.
Une caractérisation bien connue de la précompacité d'une partie est la sui-

vante : soit X une partie d'un objet G de M, alors X est précompacte si et

seulement si i(X) € K-, oit iz G > G” est le morphisme complétion. Dans les

hypothéses précédentes, il est facile de voir que lorsque Y € lcc., alors

i-l(Y) € k.

Une traduction du théoréme 3, § 4,N° 2, Ch. 2 de [2 ], au cas d'un objet G
de M donne : G est précompact si et seulement si pour tout V € V(G), il

existe un nombre fini d‘'éléments XpseerX de G, tels que G = U X; + V.

De méme, une partie X de G est précompacte si et seulement si il existe un
nombre fini d'éléments XpseeosX de X, tels que X c U X; + V, pour tout V

appartenant a V(G).

Définition 7 : Soit G un objet de M, on dit que G est localement précom-

pact s'il existe un élément V précompact dans V(G).

L'utilisation de l'exercice 10, § 4, Ch. 2 de [ 2] montre que G~ est loca-
lement compact, puisque s(G) est lui méme localement précompact. Récipro-

quement, lorsque G~ est localement compact, alors G est localement précom-
pact; en effet, si V € V(G") et si V est compact, alors i‘l(V) € V(G) et

i_l(V) est précompact. Puisque G"est localement compact, on peut choisir
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V(G) constitué de parties précompactes.

I1 est bien connu qu'un groupe topologique, localement compact et totale-
ment discontinu, a un systéme fondamental de voisinages de 0 constitué de
sous-groupes ouverts compacts.

I1 est bien connu aussi qu'un élément A de A qui est compact est nécessai-
rement totalement discontinu.

Nous déduisons de ces remarques qu'un objet M € QQA qui est localement pré-
compact et tel que M" soit totalement discontinu a un systéme fondamental

de voisinages de 0 constitué de sous-groupes ouverts et précompacts. En
particulier un anneau précompact a un systéme fondamental de voisinages de

0 constitué de sous-groupes ouverts et précoméacts.

Proposition 8 : Soit M un objet de 215 localement compact et totalement dis-
continu. On suppose qu'il existe un morphisme A + B de A et que B est un an-
neau précompact. Alors M[A] a un systéme fondamental de voisinages de 0 cons-
titué de sous-A-modules ouverts et compacts.

Preuve : On sait que V(M) = { GA }A e’ ou GA est un sous-groupe ouvert et
compact de M. Il est clair que G : B est contenu dans G : A ¢ G, si G désigne
un des GA . La remarque 6 montre que G : B est un sous-groupe ouvert de M; il
en est donc de méme pour G : A . Ce dernier, étant fermé et contenu dans le
compact G, est aussi compact et un sous-A-module de M ( Prop. 5 ).

Corollaire 9 : Soit A un anneau compact, alors un systéme fondamental de voi-
sinages de 0 est constitué par des idéaux ouverts et compacts.

Un anneau précompact a un systéme fondamental de voisinages de 0 constitué
d'idéaux ouverts, donc précompacts.

Preuve : La premiére partie s'obtient & 1'aide la proposition 8, pour A = B =
M. La deuxiéme s'obtient 3 1l'aide des remarques ci-dessus.

Remarque 10 : Soit M e QQA » ou M est compact, totalement discontinu et A est

un anneau précompact. Soit V(M) = { GA } , o Gl est un sous-groupe ouvert com-
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pact. Désignons par G un élément de V(M). Alors 1l'anneau A/IG est discret et
M/G:A est un A/IG—module topologique fini et fidele.

En effet, G : A est un sous-A-module ouvert et donc M/G : A est compact et
discret, donc fini. De plus IM = (G: M )M=A(G : M)M c G implique IMc
G : A; d'autre part, si a est un élément de A, tel que aM ¢ G : A, alors
aAM c G entraine a € I.. Il résulte du lemme 1 que M/G : A est un A/IG-modu~
le topologique et fideéle.

Remarque 11 : Soit M un A-module localement compact, totalement discontinu
sur un anneau A, n'ayant pas d'autres sous-anneaux que lui-méme (id est Z,
ou Z/nZ). Alors M a un systéme fondamental de voisinages de zéro formé de
sous-modules ouverts compacts. En effet, si é est un sous-groupe ouvert com-
pact de M, il est clair que G est un G : G-module car G : G est un sous-an-
neau de A. Compte tenu de l'hypothése on a G : G = A et donc G est un A-mo-
dule.

Remarque 12 : Soit A un objet de A, tel que V(A) = {IA}AEA ou IA désigne

un idéal (nécessairemant ouvert ); autrement dit A est muni d'une topologie
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linéaire. Soit M un A-module muni de la topologie définie par V(M) = {I;M}yepe

Les ensembles IiM sont des modules ouverts. Si de plus M est compact, tota-
lement discontinu, soit G un sous-groupe ouvert compact de M, élément d'un
systéme fondamental de voisinages de zéro de M; alors la relation IGM cG: A
c G et le fait que IG soit ouvert impliquent que IG contient un des IA et en-
suite que IiM est contenu dans G : A. Il en résulte que G : A est ouvert et
compact. Ainsi M admet un systéme fondamental de voisinages de 0, constitué
de sous-modules ouverts compacts.

Donnons maintenant quelques rappels sur les composantes connexes d'un objet
de EQA.

Soit M € QQA, on désigne par IC (resp. MC ) la composante connexe de 0 de 1'
anneau A (resp. de M ). On sait que IC (resp. MC ) est un idéal de A (resp.
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un sous-A-module de M ) fermé. Les quotients A/IC et M/Mc sont totalement
discontinus. On a de plus la relation ICM c MC : en effet, pour x € M, 1'ap-
plication fx : A > M est continue et donc IC.x = fx(IC) est connexe et con-

tient 0. Il résulte du lemme 1 que M/MC est un A/IC-module topologique.

On donne maintenant quelques précisions sur les modules sur un anneau quasi-
compact ou précompact. Il est clair que tout produit d'anneaux ou de modules
quasi-compacts (resp. précompacts) est quasi-compact (resp. précompact ).

Soit M un objet de EiA’ il existe un systéme de générateurs {mi}ieI de M et

un élément h de HA(A(I),M) surjectif, défini par h((ai)) = I a,.m,. Lorsque
M est de type fini, il est facile de voir qu’en fait h est un morphisme de

M,
Si X est un ensemble et si { fi : X » Xi }ieI est une famille d'applications,
les ensembles Xi étant des espaces topologiques, alors la topologie initiale
sur X associée 4 la famille est identique a la topologie image réciproque par
1'application canonique f : X » II Xi’ le produit étant muni de la topologie
produit.

Considérons maintenant un élément f de HA(M,N), ou N e ggA. On peut munir M
de la topologie image réciproque associée & f : les ouverts de M sont les en-
sembles f-l(O) ol O est un ouvert de N. Pour cette topologie, f devient une
application continue. I1 en résulte que si T est la topologie sur N et f-l(T)
la topologie image réciproque sur M, alors M € ggA et f € IIA(M,N). De plus,
le morphisme f est strict : en effet, si O est un ouvert de N, on a f(f-l(O))
=0 n £(M).

Soit alors une famille { fi : Mo Mi } d'éléments de HA(M’Mi)’ ol1 Mi € ESA'
Puisqu'un produit de A-modules topologiques est un A-module topologique, il
résulte de ce qui précéde que M muni de la topologie initiale asssociée a la
famille est un élément de QQA. En particulier, toute borne supérieure d'un

ensemble de topologies Ti sur un A-module M, faisant de M un objet de EQA R
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est une topologie T telle que M, muni de T, est.un objet de EQA' On dit
alors que T est compatible avec la structure de A-module de M.
Si A € A, soit M un A-module. Il est isomorphe a A(I)/L pour un ensemble I

(D (1 de la topologie in-

convenable et un sous-A-module L de A*"“. Munissons A
duite par la topologie produit sur AI et A(I)/L de la topologie quotient. Le
morphisme de A-modules f : M » A(I)/L permet de munir M de la topologie ima-
ge réciproque et donc M est muni au moins d'une topologie compatible avec sa
structure.

Définition 13 : Soit A € A et soit M un A-module, on appelle topologie cano-

nique sur M, la topologie borne supérieure des topologies sur M, compatibles
avec la structure de A-module de M. On la dééigne par TC(M).

Les considérations précédentes montrent que la topologie TC(M) est la plus
fine des topologies sur M, compatibles avec sa structure. Si u est un élément
de HA(M,M') et si M est muni de la topologie TC et M' e M, , alors u appar-
tient a IIA(M,M'); en effet, si T' est la topologie de M', on voit que u-l(T')
est moins fine que TC. Si M et M' sont de type fini, u est strict pour TC.
Dans le cas d'un A-module de type fini M, de systéme générateur {ml,...,mp }
on peut donner une description de sa topologie TC. En effet, le morphisme de
A-modules f: AP > M, défini par f(al,..,ap) = al.m1+°'-'-+ap.mp est continu,
AP étant muni de 1la topologie produit et M de la topologie TC; donc pour tout
We VTC(M), il existe V € V(A) tel que Vm1+-----+Vmp < W. Pour tout V € V(A)
posons V! = Vm1+...'+Vmp; alors {V'}VEV(A) définit un systéme fondamental de
voisinages de 0 pour une topologie sur M compatible avec sa structure de A-
module. Il en résulte que la topologie TC(M) a un systéme fondamental de voi-
sinages de 0 donné par {v'}VEV(A) . Il est alors clair que le morphisme f est
strict et que 1'on a un isomorphisme AP/Ker(f) + M dans M,.

Si la topologie sur A est linéaire, c'est a dire si V(A) = {I,},ep OO I, est

un idéal de A, on a alors VTC(M) = {IiM}AeA.Supposant encore M de type fini,

197



198 Gabriel PICAVET

il est facile de voir que la topologie TC sur le A-module M est discréte si
et seulement si les ensembles 0 : x, pour x € M, sont des ouverts.

Proposition 14 : Soit M un objet de ggA, de type fini; alors :

1) Si A est précompact, M est précompact.

2) Si A est compact, M est quasi-compact. Si de plus M est séparé, M est com-
pact et totalement discontinu. Sa topologie est alors égale a la canonique.
Dans le cas ol A est compact , on a donc M, c z(M).

Preuve : L'existence d'un morphisme continu f : AP > M donne 1) et une par-
tie de 2). Lorsque A est compact, il est totalement discontinu. Il en est de
méme pour AP, Le lemme 2, § 7, N°3, Ch. 3 de [3] et le fait que Ker(f) soit
fermé, lorsque M est séparé, donc compact, impliquent que AP/Ker(f) est to-
talement discontinu et compact. Le morphisme continu AP/Ker(f) - M est alors
un isomorphisme de M,. Si M n'est pas séparé, alors M/z(M) est séparé et
donc totalement discontinu; il en résulte que 1'image de HC dans s(M) est
égale a 0.

Remarque : Si A est un anneau compact et si M est un A-module de présenta-
tion finie, la prop. 14 montre que AP/Ker(f) est un A-module compact totale-

ment discontinu. Il en est de méme pour M, si M est muni de la topologie TC.

Proposition 15 : Dans les deux situations suivantes :

1) A est un anneau et f: A » B un morphisme d'anneaux ou B € A, la topologie
T de B étant précompacte.

2) M est un A-module ot A € A et f : M > N est un élément de HA(M,N), ou N
est un élément de QQA, la topologie T de N étant précompacte.

la topologie image réciproque f-l(T) qui fait de A un objet de A dans le cas
1) et de M un objet de M, dans le cas 2) est précompacte.

Preuve : Dans les deux cas Im(f) muni de la topologie induite est précompact.
Un voisinage de 0 dans la topologie f-l(T) est de la forme f_l(V) ou V est

un voisinage de 0. Il existe alors une relation Im(f) c f(xl) +V Usveeoll

f(xn) + V. Alors A (resp. M ) est contenu dans X + f—l(V) U....u X + f—l(V).
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Soit X un objet de A ou QQA muni d'une topologie T précompacte. Nous dési-
gnons par cp @ X + X*(T) le morphisme complétion pour la structure uniforme
définie par T. Par définition X"(T) est compact et la topologie T est égale
a4 la topologie image réciproque par Cpe

Soit encore X un objet de A ou ggA muni d'une topologie T. Nous désignons
par P l'ensemble des topologies P sur X, faisant de X un objet de A ou EQA
et précompactes et moins fines que T. La topologie grossiére sur X ( 1'en-
semble des ouverts est constitué par {#, X} ) est un élément de P, puisque
le complété de X pour cette topologie est nul, donc compact.

Définition 16 : Soit X un objet de A ou QQA muni d'une topologie T. La bor-

ne supérieure des topologies P € P définit sur X une topologie compatible

avec la structure de X, dite topologie de Bohr et désignée par TB(X) ou TB.
La topologie TB fait de X un objet de A (resp. ggA), précompact; en effet,
il résulte de la proposition 18, § 3, N° 9, de [ 2] que X"(TB) n'est autre

que 1l'adhérence de 1'image du morphisme X » N X“(P); dans ces conditions
PeP

X"(TB) est compact, la prop. 15 fournit alors le résultat.

Rappel : Soient M et M' deux A-modules topologiques et soit £ : M + M' un
morphisme de A-modules, continu. Si T est la topologie de M, T' celle de
M' et S celle de A, il existe un morphisme continu unique de A"(S)-modules

£f°: M°(T) - M'"(T'), tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

f
M - M'
CM L4 ¥ CM'
M (T) > M'7(T')
£

Ce résultat se trouve, par exemple, dans [ 3, § 6, Ch. 3].
Le morphisme d'anneaux A -+ A"(S) définit par restriction une structure de
A-module sur M"(T) et M'"(T'); pour ces structures de A-module, les mor-

phismes Cy et Syt sont des morphismes de A-modules et le morphisme £~ un

morphisme de A-modules.
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Soit maintenant un objet compact M de ggA et soit Cy ¢ M - M® le morphis-
me complétion. Puisque M est compact, le morphisme Cy est fermé. Son image
est dense dans M”, il en résulte que cy est surjectif. Un espace uniforme
compact est séparé complet, ainsi Cy est injectif. Finalement, le morphisme
M est un homéomorphisme, donc un isomorphisme de QQA.

Considérons, a nouveau, le morphisme f ci-dessus et supposons de plus que

M' soit compact; on obtient un diagramme commutatif de morphismes de EIA :

M

M - M(T)
£y 4 f!
Ml

Le morphisme f', ainsi défini, est unique.
Le résultat analogue dans la catégorie A est vrai. Il suffit de remarquer
qu'un objet compact de A est séparé complet et d'utiliser la propriété uni-

verselle d'un séparé complété.

Définition 17 : On appelle compactifié de Bohr d'un objet A de A ( resp.

un objet M de M, ) le séparé complété de A (resp. M ) pour la topologie

de Bohr . On le désigne par B(A) ( resp. B(M) ). Le morphisme canonique
complétion est désigné par b, : A > B(A) (resp. by : M~ B(M) ).

Les objets B(A) et B(M) sont compacts. Les morphismes bA et b, sont appelés
morphismes compactification. Les considérations précédentes montrent que
bA et by sont des morphismes respectifs de A et M,.

Si X est un objet précompact, il est clair que que B(X) = X".

Théoréme 18 : Soit X un objet de A ou M, . Pour tout morphisme de la

A
catégorie f : X » Y, ol Y est compact, il existe un morphisme de la catégo-
rie f' : B(X) > Y, unique tel que £ = f' o by-

Ainsi B(X), solution d'un probléme universel, est unique .
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Preuve : Soit f : X - Y un morphisme, ou Y est compact pour une topologie T.
Alors la topologie f'l(T) est moins fine que la topologie TB(X). Il en résul-
te que f est continu si 1l'on remplace la topologie de X par la topologie de

Bohr associée. Les résultats, fournis dans le rappel, donnent la conclusion.

Nous avons dit plus haut que les anneaux sont supposés non nuls dans ce tra-
vail. D'autre part un compactifié de Bohr peut é&tre nul.

Définition 19 : Un élément A de A est dit compactifiable si B(A) est non

nul.

Soit X un objet de A ou M,. On considére la famille VTF(X) constituée des
idéaux ( ou sous-A-modules ) Y de X ouverts et tels que X/Y soit fini ( ou
ce qui revient au-méme, compact ). Il est i peu prés évident que VTF(X) est
un systéme fondamental de voisinages de 0 pour un§ topologie sur X compati-
ble avec sa structure. Si T est la topologie de X, on la désigne par TF. La
proposition 2, § 7, N° 3 de [ 3] et ses corollaires montrent que le morphis-
me complétion X + X"(TF) s'identifie a 1l'application canonique X -+ B'(X), ou
B'(X) est la limite projective des X/Y, pour Y € vTF(X)' Il est évident que
B'(X) est compact et donc la topologie TF est précompacte. Le morphisme cor-
respondant 4 TF est désigné par b* : X > B'(X). En vertu du Thé. 18, il exis-
te une factorisation du morphisme bi = b; o by , oft b; : B(X) » B'"(X) est un
morphisme surjectif. En effet, b§ a une image dense et est une application

fermée (B(X) et B'(X) sont compacts ).

Proposition 20 : Soit X un objet de A ou de ggA. alors :

1) Si X € A, 1l'anneau X est compactifiable si et seulement si il existe un
idéal Y ouvert de X, tel que X/Y soit fini non nul, ou encore si et seulement
si il existe un morﬁhisme X+ Z de A, ou Z est compact, non nul.

2) Si X e M,, le A-module B(M) est non nul dans le cas oi M poss&de un sous-

A-module ouvert Y tel que X/Y soit fini non nul.
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Preuve : Si l'on suppose que B(X) est nul, les considérations ci-dessus mon-
trent que B'(X) est nul; dans ce cas, X est égal 4 1'intersection des élé-
ments de VTF(X)’ c'est a dire que VTF(X) = { X }; ainsi 2) et une partie de
1) sont prouvés. Si l'anneau A est compactifiable, il existe dans /A un mor-
phisme A + B(A) & but compact non nul. Supposons qu'il existe dans A un mor-
phisme A + B, ol B est un anneau compact non nul; dans ce cas, il est évi-
dent que B posséde un B-module compact non nul. Mais alors, la proposition
1.2 de { 9] montre que B a au moins un idéal ouvert J, différent de B. L'an-
neau B/J est donc fini. Soit I 1'image réciproque dans A de l1'idéal J. Alors,
I est un élément de VTF(A). différent de A.

Corollaire 21 : Soit A un objet de A, alors :

1) S'il existe un morphisme A > B de A, olu B est compactifiable, l'annéau A
est compactifiable.

2) L'anneau A est compactifiable si et seulement si A posséde un idéal ma-
ximal fermé, tel que A/M soit fini.

3) Si A est connexe, alors A n'est pas compactifiable. Si A n'est pas con-
nexe, alors A est compactifiable si et seulement si A/IC est compactifiable.
Preuve : L'assertion 1) est évidente. Si A posséde un idéal maximal fermé tel
que A/M soit fini, alors A/M est un anneau compact non nul, donc A est compac-
tifiable. Si l'anneau A est compactifiable, il existe dans A un idéal I ap-
partenant a VTF(A), différent de A. Soit M un idéal maximal de A, contenant

I; dans ce cas M est ouvert donc fermé et A/M est un anneau fini. Si A est
connexe et compéctifiable, 1'image de A dans B(A) est nulle puisque B(A) est
totalement discontinu, une contradiction. De méme, bA(IC) = 0 montre qu'il
existe une factorisation A - A/IC + B(A); le reste de la preuve est alors évi-

dent , puisque A est connexe si et seulement si A = IC.

Pour donner une formulation plus compléte du théoréme 18, nous donnons la

définition suivante.
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Définition 22 : Soit £ : X + Y un morphisme de M, on dit que f est un mor-

phisme dense si Im(f) est dense dans Y.

La classe des morphismes denses de M est stable par composition et par di-
vision a droite. Si g, h : Y + Z sont des morphismes de M, tels que Z soit
un espace séparé et si f : X + Y est un morphisme de M, dense, alors g o f

= h o f implique g = h. Donc, dans la sous-catégorie pleine de M dont les
objets sont les groupes séparés, un morphisme dense est un épimorphisme.
Théoréme 23 : Soit A un anneau compactifiable et soit b : A » B(A) le mor-
phisme compactification; alors b est un morphisme dense. Pour tout morphisme
f: A->Bde A ouB est un anneau compact, il existe un morphisme unique

f' : B(A) > B de A tel que f' o b = f.

Soit M un objet de M, et soit by: M - BA(M) le morphisme compactification;
alors bM est un morphisme dense . Pour tout morphisme £ : M > P de EQA’ ou P
est un A-module compact, il existe un morphisme unique f': BA(M) + P tel que
f' o bM = f.

Bien entendu, une compactification, étant solution d'un probléme universel,
est unique, 3 un isomorphisme prés. On notera que nous avons légérement chan-
gé la notation des morphismes compactification. On notera aussi qu'une compac-
tification dans A ou ggA dépend des topologies. Si M est un objet de ggA muni
d'une topologie S, l'anneau A étant muni d'une topologie T, si 1'on veut spéci-

fier, on désignera le compactifié de M par B (M,S) et celui de A par B(A,T).
(A,T)

On trouve dans [10] une caractérisation de la topologie de Bohr pour les caté-
gories M et A . Nous rappelons celle concernant A et donnerons dans un autre
paragraphe une généralisation pour la catégorie ggA.

Définition 24 : Soit M un objet de M, on dit qu'une partie X de M est rela-

tivement dense dans M s'il existe un nombre fini d'éléments mys.esmy de M tels
que M = my + XU - U m, + X.
I1 est clair que M est précompact, si et seulement si tout voisinage de 0 dans

M est relativement dense.
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Définition 25 : Soit M un objet de M, et soit B (resp. N ) une partie de A

(resp. M) . On dit que B est bornée dans M si pour tout voisinage V de 0 dans

M il existe un voisinage W de O dans M, tel que BW ¢ V. On dit que N est bor-
née si pour tout voisinage V de 0 dans M, il existe un voisinage W de 0 dans
A, tel que W c V.

Une partie de A est dite bornée si elle est bornée dans le A-module A.

Le lemme 3 montre qu'une partie précompacte est bornée.

Proposition 26 : [10] . Soit A un objet de A. Alors VTB(A) est constitué des

ensembles Vo pour lesquels il existe une suite { Vn }nEDJ-{O} ou Vn est un voi-
sinage de 0 pour la topologie T de A, symétt;que et relativement dense, telle
que pour n € N on ait 2Vn+1 c Vn et AVn+1 c Vn.

En ce qui concerne la topologie de Bohr d'un A-module on donne pour 1l'instant
les considérations suivantes.

Soit M un objet de M,, 1l'anneau A étant muni d'une topologie T et M de la topo-
logie S. La topologie SB sur M fait de M un A-module topologique pour la topo-
logie T sur A. Puisque BA(M) est le complété de M pour la topologie SB, alors
BA(M) est un A"(T)- module topologique; le morphisme A + A"(T) confére a BA(M)
sa structure de A-module topologique. D'autre part, nous avons une factorisa-
tion en morphismes de A : A » B(A) = A » A™(T) » B(A). -

Dans la suite, on désigne par gg.B(A) la collection des objets M de QQA, qui
sont des objets de EQB(A) et vérifient b (M) = M,

Lemme 27 : Soit M un objet de MA’ alors BA(M) est un objet de gB(A) si et
seulement si M est un A-module topologique pour les topologies de Bohr sur

A et M.

Preuve : Si M est un A-module topologique pour les topologies de Bohr sur A

et M, en vertu d'un résultat bien connu sur les complétions de modules, BA(M)
est un B(A)-module topologique. Réciproquement, lorsque BA(M) est un objet de

EZB(A)‘ il suffit de se rappeler que la topologie de Bohr est image récipro-
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que de la topologie du compactifié de Bohr pour voir que M est un A-module
topologique pour les topologies de Bohr.

On considére maintenant les phénoménes dus & la variation des topologies
sur l'anneau et le module.

Il est clair que B et BA sont des endofoncteurs respectifs de A et QQA.

Soit M un objet de M,, l'anneau A étant muni d'une topologie T et M d'une
topologie S. La topologie S est moins fine que la topologie TC sur M. On
en déduit 1'existence d'un morphisme de M,, surjectif BA(M,TC) > BA(M,S),
en vertu de la définition 22, Nous désignerons BA(M,TC) par BZA;T)(M)'
Soit maintenant un objet M de QQA, et soit un morphisme f : A > A' de A,
on sait que M est un objet de M,. Puisque BA'(M) est un objet compact de
M,, il existe un morphisme surjectif BA(M) > BA'(M) de M, .

En particulier, soit A un objet de A muni de deux topologies T et T', T
étant plus fine que T', si M est un objet de EZA’ pour T et T', on obtient
un morphisme surjectif B(A,T)(M) -> B(A,T')(M) de M,, A étant muni de la
topologie T.

Soient toujours un anneau A muni d'une topologie T et un A-module topolo-

gique M muni d'une topologie S. Soit D la topologie discréte sur A, il est

facile de voir que M muni de la topologie S est un A-module topologique sur

A muni de la topologie D. On désigne par Bﬁ(M,S) 1l'objet B(A D)(M’S)' Ce qui
»

précéde montre qu'il existe un morphisme surjectif Bz(M,S) - B(A T)(M’S)'
»

Finalement, nous désignons par Bz(M) le compactifié d'un A-module M, A et M

étant munis de la topologie discréte.

Avec les notations ci-dessus, on obtient la suite de morphismes surjectifs

o d d
continus : BA(M) > BA(M,S) > B(A,T)(M’S)'

On notera que si A est un anneau topologique muni de deux topologies T et T',

T étant plus fine que T', alors A muni de T' est compactifiable implique que

A muni de T est compactifiable.
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Si un objet A de A est totalement discontinu, lorsqu'il est compact, il n'en
est pas de méme en général pour un objet compact M de ggA ¢ la théorie classi-
que des groupes compacts montre qu'un groupe compact est totalement discontinu
si et seulement si son groupe des caractéres est de torsion, cf. [5].

Si M est un objet de M,, nous posons KA(M) = BA(M)/(BA(M))C‘ Le A-module to-
pologique KA(M) est compact, totalement discontinu.

Proposition 28 : Soit k, : M - KA(M) le morphisme canonique, alors :

1) Le morphisme ky est dense.

2) Pour tout morphisme f : M + P de QQA, ou P est compact et totalement discon-
tinu, il existe un unique morphisme f' : KA(M) + P, tel que f' o kM = f.
Preuve : On commence par remarquer que f se factorise & travers un morphisme

g : BA(M) + P; on observe ensuite que g((BA(M))C) = 0. Le reste est alors évi-
dent.

Pour tout élément N de VTF(M)’ le A-module quotient M/N est discret, donc
compact, totalement discontinu; on en déduit que B'(M) est compact, totalement
discontinu. Il existe donc un morphisme surjectif KA(M) -+ B'(M).

Soit f : X + Y un morphisme de A ou M,; pour un élément J de V,,(Y), on
obtient un morphisme X/f-l(J) + Y/J, injectif. On peut donc définir une appli-
cation t : VTF(Y) > VTF(X) par t(J) = f-l(J). Si le morphisme f est dense, 1l'ap-
plication t est injective, en vertu de la relation J = f(f-l(J)) : on a en effet
J=Jn f?ij; puisque J est ouvert et fermé, 1'adhérence de J N £(X) est égale
aJet adn £(X). Dans le cas ou le morphisme f est dense, le morphisme quo-
tient X/t(J) » Y/J est un isomorphisme de la catégorie, puisqu'il est dense et
fermé, les espaces quotient étant compacts.

Théoréme 29 : Soit A un objet de A, compactifiable et soit B(A) son compacti-

fié de Bohr, alors 1l'application t : VTF(B(A)) > VTF(A) est une bijection, telle

que pour J € VTF(B(A)) on ait J = b(b-l(J)) et un isomorphisme A/b-I(J) -+ B(A)/J.

De plus les anneaux B'(A) et B(A) sont isomorphes dans la catégorie A.
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En outre, la topologie de Bohr sur A est identique a la topologie définie par
Vop(a).
Preuve : Compte-tenu de ce qui précéde, 1l'application t est injective; elle est
surjective : soit I un élément de VTF(A), le morphisme d'anneaux A -+ A/I a un
but compact, il se factorise donc & travers un morphisme B(A) + A/I; le noyau
de ce morphisme est un élément J de VTF(B(A)), tel que t(J) = I. On déduit des
résultats de [ 3], § 7, N° 3, que B(A) est isomorphe a la limite projective des
anneaux B(A)/J, pour J € VTF(B(A)) : en effet B(A) a un systéme fondamental de
voisinages de zéro, constitué d'idéaux ouverts compacts; ce systéme est donc co-
final dans VTF(B(A)). L'anneau B(A) est donc isomorphe 4 la limite projective
des anneaux A/I, ou I € VTF(A); ainsi B(A) est isomorphe a B'(A). L'anneau B(A)
est donc le séparé complété de A pour la topologie TF, d'out 1l'identité des topo-
logies de Bohr et TF sur A. |

Considérons un objet M de ggA, M étant muni d'une topologie T et A d'une
topologie S. Alors M muni de la topologie TF est un A-module topologique, si A
est muni de la topologie SF. Il suffit de contréler les axiomes MV de [3], § 6,
N° 6. Les axiomes MVII et MVIII sont trivialement vérifiés. Soit x un élément de
M et soit N un élément de VTF(M); le A-module M/N est fini.
Soit I l'annulateur sur A de la classe x de x dans M/N, c'est a dire I = N : x;
1'anneau A/I est fini, car isomorphe en tant que A-module au sous-module Ax de
M/N; de plus I est 1'image réciproque dans A de l'ouvert { 0 } de Ax; ainsi I
appartient 2 VSF(A)’ ce qui établit MV,.
Proposition 30 : Soit M un objet de M,, alors B'(M) est un B(A)-module topo-

A

logique; le morphisme M » B'(M) est dense; tout morphisme M - P de QQA, ou P

AN

est un objet compact de EQB(A) se factorise a travers un morphisme B'(M) - P

de EQB(A)’ de maniére unique. De plus, B'(M) est compact, totalement discontinu.
Preuve : Il suffit d'appliquer les résultats de [ 3], § 6, N° 6, concernant

le séparé complété d'un A-module topologique pour voir que B'(M) est un B'(A)-
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module, et que les autres propriétés sont vérifiées; en effet, un module com-

pact est séparé complet.

Corollaire 31 : Soit un objet M de M,, compact; si M est un B(A)-module topolo-

gique, il est totalement discontinu.
En particulier, si B(M) est un B(A)-module topologique, il est totalement dis-
continu; dans ce cas BA(M) s'identifie a KA(M).
Preuve : Le morphisme identité M -+ M admet une factorisation & travers un mor-

phisme B'(M) - M. Il en résulte que le morphisme dense M + B'(M) est injectif;

puisque M et B'(M) sont compacts, ce morphisme est fermé, donc un isomorphisme

de la catégorie.

Proposition 32 : Soit M un objet de EEA’ compact et totalement discontinu, M
est un objet de gB(A) si et seulement si A est borné dans M.

Preuve : Rappelons que A est borné dans M si pour tout voisinage V.de 0 dans M

il existe un voisinage W de O dans M, tel que AW < V. Supposons que M soit un

objet de _ﬁ.B(A)’ 1'utilisation du Lemme 3 montre que B(A) est borné dans M, donc
aussi A. Réciproquement, soit M un A-module compact totalement discontinu tel
que A soit borné dans M. Le groupe additif M posséde dans ce cas un systéme fon-
damental de voisinages de zéro constitué par des sous-groupes ouverts compacts
G. D'aprés la proposition 5, cn a un sous-A-module G : A, contenu dans G. Puis-
que A est borné dans M, il existe un voisinage de zéro W c G : A; ainsi G : A
est un sous-A-module ouvert de M. L'ensemble des sous-modules G : A constitue
un systéme fondamental de voisinages de zéro dont les éléments sont des sous-
modules ouverts compacts. Ce systéme fondamental de voisinages de zéro est co-
final dans VTF(M); un raisonnement analogue a celui du théoréme 29 montre que M

s'identifie a B'(M), donc est un B(A)-module.

Proposition 33 : Soit A un anneau topologique précompact. Tout objet M de ElA

est un objet de kgB(A).

Preuve : Le résultat découle de A"= B(A) et BA(M) est un objet de QQA..
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1 2 - ESPACES FONCTIONNELS DE MORPHISMES

Nous commencons par adapter au cas des modules et groupes les définitions

et résultats de [ 4].

Définition 1 : Soit M un objet de QQA et soit N un objet de M. Soit encore un
ensemble I de parties de M. Si S est un élément de I et U un sous-ensemble de
N, on désigne par T(S,U) l'ensemble des éléments f € F(M,N) vérifiant f(8) < U.
On désigne par W(S,U) 1l'ensemble des couples (f,g) de F(M,N)2 tels que 1l'on ait
g - £ € T(S,U).

D'aprés [ 4], § 1, on définit sur F(M,N).une structure uniforme en prenant
comme gystéme fondamental d'entourages les intersections finies d'ensembles du
type W(S,U) ou S parcourt I et U parcourt un systéme fondamental de voisinages
de 0 dans N. Muni de cette structure uniforme, dite associée a I, l'ensemble
F(M,N) est désigné par FZ(M,N).

Proposition 2 : Soit M un objet de QQA » soit N un objet de M et soit I un en-

semble de parties de M. Muni de la topologie associée a sa structure uniforme
1'ensemble FE(M,N) est un groupe topologique. Sa topologie est dite topologie
de la I-convergence. Un systéme fondamental de voisinages de 0 de FZ(M,N) est
donné par les intersections finies d'ensembles T(S,U) ou S parcourt I et U par-
court un systéme fondamental de voisinages de zéro de N.

Preuve : On montre sans probléme que l'application soustraction est continue.
En ce qui concerne l'addition, il suffit de remarquer que si l'on se donne un
ensemble T(S,U) et des éléments f et g de F(M,N), en choisissant un voisinage
V de zéro tel que V+ Vc U, ona f + T(S,V) + g + T(S,V) ¢ £ + g + T(S,U).
Remarque : La topologie de la I-convergence sur F(M,N) est indépendante du sy-
stéme fondamental de voisinages de 0 dans N. On pourra donc supposer qu'un tel
systéme fondamental de voisinages de zéro est constitué d'ensembles fermés car

un groupe topologique vérifie 1'axiome OIII de [2], Ch. I, § 8, N° 4.
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Si M est un objet de EZA’ on peut prendre pour I les ensembles de parties sui-
vantes :

(a) 1l'ensemble IcM des parties précompactes de M

(b) 1l'ensemble ICM des parties quasi-compactes de M

(c) 1l'ensemble jEM des parties finies de M.

Si N est un objet de M, on utilise a la place de la notation FX(M,N) les nota-
tions :

(a) Flc(M’N)’ auquel cas F(M,N) est dit muni de la topologie de la convergence
précompacte.

(b) FIC(M’N)’ auquel cas F(M,N) est dit muni de la topologie de la convergence
quasi-compacte.

(c) ij(M,N), auquel cas F(M,N) est dit muni de la topologie de la convergence

simple. Cette topologie n'est autre que la topologie produit sur NM

Puisque F(M,N) et H(M,N), ainsi que IIA(M,N) lorsque N est un objet de

QQA, sont des sous-groupes de F(M,N), on peut les considérer comme des sous-

groupes topologiques de Fz(M,N); dans ce cas, ils seront désignés respectivement
par ]?z(M,N), I{X(M,N), IIA z(M,N). On introduit une condition qui nous permet-
’

tra de dire quand H, z(M,N) est un objet de M,
9’

Condition (B) : Soit M un objet de QQA, on dit qu'un ensemble de parties I de M

vérifie la condition (B) si tout S € I est borné (resp. S, ot S € T est borné )

Lemme 3 : Soient M et N des cbjets de EQA' Soit I un ensemble de parties de M,
vérifiant la condition (B). Alors IIA,Z(M’N) est un A-module topologique.

Preuve : Il suffit de prouver que la loi externe, de domaine d'opérateurs A, sur
IiA(M,N) est continue pour la topologie de la I-convergence. La démonstration
sera achevée si, étant donnés un voisinage U de 0 dans N, un élément S de I, un
élément a, de A, un élément f0 de IiA(M,N), on montre qu'il existe un voisinage
O de 0 dans A, un voisinage V de 0 dans N, tels que l'on ait la relation suivan-

te : (ao + 0)(f, + T(S,V)) < ay.f, + T(S,U). Dans ce but, prenons un voisinage

W de 0 dans N, tel que 3W c U; il existe un voisinage V' de 0 dans N, tel que
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aOV' < W; soit Q un voisinage de 0 dans A, tel que fO(QS) € W et soient encore
un voisinage Q' de 0 dans A, et un voisinage V' de 0 dans N, tels que Q'V" c W.
Posons alors 0 = @ N Q' et V=V'nV". Pour a € Aet fe H,(MN), ona 1'éga-
lité a.f - aj.f) = (a - ao).(f - £) + (a - ao).f0 + a,.(f - fo). Si a - a; ap-
partient 2 O et f - f, 2 T(S,V), on obtient (a - ao).(f - fo)(S) cQ'V'c W, et
- = - - ]
(a ao).fo(s) fo((a ao).S) c fo(ﬂs) c W, ao.(f fo)(S) € agV' < W. On en
déduit que a.f - ao.f0 € T(s,U).

Proposition 4 : Soient M et N des objets de M,, alors H (M,N), H (M,N),
—A Tk A, K

IiA’j?(M,N) sont des objets de EEA'

Preuve : Une application des lemmes 2 et 3 du % 1, donne la condition (B) pour

k et K. Cette condition est trivialement vérifiée pour F£.

Remarque 5 : Soient M un objet de EZA et N un objet de M, si I est un ensemble
de parties de M, stable par réunion finie, alors Iiz(M,N) a un systéme fondamen-
tal de voisinages de 0, constitué par 1l'ensemble des parties T(S,U), ou U parcourt
un systéme fondamental de voisinages de 0 de N et S parcourt Z.

Cela résulte aisément de la relation T(S1 Us,, U n Uz) c T(SI’UI) n T(SZ’UZ)'
La condition de la remarque est satisfaite pour I = k, K, £.

Il est clair que lorsque I est stable par réunion et N a un systéme fon-
damental de voisinages V(N) de 0, constitué de sous-groupes ( resp. N est un ob-
jet de M, ayant un systéme fondamental de voisinages V(N) de 0, constitué de
sous-modules ), alors }IE(M,N) (resp. IIA’X(M,N) ) a un systéme fondamental de
voisinages de 0, constitué des sous-groupes (resp. sous-modules ) T(S,U), ou U
parcourt V(N) et S parcourt I. Ces ensembles sont nécessairement ouverts, donc
fermés.

Soient M et N des objets de M ( resp. M, ). Pour tout élément x de M,
soit l'application évaluation e ! H(M,N) > N ( resp. IIA(M,N) + N ) définie
par ex(f) = f(x). L'application e est un morphisme de groupes (resp. de A-mo-

dules ); elle est continue, pour les topologies de la I-convergence, pour I =
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£, k, K; en effet, si 0 est un voisinage de 0 dans N, on a 8;1(0) = T(x,0).
I1 en est de méme pour le morphisme a.e, ol a € A, dans le cas ou M et N sont
des A-modules; en effet, si O est un vosinage de 0 dans N, on a (a.ex)-l(o) =
T(x, O : a). Il en résulte que I{z(M,N) (resp. IiA’z(M,N) ) est 1'intersection
des noyaux des morphismes continus ex+y se - ey pour x, y € M, (resp. e x -
a.e , ex+y e -e,pourx ye Met a € A). On en déduit que, lorsque N est

muni d'une topologie séparée, pour une topologie associée a un ensemble I =

£, k, K, le sous-espace IIE(M,N) (resp. H, z(M,N) ) de ]?z(M,N) est fermé.

Définition 6 : Soit X un espace topologique séparé, on dit que X est un espace
de Kelley lorsqufune partie U de X est ouverte si et seulement si U N C est un
ouvert de C, pour toute partie compacte C de X.

Il est bien connu que les espaces topologiques localement compacts et les es-
paces séparés vérifiant le premier axiome de dénombrabilité sont des espaces

de Kelley.

Proposition 7 : Soient M et N des objets de M,, la topologie de la convergence

-~

quasi-compacte sur IiA(M,N) est identique & la topologie compacts-ouverts, c'est
a dire 3 la topologie dont une base d'ouverts est donnée par l'ensemble des in-
tersections finies de parties de la forme T(K,U), ou K parcourt ICM et U varie
dans 1'ensemble des ouverts de N.

Preuve : Il suffit de plonger IiA(M,N) dans F(M,N) et d'utiliser le Théoréme

11 du Ch. VII de {12].

Proposition 8 : Soient M et N des objets de EQA’ alors :

1) Si N est séparé, il en est de méme pour I{A,IC(M’N)'

2) Si M est un espace de Kelley et si N est séparé complet, alors IIA,I((M’N)
est un espace séparé complet.

Preuve : On utilise les remarques ci-dessus, concernant la fermeture dans
]?IC(M’N) et les Théorémes 12 et 4, Ch. VII de [12].

Remarque 9 : Soit M un groupe Abélien topologique et soit le groupe compact
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R/Z, le groupe des caractéres de M est }il((M,Il/ZZ). On le désigne par Ch(M).
Lorsque M est localement compact, on retrouve le groupe classique des caracté-
res. I1 est bien connu que dans ce cas Ch(M) est localement compact. Le groupe
Ch(M) est compact (resp. discret ) si et seulement si M est discret (resp. com-
pact ).

Remarque 10 : Soit M un objet de QQA, au 1 1, nous avons défini pour tout élé-
ment x de M, un morphisme continu f e I{A(A,M). L'application ¢ : M ~» IiA(A,M),

définie par ¢(x) = fx’ est un isomorphisme algébrique de A-modules. Si l'on con-

sidare H, K_(A,N'I), on peut définir par transport de structure, a l'aide de ¢,
14

une topologie sur M. Une base d'ouverts sur M est alors constituée par les en-
n

sembles N 0i : Ki’ ol n est un entier, Oi un ouvert de M et Ki un quasi-com-
i=1

pact de A. De tels ensembles sont ouverts, cf. Remarque 4, ¥ 1. Réciproquement,
tout ouvert U de M est de la forme U : { 1 }. Ainsi la topologie de M et la to-
pologie déduite de la convergence quasi-compacte coincident.

On considére maintenant les morphismes continus entre espaces fonction-
nels de morphismes. Nous aurons besoin d'une condition de stabilité pour les

morphismes.

Condition (C) : Soit f : X + X' une application et soit I (resp. I' ) un ensem-

ble de parties de X (resp. X' ), on dit que f vérifie (C) si pour tout S € I il
existe S' € ' tel que f(S) c S'.

Proposition 11 : Soient f : M' > M et g : N - N' des morphisme de QQA, soient I

(resp. L' ) un ensemble de parties de M (resp. M' ), si f vérifie la condition
(C), alors 1l'application H(f,g) : IIA,E(M,N) > IIA,Z'(M"N')’ définie par la
relation H(f,g)(u) = g o u o f est un morphisme de M.

Lorsque I et L' vérifient la condition (B) et f la condition (C), alors H(f,g)
est un morphisme de QQA.

Ce résultat s'applique en particulier lorsque I = ' = £, k, K.

Preuve : Soit S' un élément de I', en vertu de (C) il existe S € I tel que
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£(S') ¢ §; soit O' un voisinage de 0 dans N', il existe un voisinage O de 0
dans N, tel que g(0) < 0'. On en déduit la relation H(f,g)(T(S,0)) < T(S',0').
Remarque 12 : Si le morphisme g est injectif et si le morphisme f est dense

et N' est séparé ( ou si f est surjectif ), alors le morphisme H(f,g) est in-

jectif.

Définition 13 : Un morphisme f : M » N de M est dit strict si M » f(M) est un

morphisme ouvert. Il est bien connu que le morphisme f est strict si et seule-
ment si pour tout voisinage V de 0 dans M, il existe un voisinage U de 0 dans N
tel que 1l'on ait U n £(M) c £(V).

Soit £ : M + N un morphisme de groupes topologiques, la topologie de M est image
réciproque de celle de N si et seulement si le morphisme f est strict et Ker(f)
est contenu dans z(M).La preuve utilise les faits suivants : un élément M de M
vérifie 1'axiome 0III de [ 2] et pour tout voisinage fermé V de 0 dans M on a 1la
relation V + z(M) c V. Ce résultat s'applique a un morphisme complétion.

Condition (F) : Soit f : X > X' une application et soit I (resp. I' ) un ensem-

ble de parties de X (resp. X' ), on dit que f vérifie la condition (F) si pour
tout élément S' de I' il existe un élément S de I, tel que S' ¢ £(S).

Lemme 14 : Soient f : M' > M et g : N » N' des morphismes de QQA, soient I (resp.
Z' ) un ensemble de parties de M (resp. M' ). Si les conditions (C) et (F) sont
vérifiées par f et si g est un morphisme strict, tel que Ker(g) soit contenu
dans z(N) (c'est a dire : la topologie de N est image réciproque de celle de N'),
alors H(f,g) est un morphisme continu et strict de M.

Preuve : Soient U un voisinage fermé de 0 dans N et S un élémenﬁ de &, la con-
dition (F) et la condition sur g nous assurent de l'existence d'un voisinage fer-
mé U' de 0 dans N' tel que g_l(U') c U et d'un élément S' de I' tel que S ¢ £(S').
On contrdle alors aisément que Im(H(f,g)) n T(S',U') < H(f,g)(T(S,U)).

Remarque : La condition sur g est satisfaite par un morphisme strict injectif.

Proposition 15 : Soient f : M' > M et g : N - N' des morphismes de ggA, soient
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Z (resp. £' ) un ensemble de parties de M (resp. M' ). On suppose que les con-
ditions (C) et (F) sont satisfaites par f et que g est un morphisme strict et
injectif, si le morphisme f est dense et N' est un espace séparé ( ou si f est
surjectif ), alors H(f,g) est un morphisme injectif, strict et continu de M.

En particulier, si le morphisme g est injectif et strict et le morphisme f est
surjectif et propre, le morphisme H(f,g) est continu, strict et injectif pour

la topologie de la convergence quasi-compacte.

Preuve : Compte tenu de ce qui précéde, il suffit de vérifier la condition (F)
pour £ = £' = K. Or l'image réciproque d'un quasi-compact par un morphisme pro-
pre est un quasi-compact.

Remarque 16 : Soient M et N des objets de M ;u QQA; si M est un espace sépa-

ré complet, alors sur H(M,N) ou I{A(M,N) les topologies de la convergence pré-
compacte et de la convergence quasi-compacte sont identiques. En effet N admet
un systéme fondamental de voisinages fermés de 0; de plus, une partie K de M est
précompacte si et seulement si K est une partie compacte; on constate alors que
pour un voisinage fermé O de 0 dans N et une partie K précompacte de M on a 1'é-

galité T(K,0) = T(K,0).

Proposition 17 : Soit B un endofoncteur A-linéaire de QQA.(fidéle ) tel qu'il
existe un morphisme fonctoriel i : Id - B. Si M et N sont des objets de QQA. il
existe donc un morphisme de A-modules B : }{A(M,N) > IIA(B(M),B(N)), (injectif ).

Soit I (resp. I' ) un ensemble de parties de M (resp. B(M) ). On peut alors con-

sidérer 1l'application A-linéaire B : I{A :(M,N) > IiA z,(B(M).B(N)).
’ ]

1) Si i, vérifie la condition (F), le morphisme B est continu.

M

2) Si iM vérifie les conditions (C) et (F), si Ker(iN) est contenu dans z(N) et
si iN est un morphisme strict, alors le morphisme B est continu et strict.

Preuve : Soient S' un élément de I' et O' un voisinage fermé de 0 dans B(N). Il
existe un voisinage O de 0 dans N, tel que iN(O) c 0'. Supposons que iy vérifie

la condition (F), il existe alors S € I telle que S' c iM(S). Si f est un élé-
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ment de IIA(M,N), tel que f(S) c 0, on obtient iN(f(S)) c iN(O) c 0', ou enco-
re B(f)(iM(S)) c0'; la continuité de B(f) implique B(£)(S') c 0'; on obtient
ainsi B(T(S,0)) < T(S',0'), c'est & dire que l'application B est continue.
Soient maintenant un élément S de I et un voisinage fermé V de 0 dans N. Si le
morphisme i, est strict, il existe un voisinage U de 0 dans B(N) tel que l'on
ait U n Im(iN) c iN(V). Si de plus, iy vérifie la condition (C), il existe un
élément S' de I' tel que iM(S) c S'. On obtient alors pour un élément f de l'en-
semble IIA(M,N), tel que B(f) € T(S',U), les relations B(f)(S') c U, B(f)(iM(S))
c U; on en déduit que iN(f(S)) cun Im(iN) c iN(V); mais alors on voit que l'on
a f(S) c VvV + Ker(iN) c V + z(N) c V; tout cegi nous montre que Im(B) n T(S',U)

c B(T(S,V)), c'est a dire que le morphisme B est strict s'il est continu.
Proposition 18 : Soient M et N des objets de M,, de morphismes complétion iM

A

et iN. On suppose que M est localement précompact. Alors le morphisme de A-modu-

les p : IIA,IC(M’N) > I{A’IC(M“,N‘) défini par u(f) = £ est continu, strict et
injectif, si N est séparé. De plus, on a Ker(u) c Z(I{A,IC(M’N))'

Preuve : Il suffit d'appliquer les résultats de la proposition précédente au
foncteur complétion. La condition (C) est satisfaite par iM’ puisque pour une
partie précompacte K de M, l'ensemble I;(ET est compact et puisque les topolo-
gies de la convergence compacte et précompacte coincident sur IIA(M‘,N‘). Si M
est localement précompact, alors M" est localement compact. D'aprés la Propo-
sition 10, § 9, Ch. I de [ 2], une partie compacte K de M" admet un systéme fon-
damental de voisinages compacts. Il en résulte que pour tout voisinage V de K,
il existe un ouvert U de M~ tel que K c Uc V, oa U est compact. La condition
(R) de [ 4], § 3, N° 4 est donc satisfaite. Ainsi les ensembles T(U,V), od U
parcourt l'ensemble des ouverts relativement compacts Ae M® et V l'ensemble des
ouverts de N°, est un systéme de générateurs de la topologie sur IIA,lc(M“,N“).
On en déduit qu'un systéme fondamental de‘voisinages de 0 de IIA’LC(M‘,N“) est

fourni par les ensembles T(U,V), ol U est un ouvert relativement compact et V
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un voisinage fermé de 0. I1 suffit alors de vérifier la condition (F) pour

I =)k et I' égal a 1'ensemble des ouverts relativement compacts. Or il est fa-
cile de voir que pour un ouvert U de M* on a U = iM(igl(U)), puisque i, est un
morphisme dense.

Corollaire 19 : Soient M et N des objets de QQA. Si M est localement précompact,
la topologie de la convergence précompacte sur I{A(M,N) est l'image réciproque

de la topologie de la convergence compacte sur I{A(M“,N‘).

Preuve : Le morphisme u est continu strict et Ker(u) c z(IIA k(M,N)).
’

Soit M un objet de QQA, on peut considérer son groupe des caractéres qui
a été défini par Ch(M) = I{IC(M,II/EZ). De maniére plus générale, si M est un
objet de M, et N un objet de M, on peut considérer Iiz(M,N), ot I est un en-
semble de parties de M. On sait que le groupe H(M,N) est un A-module, dont la
loi externe est la suivante : si f est un élément de H(M,N) et a un élément de
A, le morphisme a.f de H(M,N) est défini par (a.f)(x) = f(a.x), pour x € M. Or
H(M,N) est un sous-A-module de H(M,N). Nous allons voir que dans certains cas
Iiz(M,N) est un A-module topologique. Nous introduisons deux conditions, la pre-

miére étant satisfaite pour I = £, k, K.

Condition (a) : Pour tout élément S de I et tout élément a de A, il existe un

élément S' de T tel que aS c S'.

Condition (A) : Pour tout élément S de I il existe un voisinage U de 0 dans A

et il existe un élément S' de I tels que US c §'.

Proposition 20 : Soient M un objet de EEA et N un objet de M. Soit I un ensem-

ble de parties de M vérifiant les conditions (B), (a), (A), alors Iiz(M,N) est

un A-module topologique.

Preuve : Soit S € £ et soit O un voisinage fermé de O dans N, si f appartient a
H(M,N), la condition (B) montre qu'il existe un voisinage U de 0 dans M, tel
que Uf < T(S,0). Soient S € £ et O un voisinage fermé de 0 dans N, par la condi-

tion (a), il existe S' e 1, tel que aT(S',0) c T(S,0). De méme, soient S € I
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et O un voisinage fermé de 0 dans N, par la condition (A) il existe un élément

S' de I et un voisinage U de 0 dans A, tels que UT(S',0) c T(S,0). Ainsi les a-
xiomes MV de [ 3 ] sont satisfaits.

Proposition 21 : Soient M un objet de QQA et N un objet de M. Si M est locale-
ment compact ou si A est quasi-localement compact, le A-module IIIC(M’N) est topo-
logique.

Preuve : Les conditions (a) et (B) sont trivialement vérifiées. Soit S un élé-
ment de K; si A est quasi-localement compact, il existe un voisinage quasi-
compact U de 0 dans A; alors US est un élément de K, ce qui montre que la con-
dition (A) est satisfaite. Si M est localement compact, soit V un voisinage com-
pact de 0 dans M; alors l'ensemble U=V : S ést un ouvert de A contenant 0; soit
S' 1'adhérence de US dans V, alors S' est un élément de K et US est contenu dans
S': la condition (A) est satisfaite.

La condition (A) est relative au seul module M. On donne maintenant une

condition sur H.

Définition 22 : Soient M et N des objets de M. L'ensemble H = H(M,N) est dit

équicontinu si pour tout voisinage O de 0 dans N, il existe un voisinage U de 0
dans M, tel que Uc n [ f'l(o); feH ]:

On retrouve la définition usuelle de 1'équicontinuité dans le cas des espaces
uniformes, cf. [ 4]. Il est clair que toute partie d'un ensemble équicontinu est

équicontinue.

Proposition 23 : Soient M un objet de QQA et N un objet de M, si H(M,N) est

équicontinu, le A-module Iiz(M,N) est topologique pour tout ensemble I vérifiant

les conditions (B) et (a).

Preuve : les conditions (a) et (B) entrainent les axiomes MV, et MV ,. Soient
S un élément de I et O un voisinage de 0 dans N; par équicontinuité de H, il
existe un voisinage U de 0 dans M, tel que U c f-l(O), pour tout élément f de

H. Puisque S est bornée, il existe un voisinage V de 0 dans A, tel que VS c U;
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on en déduit aisément que VT(S,0) c T(S,0).

Remarque 24 : Soient M et N des objets de M et soit H = H(M,N). Si H est é-
quicontinu, les topologies de la convergence simple, quasi-compacte, précompacte
et de la convergence simple sur une partie partout dense D de M coincident; il
suffit d'appliquer le Théoréme 1, § 2, N° 4 de [ 4]. Puisque les conditions (a)
et (B) sont vérifiées pour K, si M est un objet de M, et N un objet de M, on
voit que IIZ(M,N) est un A-module topologique pour I = £, k, K.

Remarque 25 : Soit f : M > N un morphisme continu, strict et injectif de M, si
N est un objet de QQA, si f est un morphisme de HA’ alors M est un objet de ggﬁ.
En effet, M est homéomorphe a £f(M) et l'application A x £(M) -+ f(M) est continue.
On déduit des Propositions 18 et 21 que Iilc(ﬁ,N) est un A-module topologique si
M est un objet localement précompact de EEA et N un objet séparé de M.

Remarque 26 : Soit M un objet de ggA, on désigne par B l'ensemble des parties
bornées de M. Il est clair que B est stable par réunion finie, par sous-ensem-

ble et vérifie les conditions (B), (a). Nous en déduisons que I{IB(M’N) est un

A-module topologique, s'il est équicontinu ou si B vérifie (A) dans M.

Soient M un objet de ggA et N un objet de g!. On désigne par & 1'ensem-
ble des morphismes (continus ) de A-modules fa t M > M, pour a € A. On considére
sur M un ensemble I de parties, vérifiant la condition (B). On peut alors consi-
dérer sur @ la topologie de la I-convergence. Soit l'application ¢ : A » P, dé-
finie par ¢(a) = fa' L'application ¢ est surjective et continue : si S est un
élément de £ et U un voisinage de 0 dans M, on a la relation ¢‘1(T(S,U)) =U : 83
d'autre part, la condition (B) montre que U : S est un voisinage de 0 dans A.
Considérons l'application p : @ x Iiz(M,N) > IIE(M,N), définie par u(fa,u) =
uof =a.u. L'application A x EIE(M,N) > I{Z(M.N), définie par la loi externe
de A-modules se factorise en p o (¢ x Id); elle est donc continue si p est con-

tinue. Considérons maintenant 1l'application partielle.uu : O -+ I{X(M,N). définie

par uu(fa) = u(fa,u), pour un élément u de I{X(M,N), fixé. Elle est continue :
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si S est un élément de I et U un voisinage de 0 dans N, on a uu(T(S,u-l(V)) c
T(S,V). Soit maintenant l'application partielle M, Iiz(M,N) > I{z(M,N), défi-
nie par ua(u) = u(fa,u), pour a € A fixé. Un simple calcul montre que T(AS,U) =
n( u;l(T(S,U)); ae€A], lorsque S € £ et U est un voisinage de 0 dans N. Nous
sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat qui suit.

Proposition 27 : Soit M un objet de M, et soit N un objet de M. Soit I un en-

A

semble de parties de M, contenu dans B. On suppose que I vérifie la condition :

pour tout S € I et tout voisinage U de 0 dans N 1'ensemble T(AS,U) est un voi-
sinage de 0 dans Iiz(M,N). Alors I{Z(M,N) est un A-module topologique.
La condition sur T(AS,U) est satisfaite dans deux cas :
1) Il existe S' € £ telle que AS c S'. |
2) L'ensemble I est constitué de sous-modules de M.
Preuve : En vertu du Corollaire 3, N° 1, § 2 de [ 4] et des considérations pré-
cédentes, il suffit de montrer que la famille { Hy / a € A} est équicontinue,
ce qui résulte de 1l'hypothése T(AS,U) est un voisinage de 0. Dans le cas de 1),
la condition sur T(AS,U) résulte de T(S',U) < T(AS,U) pour S € I et pour un voi-
sinage fermé U de 0 dans N.

Si A est un anneau quasi-compact (resp. précompact, fini ), la proposi-
tion précédente montre que IIE(M,N) est un A-module topologique pour I = K

(resp. k, £ ).

Nous allons formuler le théoréme d'Ascoli dans le cadre de notre étude.
Théoréme 28 : Soient M et N des objets de EEA' On suppose que N est précompact.
1) Soit I un recouvrement de M, alors. l'espace I{A,X(M’N) est précompact si et
seulement si sur IIA(M,N) la topologie de la Z-convergence est identique a la
topologie de la convergence simple.

2) Si M est localement compact et si N est un espace compact, I{A EC(M’N) est

compact si et seulement si les topologies de la convergence quasi-compacte et
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de la convergence simple coincident sur I{A(M,N).

3) Si M est localement compact et si N est un espace compact, alors 1l'espace
I{A,I((M’N) est compact si et seulement si IIA(M,N) est équicontinu.

Preuve : La partie 1) est une conséquence immédiate de 1l'exercice 9), § 2 de

[ 4], puisque N est supposé précompact. En ce qui concerne 2), lorsque M est un
espace de Kelley et N un espace compact, la Proposition 8 montre que 1l'espace
uniforme I{A,l(( M,N) est séparé complet. Dans ce cas il est précompact si et
seulement si il est compact. On applique alors la partie 1). Montrons 3); si
IIA(M,N) est équicontinu, la remarque 24 montre que les topologies de la conver-
gence simple et de la convergence quasi-compacte coincident sur IiA(M,N). L'as-
sertion 2) montre alors que IiA’lC(M.N) est compact. Si l'on suppose que 1l'es-
pace IIA,I((M’N) est compact et que M est un espace de Kelley, le Théoréme 1

de Gale dans [ 8 ] montre que, lorsque F est un fermé de ¥ (M,N) et V un ouvert
de N, 1l'ensemble N [ f-l(V); f € F ] est un ouvert de M. On en déduit aisément

que I{A(M,N) est équicontinu, puisque H, IC(M’N) est fermé dans F(M,N), cf.
?

la remarque 5.
Remarque : les parties 2) et 3) sont vraies si M est un espace de Kelley, tel que K recouvre M.

Soient M et N des objets de M ou QQA, si 1'on prend £ = { M }, on ob-
tient sur H(M,N) ou IiA(M,N) la structure de la convergence uniforme. Un systé-
melfondamental de voisinages de 0 est alors fourni par les ensembles T(M,U), oa
U varie dans un systéme fondamental de voisinages de 0 de N. Les conditions (a)
et (A) sont vérifiées. La condition (B) n'est autre que la condition : M est bor-
né. Elle est évidemment réalisée si M est précompact. Si l'anneau A est borné et
M est un A-module de type fini, alors M est borné. Cette derniére condition est
satisfaite par des topologies importantes dans la pratique.

Définition 29 : On dit que l'on a une topologie linéaire sur

1) un anneau topologique A, si un systéme fondamental de voisinages de 0 de A
est constitué par un ensemble d'idéaux (nécessairement ouverts, donc fermés )

2) un A-module topologique M, si un systéme fondamental de voisinages de 0 de
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M est constitué par un ensemble de sous-modules ( nécessairement ouverts, donc

fermés ).

Définition 30 : On désigne par AL, la sous-catégorie pleine de A dont les ob-

jets sont les anneaux munis d'une topologie linéaire (linéairement topologisés).
Soit aussi A un objet de A, on désigne par MI., la sous-catégorie pleine de M,
dont les objets sont les modules munis d'une topologie linéaire ( linéairement
topologisés ).

I1 est immédiat que tout objet de AIXL. est borné. Ainsi pour un anneau A linéai-
rement topologisé, tout module topologique de type fini sur A est borné.

Si A est un anneau linéairement topologisé, un systéme fondamental V(A) de voi-
sinages de 0, constitués d'idéaux, définit sur un A-module M une topologie li-
néaire, dite associée, sur M : on prend V(M) = { I.M / I € V(A) }. Si le A-mo-
dule M est de type fini, la topologie associée est la topologie canonique sur M,
cf. 1 1. Pour la topologie associée, tout morphisme de A-modules est continu, et
tout ensemble de morphismes HA(M,N) est équicontinu.

Si A est un anneau linéairement topologisé et si M est un objet de M,, borné,
la topologie de M est moins fine que la topologie associée. Par conséquent, si
M est un objet de QQA, muni de la topologie canonique et borné, la topologie
canonique est identique a la topologie associée.

I1 existe une maniére canonique de munir un objet A de A et les objets de

ﬂA de topologies linéaires.

Définition 31 : Soit A un anneau et soit I un A-module injectif. La topologie

I-adique est définie de la maniére suivante : un systéme fondamental de voisi-
nages de 0 d'un A-module M est donné par l'ensemble des noyaux des morphismes
de A-modules M » I" , ot n € N - {0}. Alors A est un objet de AT, et M un ob-
jet de gg;gA. Cette topologie est définie par J. Lambek, dans [13].et [14].
Pour la topologie I-adique, tout morphisme de A-module est continu. Si N est un

sous-module de M, la topologie I-adique sur N est induite par la topologie I-
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adique de M. De plus, si A est un anneau Noethérien local, d'idéal maximal
P, soit I 1l'enveloppe injective du A-module A/P. Lorsque M est un A-module
de type fini, les topologies P-adique et I-adique sur M sont les mémes.

Nous avons considéré sur I{A(M,N) diverses topologies, liées a des
ensembles de parties I de M, de nature purement topologique. En ce qui con-
cerne la structure de A-module, la topologie suivante sur H semble mieux
adaptée. Nous avons besoin d'une nouvelle notion :

Définition 32 : Soit N un objet de QQA. on dit que N est quasi-borné si tout

sous-module de N, de type fini, est borné.

Si N est un objet borné de QQA, alors N est qqasi-borné. Si A est un anneau
borné, tout objet N de QQA est quasi-borné. C'est le cas si A est muni d'une
topologie linéaire ( par exemple, si A est compact : cf. le corollaire 9 du

9 1) ousi A est muni de la topologie discréte. Pour démontrer ce qui préce-
de, on remarque qu'il existe un morphisme continu A" » M, lorsque M est un
module de type fini.

Soit N un objet de EQA et soit M un A-module de présentation finie.
Munissons HA(M.N) de la topologie de la convergence uniforme. Un systéme fon-
damental de voisinages de 0 est donc donné par les sous-ensembles T(M,U) de

HA(M,N), ou U parcourt un systéme fondamental V(N) de voisinages de 0 de N.
On observe alors que HA(M,N) est un objet de M pour la topologie précéden-
te : la base de filtre des voisinages de 0 dans HA(M,N) vérifie les axiomes
GV!

I
vérifiés par V(N).

, GViI de [ 3], ce fait étant une conséquence immédiate des mémes axiomes

Lemme 33 : Soit N un objet de ggﬂ, quasi-borné et soit M un A-module de pré-

sentation finie. Muni de la topologie de la convergence uniforme, HA(M,N)
est un A-module topologique.

Preuve : Les axiomes MVII et MVIII sont aisément vérifiés. La validité de

MV, résulte des faits suivants : soit f € H,(M,N) et soit U e V(N), puisque
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f(M) est un sous-module de type fini de N, il est borné. Il existe donc un
élément O de V(A), tel que Of(M) ¢ U, d'ot 1'on déduit que Of c T(M,U).

Soit maintenant, un A-module M quelconque; on sait que tout module M
est limite inductive d'un systéme inductif filtrant { MA }AeA de A-modules
de présentation finie. On obtient un isomorphisme de A-modules, associé aux
morphismes canoniques de A-modules jA ) MX + M, a savoir le morphisme cano- -
nique HA(M,N) > Lim HA(MA’N) défini par £ » (f o jk)' Si l'on munit la limite
projective de la topologie canonique déduite des topologies de la convergence
uniforme sur HA(MX'N)’ par transport de structure, on obtient un systéme fon-
damental de voisinages de 0 dans HA(M,N); ce dernier est constitué par les
intersections finies d'ensembles T(jA(Mx)'U)’ ou A € A et U est un élément
de V(N). Le systéme de A-modules étant inductif filtrant, on voit que finale-
ment HA(M.N) est muni d'une topologie de la I-convergence, ou I = {jA<MA)}AeN
I1 est clair que HA(M,N) est un objet de M; si N est quasi-borné, alors
HA(M,N) est un objet de ggA. Si N est un objet quasi-borné de QQJQA, alors
H,(M,N) est un objet de MI., : en effet, en choisissant un systéme V(N),

constitué de sous-modules U de N, on constate que les ensembles T(jA(MA)’U)

sont des sous-modules.

Pour montrer que la topologie ainsi obtenue est indépendante de la représenta-
tion de M en tant que limite inductive, nous avons besoin des notions suivantes.

Définition 34 : Soit P un sous A-module d'un A-module P', on dit que 1l'injec-

tion P -+ P! est pure si pour tout A-module M on a un morphisme injectif de A-

]
modules M GA P-M GA |

On dit qu'une suite exacte 0 » P + P' > Q + 0 de A-modules est pure si P » P!
est pure.

Si { Mi } est un systéme inductif filtrant de A-modules, on sait que la limi-

te inductive Q de ce systéme peut étre considérée comme un quotient P'/P de A-
modules, ou P' = @ Mi; alors la suite 0 » P + P' » Q » 0 est pure, puisque le

produit tensoriel commute aux limites inductives et aux sommes directes.
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Nous avons maintenant le résultat classique, pour une suite exacte pure du type
ci-dessus : pour tout module M de présentation finie le morphisme de A-mo&ules
HA(M,P') > HA(M,Q) est surjectif.

Considérons alors un morphisme de A-modules f : M - M' et supposons que l'on
ait M = Lim HA s M' = Lim M& » pour des limites inductives filtrantes de A-mo-
dules de présentation finie. Le morphisme de A-modules h : HA(M',N) -> HA(M,N)
défini par h(u) = u o f, est continu; en effet, le résultat ci-dessus sur les
suites pures entraine que, pour tout indice A, il existe un indice u tel que

f(jA(MA)) c ju(M;), puisque MA est de type fini; on en déduit aisément que l'on
a h(T(ju(M;),U) c T(jA(MA),U)).Si 1'on choisit f = Idy, on voit que la topolo-
gie sur HA(M,N) est indépendante de la représentation choisie.

Résumons ce qui a été obtenu :

Définition 35 : Soit A un anneau topologique et soient N un objet quasi-borné

de ggA et M un objet de gﬂ. On appelle topologie de la présentation finie sur
HA(M,N), ou encore topologie TPr, la topologie dont un systéme fondamental de
voisinages est donné par les sous-ensembles T(jA(MA),U), ou { MA }AEA est un
systéme inductif filtrant de A-modules de présentation finie, de limite induc-
tive M et ou jA : MA + M est le morphisme canonique, les ensembles U variant
dans un systéme fondamental de voisinages de 0 de N.

Alors HA(M,N) est un objet de EQA. Si N est un objet de gg;gA, il en est de
méme pour HA(M,N).

Si f : M » M' est un morphisme de A-modules, alors le morphisme de A-modules

HA(M',N) > HA(M,N) est continu.

Supposons maintenant que N soit un objet de ggA, tel que A soit borné dans
N : pour tout U € V(N), il existe V € V(N), tel que AV c U. Cette hypothése est
vérifiée dans le cas ou N est un objet de r41;A. On notera que A est borné dans

le A-module B(A).
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Si A est précompact, l'anneau A est borné dans tout A-module N.

Supposons donc que A soit borné dans M et considérons l'isomorphisme cano-
nique de A-modules ¢ : N - HA(A,N), défini par ¢(x) = f . On obtient un iso-
morphisme topologique : si U est un élément de V(N), on a ¢(U) > T(A,U); or
A est borné dans N; il existe donc V € V(N), tel que ¢(V) c T(A,U). De méme,
1'isomorphisme canonique de A-modules Y : N > HA(An,N) est un isomorphisme
topologique : si Ul"" Un e V(N), on a la relation T(An,U1 N +e- N Un) c
W(T(A,Ul) X oree X T(A,Un)); soit V € V(N), il existe des éléments Ul"" Un

n
de V, tels que Uy + +*++ + U < V; on en déduit : ¥( I T(A,U;)) c T(A",V).
i=1

Soit N un objet quasi-borné de de M, (resp. ML, ), on peut défi-
nir un foncteur contravariant FN : MA - QQA ( resp. FN : HA > QQJQA ) en
posant FN(M) = HA(M,N), ou FN(M) est muni de la topologie TPr.

Si de plus A est borné dans N, pour un A-module de présentation finie M, il
existe une suite exacﬁe AP 5> A" 5 M > 0, qui donne une suite exacte de mor-
phismes continus de A-modules 0 - FN(M) + N" > NP,

Rappelons la définition suivante :

Définition 36 : Soit L un objet de deJA, on dit que L est linéairement com-

pact, si toute base de filtre constituée de variétés linéaires affines de L
admet au moins un point adhérent et si la topologie de L est séparée.

Il est bien connu que tout produit de modules linéairement compacts est un
module linéairement compact; on a le méme résultat pour une limite projec-
tive : une telle limite est un sous-espace fermé d'un produit de modules
linéairement compacts; il suffit alors d'appliquer le résultat suivant : si L
est linéairement compact, un sous-module de L est linéairement compact si

et seulement si il est fermé.

Théoréme 37 : Soit N un objet quasi-borné de EQA(resp. gg;;A ), tel que A
soit borné dans N. Soit M un A-module. Alors, si N est compact (resp. pré-

compact, linéairement compact ), il en est de méme pour FN(M).
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Preuve : Soit M un objet de !A’ alors FN(M) est isomorphe topologiquement 3
une limite projective de A-modules F(P), ou P est un module de présentation
finie. On peut donc supposer M de présentation finie. Considérons la suite
exacte de morphismes continus 0 » F(M) » N? > NP, Les A-modules NP, NP sont
compacts (resp. linéairement compacts, précompact$ ) si N l'est. Puisque le
morphisme A" > M est un morphisme surjectif, le morphisme FN(M) > N est
strict. Ainsi F(M) est isomorphe topologiquement a son image dans N", donc
au noyau fermé du morphisme N" > NP ( dans le cas compact, ou linéairement
compact ). Le résultat cherché en découle immédiatement.
Remarque : Lorsque N est compact, ou précompact, les conditions : N est
quasi-borné et A est borné dans N sont automatiquement vérifiées. Soit un
morphisme A -~ B de A ou B est un objet de AL, il est clair que A est bor-
né dans le A-module topologique B. De plus, B est borné : soit J un idéal de
B au-dessus d'un idéal I de A et supposons que J soit un élément d'un systéme
fondamental de voisinages de 0 de B; la relation I € J A B montre que J A B
est un idéal ouvert de A, puisqu'il en est ainsi de 1'idéal ouvert I.

Soit A un objet de AI., muni d'une topologie T. Les idéaux fermés I
de A tels que A/I soit artinien, forment un systéme fondamental de voisinages

de 0 pour une topologie linéaire TSLC, moins fine que T. On désigne par SL(A)
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le séparé complété de A, pour cette topologie. Alors SL(A) est un anneau stric-

tement linéairement compact, cf. {1, Ch. III, § 2, Ex. 23 ]. Le morphisme ca-

nonique A » SL(A) fait de SL(A) un A-module topologique strictement linéaire-
ment compact, en vertu de [ 1; Ch. III, § 2, Ex. 19 ], donc linéairement com-

pact.

Corollaire 38 : Soit A un anneau et soit M un A-module, alors :

1) Si A est un objet de A, le A-module FB(A)(M) est compact.
2) Si A est un objet de AL., le A-module FSL(A)(M) est linéairement compact.
Preuve : On applique le théoréme précédent aux A-modules bornés B(A), SL(A),

puisque A est borné dans ces A-modules, cf. la remarque ci-dessus.
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Corollaire 39 : Soit N un objet quasi-borné de QQA (resp. de;A ), tel que

A soit borné dans N. Supposons N compact ou précompact (resp. linéairement
compact ). Soit M un A-module de présentation finie. Alors I{A(M,N) est com-
pact ou précompact (resp. linéairement compact ) pour la topologie TPr.
Preuve : D'aprés [4 ; § 1, N° 6, Théoréme 2 ], le sous-espace F(M,N) de
F(M,N) est fermé pour la topologie de la convergence uniforme, donc I{A(M,N)
est fermé dans FN(H).

Remarque : Soit M un objet de EEA , tel que M = Lim M, ou les A-modules
MA sont de présentation finie; pour un indice A, soit jx : MA + M le mor-
phisme canonique. On suppose que les modules MA sont des objets de ggA et
que M est muni de la topologie finale, associée 4 l'ensemble des applica-
tions j,. Alors 1'isomorphisme HA(M,N) - Lim HA(MX’N) de M,, pour la topo-
logie TPr, induit un isomorphisme topologique I{A(M,N) > Lim IiA(MA,N) : en
effet, un morphisme f : M - N est continu si et seulement si f o jA est con-
tinu, pour tout indice A. Dans ce cas, I{A(M,N) est compact (resp. linéaire-
ment compact, précompact ) s'il en est de méme pour N, cf. le corollaire 39.
On notera, toutefois, que les conditions de la remarque sont rarement véri-
fiées : une topologie finale , associée & des morphismes de EEA , n'est pas

en général compatible avec la structure de A-module.

2

Nous allons considérer les foncteurs I-IA(?,N)2 ou F°, de maniére a

obtenir un morphisme de M dans son N-bidual. Auparavant, nous avons besoin

d'un lemme.

Lemme 40 : Soit M un objet de ggA et soit N un objet de EQA’ tel que A soit
borné dans N. Tout sous-A-module de type fini de I{A(M,N) est équicontinu.

Preuve : Supposons que le sous-module L soit engendré par fl,..., fn. Pour

tout voisinage V de 0 dans N, soit U un élément de V(N), tel que nU c V.

Puisque A est borné dans N, il existe un élément O de V(N) tel que AO c U,

On en déduit que £7°(0) n ... n fl@eng el e .
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Théoréme 41 : Soient M et N des objets de QQA. On considére le morphisme de
A-modules oy : M - HA(HA(M,N),N). défini par oM(m)(f) = f(m), pour m € M

et f e HA(M,N)-

1) Si M est un espace de Kelley, le morphisme oy ¢ M- I{A,EC(I{A,IC(M'N)’N)’
déduit de Oy est continu.

2) Si A est borné dans N, le morphisme de A-modules sy P M~ FN(E{A(M,N)),
déduit de 8y» est continu, pour la topologie TPr sur FN(IIA(M,N)).

Preuve : La partie 1) n'est autre que [ 8 ; Théoréme 2 ], appliqué a la situa-
tion. Montrons 2); un voisinage de 0 dans F(I{A(M.N)), pour la topologie TPr
est de la forme T(L,V), ol V € V(N) et L est un sous-module de type fini de
I{A(M,N); en vertu du lemme 40, il existe un voisinage U de 0 dans M, tel que
U soit contenu dans f-l(V), pour tout f € L; on contrdle alors aisémenf que
SM(U) < T(L,V).

Remarque : Si 1'on a IiA(M,N) = HA(M,N), alors oy est continu. C'est le cas,
par exemple, si M et N sont munis d'une topologie associée a une topologie
P-adique sur A, ou munis de la topologie I-adique, I étant un A-module injec-
tif.

Plus généralement, on a un morphisme de A-modules F§ (M) » FN(I{A(M,N)).

On en déduit que Ker(sM) contient Ker(oM). Ce dernier sous-module de M n'est
autre que le rejet de N dans M, désigné par RejM(N). I1 est clair que RejM(N)
est égal a N [ Kerf; f e HA(M,N) ]. Nous appelons rejet topologique de N

dans M, le sous-module IiejM(N) =N [ Ker(f) ; £ € IIA(M,N) 1= Ker(sM).

Corollaire 42 : Soit M un objet de M, et soit by : M » B(M) le morphisme

A
canonique de M dans son compactifié de Bohr. Il existe alors un diagramme
commutatif : bM
M > B(M)
sM v 4
Fp(a) (H, (M,B(A)))

On en déduit que Ker(bM) est contenu dans IiejM(B(A)).lh\particulier, le mor-
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phisme hqestinjectif si IlejM(A) = 0 (par exemple, si M est un A-module to-
pologiquement reflexif ) et si le morphisme A -+ B(A) est injectif.

Preuve : En vertu du Corollaire 38, le A-module topologique FB(A)(IIA(M,B(A)))
est compact et Sy est un morphisme continu. On en déduit l'existence du dia-

gramme commutatif. Il en découle que Ker(bM) est contenu dans I!ejM(B(A)).

Soit un élément f de IIA(M,A), la fonctorialité de B nous montre qu'il existe

un diagramme commutatif de ggA :

M - A
+ ¥
B(M) -~ B(A)

I1 existe donc un élément g de I{A(M,B(A)), fel que Ker(f) = Ker(g).
Remarque : Supposons les objets de !!A munis d'une topologie, telle que 1l'on
ait HA(?,?) = }iA(?,?). par exemple une topologie adique. Dans ce cas, pour
un objet M de M, ona RejM(A) = I{ejM(A). I1 en résulte que pour tout mo-
dule projectif M, le morphisme bM est injectif si le morphisme A - B(A) est
injectif.

Grace aux résultats obtenus, nous pouvons généraliser la théorie des
caractéres aux A-modules.
Si M est un objet de M,, son groupe des caractéres est Ch(M) = IIIC(M,IK/EZ).
En fait, comme le montre la proposition 21, si M est un A-module localement
compact, Ch(M) est un A-module topologique. En recopiant les résulats de [ 5],
on obtient sans peine le théoréme de dualité de Pontryagin.
Nous dirons qu'une suite d'objets 0 > M > N> P > 0 de EQA est topologique-
ment exacte si elle est exacte dans M, et si les morphismes M - N et N> P

A

sont stricts et continus.

Proposition 43 : Soit A un anneau topologique, soit IJCZA la sous-catégorie

pleine de EEA’ constituée des objets localement compacts, alors :

1) Ch est un foncteur contravariant de I‘(:A dans elle-méme. Il est exact.
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2) Le morphisme canonique M » Ch(Ch(M)) est un isomorphisme de M,, foncto-
riel.

3) Si M est un objet de M,, alors M est compact (resp. discret ) si et seu-
lement si Ch(M) est discret (resp. compact ).

Une construction classique du compactifié de Bohr dans M se fait &
1'aide du foncteur Ch. On peut imiter cette construction pour les A-modules
M, a condition que Ch(M), muni de la topologie discréte, soit un A-module
topologique. La seule condition a vérifier est : pour tout élément f € Ch(M),
il existe un ouvert U de A, tel que U.f = 0, id est f-l(O) 1y M est un idéal
ouvert de A. Cette condition est évidemment réalisée, lorsque A est muni de
la topologie discréte, pour tout A-module M. |
Nous désignons par Ch(M)d le groupe H(M,R/Z), muni de la topologie discréte.
Lemme 44 : Soit M un objet de QQA. On suppose que M est précompact et séparé,
alors le morphisme de groupes Ch(B(M)) - Ch(M)d est un isomorphisme topologi-
que pour la topologie discréte. Il en résulte que Ch(M), muni de la topologie
discreéte, est un A-module topologique.

Preuve : Le morphisme M + B(M) n'est autre que le morphisme M -+ M". Il est
donc continu injectif, dense et strict. Le principe de prolongement des iden-
tités montre que Ch(B(M)) » Ch(M) est injectif. Puisque R/Z est un groupe
séparé complet, car compact, par densité du morphisme M - B(M), on voit que
le morphisme Ch(B(M)) - Ch(M) est surjectif.

Désignons par C la collection des objets M de QQA, tels que H(M,R/Z) muni
de la topologie discréte, soit un A-module topologique. La collection C con-
tient les objets précompacts séparés et est égale a ggA si A est muni de la
topologie discrete.

Théoréme 45 : Soit M un élément de C, localement compact. Alors le compacti-

fié de Bohr de M est le A-module topologiqueeCh(Ch(M)d). De plus le morphisme

M- Ch(Ch(M)d) est injectif.
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Preuve : Si M est un élément de C, le A-module Ch(M)d est topologique. La
proposition 43 montre que Ch(Ch(M)d) est un A-module topologique compact.
Soit i le morphisme identique i : Ch(M)d -+ Ch(M), c'est un morphisme de A-
modules bijectif et continu, entre modules localement compacts. Considérons
le morphisme de A-modules Ch(i) : Ch(Ch(M)) - Ch(Ch(M)d), il est injectif
puisque i est surjectif; en vertu de [5; Ch. II, § 1, Cor. 6 ], puisque

i est injectif, Ch(i) est dense. On obtient donc un morphisme composé :

M -+ Ch(Ch(M)) » Ch(Ch(M)d), ou le premier morphisme est un isomorphisme.
Finalement, on a obtenu un morphisme dense injectif M - Ch(Ch(M)d) de M,
qui n'est autre que le canonique. Si nous remplagons M par un module com-
pact P, le morphisme P » Ch(Ch(P)d) = Ch(Ch(P)) est un isomorphisme. En

observant le diagramme commutatif, déduit d'un morphisme M + P, ou P est un

A-module compact :

=

~  Ch(Ch(M),)

+ ¥

P > Ch(Ch(P),)
on déduit le reste de la preuve.
Remarque : Dans M le compactifié de Bohr s'obtient dans tous les cas, par
la méthode précédente : il est facile de voir que Ch(M) et Ch(BA(M)) sont
isomorphes algébriquement, donc isomorphes topologiquement pour la topolo-

gie discréte, donc nécessairement B(M) = Ch(Ch(M)d)
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1 3 - PROPRIETES DU COMPACTIFIE DE BOHR

On se propose, tout d'abord, de donner le calcul du compactifié dans

certaines situations assez générales.

Proposition 1 : Soit f : M » N un morphisme de EQA. On suppose que f est

injectif, dense et strict. Alors BA(N) est un compactifié de Bohr de M. Le
résultat analogue est vrai dans A.

Preuve : On peut appliquer [17; Théoréme 13.1 ]; en effet, on peut considé-
rer que M est un sous-module de N. De plus, si u : M > P est un morphisme
de QQA, ou P est compact, alors P est séparé complet.- I1 existe alors une
factorisation unique de u a travers f.

Proposition 2 : Soit M un objet de M, et soit une factorisation du morphis-

A

me canonique bM t M- BA(M)’ a travers un morphisme dense d : M +» M' de QQA.

Alors le morphisme canonique BA(M) > BA(M') est un isomorphisme de ggA.
Le résultat analogue est vrai pour A.
Preuve : On constate que l'on a un diagramme commutatif de ggA :
Mo> M - B,(M')

v s

B, (M)
Soit M » P un morphisme, ou P est un module compact. Il se factorise a tra-
vers bM‘ On en déduit une factorisation de M - P, a travers le morphisme
dense M - BA(M'). Le résultat en découle.
Corollaire 3 : Le morphisme bM se factorise 2 travers les morphismes denses
qui suivent :
1) Le morphisme canonique M » M" de M dans son séparé complété.
2) Le morphisme M ~» M/Ker(bM)
3) Le morphisme M »> s(M)

On en déduit que BA(M) = BA(M‘) = BA(M/Ker(bM)) = BA(S(M)).

233
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Les mémes résultats sont vrais dans A . Si IC est composante connexe de 0
dans A, le morphisme A - A/IC est dense et se factorise & travers A - B(A).
On a donc B(A) = B(A/IC).

Preuve : Pour 1), 2), 3), on utilise la propriété universelle d'un séparé com-
plété. Soit b : A » B(A) le morphisme canonique, on a b(IC) = 0, puisque B(A)
est totalement discontinu.

Proposition 4 : Soit M un objet de QQA. On suppose que le compactifié de Bohr

B(M) du groupe Abélien M vérifie M > B(M) est strict et injectif. On suppose
aussi que le morphisme A + B(A) est strict et injectif. Alors B(M) est le com-
pactifié de Bohr dans M, et B(M) est un objet de g‘:B(A)'
Preuve : Considérons 1'application composée A >X M - M -+ B(M), ou la premiére
application est la multiplication par les scalaires. Elle est évidemment Z-
bilinéaire continue. Le morphisme A > M + B(A) > B(M) est strict, injectif
et dense. En vertu de [ 3; Ch. 3, § 6, Théoréme 1 ], on obtient une application
Z-bilinéaire continue B(A) >< B(M) - B(M), prolongeant A > M -+ M. On obtient
ainsi une loi externe continue sur M de domaine d'opérateurs A. Le théoréme
de prolongement des identités donne les axiomes manquants de la structure de
B(A)-module. De plus, M » B(M) est un morphisme de A-modules. La proposition
1 permet de conclure.

La proposition précédente fait intervenir la condition M - B(M) est un
morphisme strict; il est donc intéressant d'examiner cette condition.

Proposition 5 : Soit b un morphisme de compactification de Bohr dans QQA ou

A. Soit X un objet de M, ou A , soit la factorisation X » X/Ker(b) = X' »

B(X). Alors :

1) Le morphisme b est strict si et seulement si le morphisme X' - B(X) = B(X')
est strict.

2) Le morphisme b est strict si et seulement si X' est précompact.

Preuve : La partie 1) résulte du fait que le morphisme X -+ X' est ouvert et
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surjectif. On peut donc supposer le morphisme b injectif. Supposons b injectif
et strict. Une remarque suivant la définition 13 du ¥ 2, montre que la topolo-
gie de X' est image réciproque de celle de B(X), puisque Ker(f) c z(X). Dans
ce cas, la topologie de Bohr de X' est égale a la topologie de X'. Il en décou-
le que B(X') = B(X), en vertu du corollaire 3, n'est autre que le complété X'~.
Ainsi, X' est précompact. Réciproquement, si X' est précompact, nous savons
que B(X') = B(X) = X'". Puisque le morphisme X' - X'" est strict, la récipro-
que est démontrée.

Remarques : Le noyau de b n'est autre que l'intersection des voisinages de 0,
pour la topologie de Bohr. Dans le cas d'un é;ément A de A, ce noyau est égal
a l'intersection des idéaux ouverts I de A, tels que A/I soit un anneau fini,
cf. 1 1.

Si A est précompact, il en est de méme pour A'.

Soit A un anneau muni d'une topologie linéaire. Si A est linéairement compact
(resp. strictement linéairement compact ) le morphisme A -+ B(A) est surjectif
(resp. surjectif et strict ). En effet, en vertu des exercices [ 1; Ch. 3, §2 ],
puisque B(A) est un A-module linéairement topologisé, le morphisme A -+ B(A) a
une image fermée (resp. a une image fermée et est strict ). Dans le dernier
cas A' est égal a B(A).

Supposons A localement compact , si le morphisme A' -+ B(A) est strict, c'est
un isomorphisme topologique. En effet, son image B dans B(A) est un sous-espace
localement compact, dense, de B(A). Un théoréme classique affirme que B est
ouvert dans B(A), donc fermé. Il en résulte que B = B(A). On a donc encore

A' = B(A).

Si A est un anneau muni de la topologie discréte, il est localement compact.
Mais A' > B(A) n'est pas strict en général, sinon la topologie de A'serait la
topologie de Bohr. Si A = Z, on a A' = Z et {0} ne contient pas d'idéal I

de A, tel que A/I soit fini, cf. ¥ 1, Théoréme 29.
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i
Proposition 6 : Soit M ~» N » P >0, une suite exacte de M, (i. e.

i et p sont des morphismes stricts et continus et la suite est exacte dans
M, ). Alors la suite BA(M) > B,(N) » B,(P) > 0 est exacte dans M,.

Preuve : Désignons respectivement BA(M) + BA(N) et BA(N) -> BA(P) par j et q.
Ces morphismes de A-modules sont continus et stricts, car BA(M) est compact,

de méme que BA(N) et BA(P). On a un diagramme commutatif :
i P

B,(M) - B,(N) > B,(P)
j q
Le morphisme q o bN est dense, car p est strict et surjectif, donc le mor-
phisme q est dense et fermé, c'est-a-dire surjectif. Une vérification montre
que bN(Ker(p)) = bN(Im(i)) c Ker(q). De j o hM(M) c Ker(q), on déduit que
Im(j) = j(S;TET) c Ker(q), puisque Ker(q) est fermé et j est fermée. Puisque
In(j) est fermé, le module BA(N)/Im(j) est compact. Puisque i et p sont des
morphismes stricts, on peut supposer que M est sous-module de N et que P = N/M.
On a alors hN(M) c j(BA(M)). Il existe donc un morphisme continu P - BA(N)/Im(j);
on en déduit une factorisation P - BA(P) - BA(N)/Im(j). Debyoi=jobyet
du diagramme commutatif :
N -+ B,(N)
¥ v g
P > B,(N)/Im(j)
¥ 7 h
B,(P)
on déduit que h o q o bN =go bN. Puisque bN est un morphisme dense, on voit
que h o g = g. Il en résulte que Ker(q) est contenu dans Im(j).

Corollaire 7 : Soit N un objet de QQA et soit M un sous-A-module de N, alors

B, (N/M) est égal a B,(N)/by(M).
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Preuve : Avec les notations de la proposition précédente, ot P = N/M, on

obtient BA(N/M) = BA(N)/Im(j). De Im(j) = j(bM(M)) = bN(M), on déduit 1le
résultat.

Proposition 8 : Soit { Mi }ieI une famille d'objets de QQA. On désigne

par S la somme directe de la famille et par P le produit. On a alors :
1) B,(s) = B,(P)
2) Si l'ensemble d'indices I est fini, le morphisme de compactification de

Bohr de P est donné par le morphisme canonique P= NI M, » 0 B,(M,) =P'.
jeI * jer A1

3) Soit, pour tout i € I, le noyau N, de M, » BA(Mi)' Si pour tout indice i,

le module Mi/Ni est précompact, alors la conclusion de 2) est encore vraie.

Preuve : Il est bien connu que le morphisme de A-modules S -+ P est continu,
injectif, strict et dense, cf. [3; Ch. 3, § 2, Proposition 25 ]. La conclu-
sion de 1) résulte aussitdt de la proposition 1. Supposons que I soit égal
a{il,...,n}. Dans ce cas S = P est égal a Ml X e X Mn. Désignons par
ji le morphisme canonique continu Mi + P. Soit P + C un morphisme de QQA,

ou C est un module compact. On obtient un diagramme commutatif :

M -> BA(Mi)

Or S est la somme des modules Ml"" Mn dans EQA; soit g : P'> C le morphisme

somme des morphismes g, On contrdle sans difficulté la commutativité du dia-

gramme : P » P!
f N v+ 8
C

Ainsi 2) est démontrée, puisque le morphisme P + P' est dense. Montrons 3),

pour un ensemble I quelconque. L'hypothése de précompacité revient a dire
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que les morphismes Mi = Mi/Ni > BA(Mi) sont injectifs, stricts, continus et

denses , cf. la proposition 5. Il en est de méme pour le morphisme canonique

produit. La proposition 1 montre que le morphisme f Mi - 1 BA(Mi) est un
iel iel

morphisme de compactification de Bohr. Avec les notations de 2), soit un mor-

phisme f : P > C dans QQA, ou C est un module compact et soit le morphisme
associé By ¢ BA(Mi) -+ C. De l'existence de gi'résulte que le morphisme continu

® N, » NI N, >C a une image nulle. Puisque le premier morphisme est
ier * jer *

dense, il en résulte que £( Il Ni) = 0. On obtient alors une factorisation
iel

de P - C a4 travers le morphisme P + 1II Mi. Pour terminer, on utilise le
iel .
morphisme de compactification exhibé ci-dessus.

Remarque : Nous n'avons su démontrer ou infirmer 1'analogue de 2) dans la
lemarque

proposition précédente, pour la catégorie A. Voici ce qui a pu étre obtenu.
n

Soient Al”" An des anneaux topologiques et soit P; ¢ it Aj -»> Ai le mor-
j=1

.

phisme projection, il existe un diagramme commutatif dans A :

b
Al X e X An > B(A1 X e X An)

P.

$ v B(pi)

- B(A,)

i
Soit bi : Ai -+ B(Ai) le morphisme compactification, alors le morphisme II bi
se factorise en I b, =fob, ou l'on a £ : B(I Ai) > 1 B(Ai). On en déduit
aisément que f = 1 B(pi). D'autre part, les morphismes c = Il bi et b ont
méme noyau, égal a n [ I1 X e X In; Ii idéal ouvert de Ai et Card(Ai/Ii)
fini ]. On en déduit que Ker(f) N Im(b) = { 0}. De plus, f est surjectif.
Remarque : Une somme directe de modules compacts n'est un module compact
que lorsque cette somme est composée d'un nombre fini de modules : en effet,
si S est la somme et P le produit d'une famille de modules, le morphisme

S » P est dense, injectif. Si les modules de la famille sont compacts, ainsi

que S, on obtient alors S = P.
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Proposition 9 : Soit A un anneau topologique, alors le compactifié de Bohr

B(A) dans A n'est autre que le compactifié de Bohr BA(A) dans M, . La struc-
ture de A-module de BA(A) est définie par le morphisme b : A - B(A).

Preuve : Il est clair, qu'étant donnée une topologie sur un anneau A, ce der-
nier est un anneau topologique si et seulement si il est un A-module topolo-
gique. Donc la topologie de Bohr sur A, en tant qu'anneau, est la méme que
la topologie de Bohr sur A, en tant que A-module. Si A" est le séparé com-
plété de A, alors BA(A) est muni d'une structure de A"-module qui définit,

a travers le morphisme d'anneau A + A", la structure de A-module de BA(A)'
Désignons par B les groupes Abéliens égaux BA(A) et B(A). La loi externe e
de A-module de B prolonge celle du A-module A, puisqu'il en est ainsi pour

le A"-module B. On obtient donc le diagramme commutatif (1) suivant :

AXA - A AXA -» A
IdAxb ¢ v+ b (1) (2) IdAXb ¥ + b
A > B > B AXB -~» B
e f

La loi externe f de A-module définie par b sur B, prolonge encore celle

du A-module A, parce que b est un morphisme d'anneaux. On obtient donc le
diagramme commutatif (2), ci-dessus. Puisque le morphisme IdA x b est dense,
le théoréme de prolongement des identités donne e = f.

Théoréme 10 : Soit M un objet de QQA. Alors BA(M) est muni d'une loi ex-
terne e , de domaine d'opérateurs B(A), induisant sur M, 3 travers le morphis-

d'anneaux b : A > B(A), la loi externe de A-module de M. Pour cette loi exter-

ne BA(M) est un B(A)-module, en général non topologique. Tout morphisme f €

239

I{A(M,N) induit un morphisme de B(A)-modules, continu, B(f) € IIA(BA(M).BA(N))-

Preuve : Soit M un objet de QQA et soit x € BA(M)' I1 existe un morphisme

continu de A-modules f : A - BA(M), défini par fx(a) = a.x. Puisque B(A)

est égal a BA(A)’ il existe un morphisme continu de A-modules f; : B(A) ~» BA(M).
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unique tel que f; ob= fx. Si B est un élément de B(A), on définit la loi
externe par Rex = f;(ﬁ). Puisque f; est un morphisme de A-modules, on obtient
(B + B')ex = Bex + R'ex. Soit x' € BA(M); de fx + fx' = fx + xts On déduit
ge(x + x') = Bex + Bex', pour B € B(A). De f; ob=f, on déduit que 1'on a
a.x = b(a)ex, pour (a,x) € A X BA(M). Avant de vérifier 1'axiome d'associa-
tivité mixte, nous regardons ce qui se passe pour un élément f de IIA(M,N).
Soit x un élément de BA(M) et posons y = B(f)(x). Des relations suivantes :
f; obs= fx, f; ob= fy et B(f) o £ = fy' il découle que B(f) o f; ob=

f' o b; puisque b est un morphisme dense, on voit que B(f) o f; = f;. Pour
un élément B de B(A), on a donc B(f)(Bex) = ReB(f)(x). Considérant encore

un élément x de BA(M), on obtient un diagramme commutatif de M, :

A f" B, (M)
A
b + + b!
B(A) - Bi(M)
B(fx)

ol b' est un isomorphisme topologique de BEA et un morphisme pour la loi ex-
terne e, puisque b'= B(bM); il en est donc de méme pour b*"L. Ltunicité de
f; donne f; =p"lo B(fx)’ donc f; est un morphisme pour la loi externe e.
Montrons maintenant que la loi externe e sur B(A) = BA(A) n'est autre que

la multiplication de B(A). Soit B un élément de B(A), on a alors fé ob=
fs; soit 8g B(A) - B(A), définie par gﬁ(a) = af; cette application est
continue, car B(A) est un anneau topologique. Si a € A, on obtient les re-
lations fé(b(a)) = a.B et gs(b(a)) = b(a)8 = a.B, en vertu de la proposition
9. De fé ob= 8g © b découle fé = 8g; bref, loi externe et multiplication
coincident sur B(A). En reprenant les considérations ci-dessus, on voit

que pour ¢, B € B(A) et x € BA(M)’ on obtient :

ae(Bex) = uof;(B) = f;(aoB) = f;(aﬁ) = (aB)ex.

Remarque : Nous remplacerons désormais la notation e par .. On notera que

sur B(A), la loi externe ainsi définie coincide avec la multiplication.
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Avec ces notations, le morphisme f; n'est autre que 1l'homothétie B(A) - BA(M)’
définie par o -+ a.x.
Lorsque BA(M) est un objet de M B(A)® OP nmotera que la loi externe sur BA(M)
est obligatoirement celle donnée par le théoréme précédent.
Lemme 11 : Soit M un objet de QQA. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) Le B(A)-module BA(M) est un objet de —gB(A)'
2) Pour tout voisinage V de 0 dans BA(M), il existe un voisinage U de 0 dans
B(A), tel que UB,(M) = V (id est B,(M) est borné sur B(A)) et tout élément de
IIA(B(A),BA(M)) est un morphisme de B(A)-modules.
3) L'ensemble IiA(B(A),BA(M)) est équicontinu.
4) Muni de la topologie K, l'ensemble I{A(B(A),BA(M)) est compact.
Preuve : Considérons 1'application m : B(A) > B,(M) - BA(M) définie par :
m(B,x) = f;(ﬁ)
Elle se factorise en :
B(A) X< B,(M) » B(A) > H,(A,B,(M)) »~ B(A) > H,(B(A),B,(M)) > B, (M)
La premiédre est déduite de 1l'application ¢ : BA(M) > E{A(A,BA(M)), définie
par &(x) = fx' Elle est bijective et continue, si IiA(A.BA(M)) est muni de la
topologie £. La deuxiéme est déduite de l'application :
¥ : H,(A,B,(M)) » H,(B(A), B,(M)), définie par ¥(£ ) = f_.
L'application ¥ est continue si I{A(B(A),BA(M)) est muni de la topologie de la
convergence simple sur b(A) et IiA(A,BA(M)) de la topologie £, en vertu de la
proposition 17 du ¥ 2. La troisiéme est l'application u, définie pour 8 € B(A)
et he I{A(B(A),BA(M)), par u(g,h) = h(B). Supposons que IIA(B(A).BA(M)) soit
équicontinu; en vertu de [ 4; § 2, N° 4, Théoréme 1 ], la topologie K et la
topologie de la convergence simple sur b(A) sont identiques. De plus, il résul-
te de [4; § 3, N° 4, Corollaire 1 ] que l'application p est continue pour K.

Finalement, l'application m est continue. Supposons maintenant que BA(M) soit

un B(A)-module topologique. L'application ¥ est alors surjective; en effet,



242 Gabriel PICAVET

tout élément h de I{A(B(A).BA(M)) est un morphisme de B(A)-modules : si B est
un élément de B(A), les applications continues g et k de B(A) dans BA(M), dé-
finies par g(a) = h(ap) et k(a) = a.h(B), pour a € B(A), coincident sur la
partie dense b(A) de B(A); elles sont donc égales; donc h est égal i f)'(, ol X
= h(1l). Mais BA(M) est un B(A)-module topologique compact, il est donc borné.
Il en résulte facilement que I{A(B(A), B,(M)) est équicontinu. L'assertion
concernant la compacité de E{A(B(A),BA(M)) n'est autre que le théoréme 28 du
1 2.

Désignons par  1l'ensemble IiA(A,BA(M)) et par H' 1'image de ¥. On a
ainsi un morphisme A -+ H' continu, lorsque ¥ est continue.
Corollaire 12 : Soit M un objet de M,. Alors le B(A)-module BA(M) est un ob-

A
jet de ggB(A) si et seulement si H' est équicontinu.

Preuve : Une partie se démontre en remarquant qu'une partie d'une partie
équicontinue est équicontinue. Supposons que ' soit équicontinue, on peut
reprendre la démonstration du lemme précédent, en remplagant I{A(B(A),BA(M))
par H'.

Proposition 13 : Soit M un objet de M,. Le B(A)-module BA(M) est un objet

de deB(A)si et seulement si pour tout voisinage U de 0, pour la topologie

de Bohr de M, il existe un idéal I ouvert de A, tel que le cardinal de A/I
soit fini et tel que IM c U.

Preuve : B(A) et BA(M) sont les complétés respectifs de A et BA(M), pour la
topologie de Bohr. Il résulte de [4 ; § 2, N° 2, Proposition 4 ] que ' est
équicontinu si et seulement si H est équicontinu, A étant muni de la topo-
logie de Bohr. Cette condition est équivalente a4 la suivante : pour tout voi-
sinage V de 0 dans BA(M), il existe un élément I de VTB(A), tel que IBA(M)t:V.
Soit U e Vo (M), il existe V & V(B,(M)), tel que b;;l(v) = U; de IB,(M) < V,

on tire IM c¢ U. La réciproque se montre sans peine en utilisant la densité

de bM et la relation fa(bM(M)) c fa(BM(M)) , pour a € A, U étant choisi fermé.
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Remarques :

1) Le résultat précédent exprime que BA(M) est un objet de gI:B( A) si et seu-
lement si M est borné, pour les topologies de Bohr sur A et M. D'autre part,
si BA(M) est un B(A)-module topologique, B(A) est borné dans BA(M); donc A
est borné dans M, pour la topologie de Bohr.
2) Si A et M sont bornés, pour les topologies de Bohr, la loi externe de A-
module de M est uniformément continue pour les topologies de Bohr : soit V
un voisinage de Bohr de 0 dans M, et soit W un autre voisinage de Bohr, tel
que 3W c V; soient encore un voisinage de Bohr U dans M, tel que AU c W et
un voisinage de Bohr O dans A, tel que OM c W; soient a, a' € A et x, x'e M,
on obtient, pour x' € x + U, a' € a + 0, les relations a'.x' € a.x + Ox +
alU+ 0Uc a.x +3Wca.x +V. Dans ce cas, la loi externe de A-module de
M se prolonge en une loi externe continue B(A) X BA(M) -+ BA(M)’ de maniére
unique. Le théoréme de prolongement des identités algébriques nous montre
alors que BA(M) est un objet de ggB(A)'
3) Ce qui précéde semble indiquer que la topologie de Bohr sur M fait tou-
jours de A une partie bornée. Nous ne connaissons pas la réponse, faute
d'avoir une caractérisation de la topologie de Bohr d'un module.

Toutefois, nous avons le résultat suivant qui résultera du lemme ci-
dessous.
Lemme 14 : Soit f : M > N un morphisme surjectif derggA. Si A est borné
dans M, pour la topologie de Bohr, il en est de méme pour N.
Preuve : Si P est un objet de ggA, alors A est borné dans P si et seule-
ment si A est borné dans BA(P)' Puisque f est un morphisme surjectif, le
morphisme B(f) est surjectif ( méme si f n'est pas strict ) et strict, car
BA(M) et BA(N) sont compacts. Il est donc ouvert. Par conséquent, si A est
borné dans BA(M), il 1'est aussi dans BA(N)'

I1 résulte de la proposition 8, 2) que la topologie de Bohr sur un
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produit fini de A-modules est la topologie produit des topologies de Bohr.
Proposition 15 : Soit M un objet de ggA de type fini. Alors A est borné dans
M, pour la topologie de Bohr.
Preuve : Il existe un morphisme surjectif continu A" > M de A-module , ou
n est un entier. Puisque A est borné dans lui-méme, pour la topologie de Bohr,
il en est de méme pour A", Le lemme précédent permet de conclure.

En ce qui concerne la topologie de Bohr d'un module, nous avons le
résultat suivant :
Proposition 16 : Soit M un objet de EQA’ muni d'une topologie T. Il existe
une topologie T' sur M, faisant de M un objet de QQA telle que M soit pré-
compact et T' moins fine que T : un systéme fondamental de voisinages VT,(M)
est constitué des parties V de M, telles qu'il existe une suite { Vn }nebi de
parties de M, satisfaisant :
1) V0 =V et pour n > 0, la partie Vn est un voisinage symétrique de 0, rela-
tivement dense pour T.
2) Pour n 2 0, on a Vn+1 + Vn+1 c Vn et AVM1 c Vn
3) Pour n > 0, il existe un voisinage 0n de 0 dans A, tel que OnM c Vn.
Si A est borné dans M, pour la topologie TB de M, alors TB = T'.
Preuve : Commengons par remarquer que lorsque V € VT" il en est de méme
pour Vn. De V1 c V, on déduit que V est relativement dense, donc T' est
une topologie précompacte; on en déduit aussi que T' est moins fine que T.
Reste a contrdler que T' fait de M un objet de ggA. Or la famille VT' est
une base de filtre : elle contient M et est stable par intersection; ce
dernier point se démontre en constatant que la suite associée a U N V est
donnée par les ensembles Un N Vn; la vérification en est immédiate sauf en
ce qui concerne la propriété suivante : une intersection de deux parties re-
lativement denses est une partie relativement dense; mais ce résultat est

démontré dans [11]. Il est clair que l'addition est continue, car V1 e VT"
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La loi externe est aussi continue : soient a, a, € A et x, X € M; on a alors
a.x - ag.¥; =y +2z, ol y= (a - ao).x et z = ao.(x - xo); sivevVv,, ona
AV2 c V1 et OlM c Vl; on en déduit que a - a, € 01 et x - X € V2 impliquent
a.x - a;.Xg € V, puisque V1 + V1 c V. Supposons maintenant que A soit borné
dans M pour la topologie de Bohr TB qui est une topologie sur M précompacte
et moins fine que T, faisant de M un objet de QQA. Soit V un élément de VTB’
puisque A est borné pour TB, il existe Vi € VTB tel que AVi c V et prenons
un voisinage symétrique V1 dans VTB’ tel que V1 + Vl c Vi; de Vi c AVi, on

Py !
déduit que V1 + V1 c V et de V1 c V1

compacte, V1 est relativement dense et M est borné, donc il existe un voisi-

, on déduit AV1 c V; puisque TB est pré-

nage ouvert 01 de A, tel que OlM c Vl' On peut alors poursuivre la construc-
tion par récurrence de la suite Vn. I1 découle des considérations précédentes
que TB est moins fine que T', donc égale a T'.

Remarque :La condition " A est borné dans M", pour la topologie de Bohr sur M,
est réalisée lorsque A est précompact, ou lorsque M est un module de type
fini.

Nous avons vu que BA(M) est un B(A)-module. Nous allons généraliser
la construction faite a cet effet, pour obtenir des renseignements supplé-
mentaires sur le foncteur BA.

Définition 17 : Soient M et N des objets de ggﬁ. Soient U € V(M) et V € V(N),

on considére le sous-module [U;V] de M OA N engendré par les éléments uen et

mev, olue U neN, meM, veV. Alors la famille { [U;V] }UEV(M) VeV(N)
Hl

est un systéme fondamental de voisinages de zéro pour une topologie sur le
A-module M 8, N, faisant de M 8, Nun objet de QQA.

Cette topologie est dite topologie produit tensoriel. Lorsque V(M) et V(N)
sont constitués de sous-modules de M et N, on retrouve la topologie produit

tensoriel usuelle : on a [U;V] = Im(U OA N ) + Im(M GA V).

Si M est un objet de M,, 1'isomorphisme de A-modules M -+ M GA A est conti-
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nu. Cependant, ce morphisme n'est pas malheureusement un isomorphisme de
QQA en général. Il en est ainsi si A est borné dans M et M est borné. C'est
par exemple le cas, lorsque A est muni d'une topologie linéaire et M de 1la
topologie associée.

Remarquons qu'un produit tensoriel de morphismes continus est un morphisme
continu pour la topologie produit tensoriel.

Proposition 18 : Soient M et N des objets de ggA. Il existe un morphisme de

1 4
(A,B(A))-modules BA(N) QA M- BA(N GA M), fonctoriel en N et M, donnant lieu

a un diagramme commutatif dans !A :

Ne, M - BA(N) oA M
¥

BA(N 8, M)

Preuve : Soit x un élément de M et soit tx ¢t N> NO®M, le morphisme de A-
modules défini par tx(n) =n e X, pour n € N. L'ensemble des morphismes tx
est équicontinu, pour la topologie produit tensoriel : on a pour V € V(N) et
U € V(M) la relation V ¢ t;l([V;U]). On considére alors l'application A-bili-
néaire u : BA(N) X M~ BA(N ® M), définie par u(z,x) = B(tx)(z) pour z €
BA(N)’ X € M. On obtient ainsi le morphisme de A-modules 6 cherché; il est
défini par 6(z o x) = B(tx)(z), pour z € BA(N) et x € M, C'est aussi un mor-
phisme de B(A)-modules, puisqu'il en est ainsi pour tout morphisme B(tx).
Si y est un élément de N, on obtient e(bN(y) ® X) = B(tx)(bN(y)) = bNeM(yox),
d'ol la commutativité du diagramme. La vérification de la fonctorialité de
8 est une question de routine.
Remarque : Lorsque N = A, on obtient, sans utilisation de la topologie pro-
duit tensoriel, un morphisme de (A,B8(A))-modules :

T : B(A) OA M- BA(M)
Il est défini par t(a e x) = a.bM(x), pour a € B(A), x € M. Le morphisme t

est fonctoriel en M.
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Lorsque M = A, on retrouve l'isomorphisme canonique B(A) OA A > B(A).
Nous allons profiter de cette circonstance pour faire le calcul de BA(M), ol
M est un A-module de présentation finie. Pour cela, on imite la construction

de [ 7; lemmes 9.11 & 9.17].

Définition 19 : Soit C un objet compact de QQA et soit L un A-module libre,

de rang fini n. Soit un isomorphisme L OA C » C", associé a une base de L.

On appelle C-topologie sur L @A C, la topologie image réciproque de celle de
c”. Le produit tensoriel L GA C, muni de la C-topologie est un A-module topo-
logiqué compact, isomorphe a c™.

La C-topologie est indépendante de la base de L choisie. Cela résulte du
lemme suivant, ou l'on prend f = IdL et g = Idc :

Lemme 20 : Soient L et L' des A-modules libres de rang fini et soient C et

C' des objets compacts de M,, Si f : L - L' est un morphisme de ﬁA et si

g : C > C' est un morphisme de ggA , alors le morphisme f ® g est continu
pour la C-topologie et la C'-topologie.

Preuve : Soit (a,. j) la matrice de f dans une base de L et une base de L'.

On a un diagramme commutatif de morphismes de A-modules :

fog
LeC -+ L'ec'
¥ +
h '
c” > ¢

n n
ou h est défini par h(cl,...,cn) = ('X ai’lg(ci),...., T

a, ,g(c.))
i=1 =1 Mt

Puisque g est continu, il en est de méme pour h.

Définition 21 : Soit C un objet compact de QQA et soit M un A-module de pré-

sentation finie. Si L2 -> L1 + M »> 0 est une présentation finie de M, par les
modules libres de rangs finis L1 et LZ’ on définit la C-topologie sur M GA c
comme étant la topologie quotient sur L1 OA C/Im(L2 OA C), ot Li QA C est mu-

ni de la C-topologie. En d'autres termes , une partie U de M GA C est ouverte
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si et seulement si 1'image réciproque de U par le morphisme de A-modules

L1 GA C-+M GA C est un ouvert.

De méme que dans [ 7; Lemme 9.17], on montre que la C-topologie sur M GA C
est indépendante de la présentation choisie et que M QA C est compact, pour
la C-topologie. De plus, si £ : M - M' est un morphisme de A-modules, entre
modules de présentations finies, le morphisme M @A c - M OA C est continu
pour la C-topologie, voir (*) en bas de page.

Théoréme 22 : Soit}M un objet de QQA, admettant une présentation finie du
type A" > A" > M » 0, dont les morphismes sont continus et stricts. Le mor-
phisme canonique 2 :B(A) OA M- BA(M) est un isomorphisme de M,, lorsque
le A-module B(A) 8, Mest muni de la B(A)-toéologie.

Lorsque A et M sont munis de la topologie discréte, le morphisme T est un
isomorphisme pour tout module M de présentation finie.

" 5> M>0 une présentation finie de M, dont les mor-

Preuve : Soit A" - A
phismes sont continus et stricts. Le morphisme t est fonctoriel en‘M, le
foncteur BA est exact a gauche sur les suites exactes topologiques. On en
déduit un diagramme commutatif, a lignes exactes :

m n
B(A) 8, A - B(A) 8, A -> B(A) 9, M - 0
¥ ¥ ¥ TM
m n
BA(A) BA(A) > BA(M) - 0

Si les deux premiers morphismes verticaux sont bijectifs, il en est de
méme du dernier, en vertu du diagramme du serpent. Or A" admet pour mor-
phisme compactification le morphisme canonique A" » B(A)"™, donc le mor-
phisme 1, associé a An, est un isomorphisme. Soit O un ouvert de BA(M)’
son image réciproque dans B(A) GA A" est un ouvert pour la B(A)-topologie.
Par définition de la B(A)-topologie sur B(A) QA M, la partie 1&1(0) est
un ouvert pour cette topologie. Donc ™y est une bijection continue entre

(%) L'hypothdse " C est compact " n'est pas indispensable pour définir la C-topologie.
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modules compacts, donc un isomorphisme de EEA‘

Corollaire 23 : Soit A un objet de A , si M est un A-module de présentation

finie, le morphisme B(A) 8, M~ BR(M) est un isomorphisme de M, ( BX(M) dé-
signe le compactifié de M, muni de la topologie canonique, cf. ¥ 1 ).
Preuve : Une présentation finie de M est A" > A" > M > 0. La topologie pro-
duit sur A" est la canonique et tout morphisme entre modules de type fini
est continu et strict, pour la topologie canonique, cf. Définition 13, ¢ 1.
Remarque : D'aprés [16; 4.3], si M est un A-module de présentation finie,

on a M@, B(A) = 0 si et seulement si B(A) = (0 i M).B(A). On voit donc
que, lorsque M est un A-module de présentation finie :

1) Le A-module BR(M) est nul si et seulement si B(A) = (0 A M).B(A)

2) Le A-module Bz(M) est nul si et seulement si Bd(A) = (0 :AM).Bd(A)

Proposition 24 : Soit A un objet de A, alors :

Si le morphisme b est pur, pour tout module de présentation finie M, le
morphisme bM est pur, lorsque le module M est muni de la topologie canonique.
Preuve : C'est une conséquence du théoréme 22, puisque l'on a une factorisa-
tion M > B(A) 8, M~ B;(M) du morphisme by,.

Proposition 25 : ( Warfield ) Soit A un anneau, muni de la topologie dis-

créte. Pour tout A-module M, muni de la topologie discréte, le morphisme
M- Bg(M) est pur. En particulier, le morphisme A - Bd(A) est pur.
Preuve : On utilise le théoréme 45 du ¥ 2 et la proposition 18, dans le
cas ol les modules M et N sont munis de la topologie discréte.

On retrouve ainsi un résultat de [18].

Remarque : Si 1l'anneau A est muni d'une topologie linéaire, la topologie
canonique sur un A-module de type fini est la topologie associée, cf. la
définition 13 du 1 1. Donc, un module M de présentation finie, muni de la
topologie associée, a un morphisme compactification pur, s'il en est de

méme pour le morphisme A - B(A).
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L'étude des morphismes complétions purs de la catégorie A dans [15] nous
permet de donner des critéres de pureté pour le morphisme b.

Définition 26 : On dit qu'un anneau topologique A vérifie la condition (a)
k

si tout sous-module de type fini d'un A-module A™, k > 0, est fermé pour la

topologie produit sur Ak.

On observe alors que :

1) Un anneau linéairement compact, ou compact, vérifie (a)

2) Un anneau Noethérien, muni d'une topologie séparée défini par le systéme
fondamental de voisinages de zéro constitué des produits finis d'idéaux maxi-
maux, vérifie (a)

Ces résultats proviennent de [15].

Théoréme 27 : Soit A un anneau topologique de morphisme compactification

b : A-> B(A). Soit 1l'anneau A' = A/Ker(b), le morphisme A' » B(A) est pur
si et seulement si A', muni de la topologie quotient de celle de Bohr sur

A vérifie la condition (a).

Preuve : C'est le corollaire de la proposition 3 de (15], puisque B(A) est
un anneau compact. !

Exemple : Si nous prenons la situation de 2), ci-dessus, la topologie de
Bohr de 1'anneau A est défini par le systéme fondamental de voisinages de

0 suivant : l'ensemble des produits Ml ""Mn_ , ol Mi est un idéal maximal
tel que A/Mi soit fini, Si cette topologie est séparée, le morphisme b est
pur, cf. [15; 1, Exemple 4].

En particulier, si A est un anneau Noethérien, résiduellement fini, de radi-
cal nul, le morphisme b est pur.

Dans le méme ordre d'idée, soit A un anneau local résiduellement fini, donc
nécessairement Noethérien, d'idéal maximal M. Soit A~ son complété pour la

topologie M-adique. Le morphisme A -+ A" est fidélement plat, donc pur. Si A

est infini, il résulte de [6 ; 5.3, 5.4] que B(A) = A", si A n'est pas un
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corps. Donc le morphisme A - B(A) est pur.
On termine en donnant une proposition concernant la platitude du mor-
phisme b.

Proposition 28 : Soit A un annneau topologique, alors :

1) Si le morphisme A - B(A) est plat, le foncteur Bz est exact sur les modules
de présentation finie.

2) Si A est un anneau cohérent et si le foncteur BR est exact sur les modules
de présentation finie, le morphisme A - B(A) est plat.

Preuve : Soient M et N des modules de présentation finie et soit £ : M > N un
morphisme injectif de A-modules; on obtient uﬁ diagramme commutatif, dont les

morphismes verticaux sont bijectifs :

B(A) 8, M > B(A) 8, N
¥ ¥
By (M) > By (N)
La partie 1) est alors évidente. Réciproquement, si le foncteur BR est exact
sur les modules de présentation finie et si A est un anneau cohérent, soit I
un idéal de type fini de A ( donc de présentation finie ), alors le morphisme

B(A) ® , I > B(A) ®, A est injectif; donc le morphisme b est plat.

A
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