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THEORIES PRE-INDUCTIVES ET PRE-MODELE-COMPLETES
UNE APPROCHE NATURELLE DU FORCING INFINI

Jean-Cilaude LABLANQUIE

Le forcing a été introduit en théorie des modéles par A. Robinson ([1], [3]). Ce
forcing est une adaptation a la théorie des modéles du forcing de Cohen.

L'utilisation par Robinson du forcing en théorie des modéles s'inscrit dans I'é-
tude de la modéle complétude et dans ses tentatives pour généraliser la notion de
corps algébriquement clos. Dans cet esprit, la technique de forcing connue sous le
nom de forcing infini est particuliérement intéressante car elle permet d'associer a
une théorie T d'un langage du premier ordre L, une classe G(T) de L-structures qui
posséde les propriétés remarquables suivantes :

(i) Toute sous-structure d'un modéle de T se plonge dans une structu-
re de G(T).
(i) Si M et M’ sont deux structures de G(T) telles que M C M’, alors M
est une sous-structure élémentaire de M'.
(iii) Si M est une structure de G(T) et si M’ est une sous-structure élé-
mentaire de M, alors M’ appartient a G(T).

De nombreux auteurs (Cherlin, Hirschfeld, Saracino, Simmons) se sont effor-
cés de construire la classe G(T) et d'étudier ses propriétés sans faire appel aux tech-
niques du forcing.

L'idée de base de ce travail est I'étude des notions de théorie pré-inductive
et de théorie pré-modéle-compléte qui généralisent respectivement les notions
de théorie inductive et de théorie modéle-compléte. Une théorie T sera dite pré-in-
ductive (respectivement pré-modéle-compléte) s'il existe une classe = de modéles
de T qui est cofinale dans la classe de tous les modeles de T et qui est inductive
(respectivement modéle-compléte). Nous nous proposons de montrer qu'une théo-
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rie est pré-inductive si et seulement si elle est pré-modéle-compléte.

Nous pourrions démontrer simplement ce résultat en utilisant les résultats
classiques du forcing infini. Nous préférerons aborder ce probléme de maniére
naive, ce qui nous permettra de développer une approche naturelle de la théorie du

forcing infini en théorie des modéles.
Pour montrer que toute théorie pré-inductive est pré-modéle-compléte, il suffit

en fait de répondre au probléme plus général suivant :

Soit T une classe de L-structures, est-il possible d’extraire de % une classe T’

cofinale dans X et modéle-compléte ?

Une analyse élémentaire de ce probléme conduit & introduire la notion de re-
lation de pseudo-forcing sur la classe Z. On montre alors que le probléme
admet une solution si et seulement si il existe une relation de pseudo-forcing sur X.

Etant donnée une classe X de L-structures, il peut exister plusieurs relations
de pseudo-forcing sur X. De plus, on peut associer & toute relation de pseudo-for-
cing R sur X une autre relation de pseudo-forcing notée R*. Alors, si R et S sont deux
relations de pseudo-forcing sur une classe inductive X, on a : R* = S*. La relation R*
est encore notée Fy. De I'examen des propriétés de la relation Fy résulte alors im-

médiatement la définition du forcing infini de Robinson. De plus, il convient de re-
marquer alors que la relation Fy n'est autre que la relation de forcing faible de

Robinson.

Nous aborderons aussi un vieux probléme de la théorie du forcing infini :
celui de la caractérisation des théories T qui sont contenues dans leur compagnon

de forcing TF o TF désigne la théorie de la classe G(T). Nous établirons alors que,
pour toute théorie T, il y a équivalence entre : (a) T est pré-inductive ; (b) T est pré-
modeéle-compléte et (c) T est contenue dans son compagnon de forcing.

) Préliminaires.

Dans tout ce qui suivra, nous considérerons un langage L du calcul des pré-
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dicats du premier ordre avec égalité. Les connecteurs primitifs du langage sont : la
négation =, la conjonction A et la disjonction v. L'implication - et I'équivalence «
sont définies de la maniére habituelle a partir des connecteurs primitifs. Le seul
quantificateur primitif sera le quantificateur existentiel 3. Le quantificateur universel

V est considéré comme i'abréviation de —3-. En d'autres termes, la formule Vxp(X)

est une abréviation de la formule —3x-g(x).

Si M est une L-structure, nous noterons L(M) le langage obtenu a partir de L
par adjonction de constantes servant de nom aux éléments de la structure M (bien
“entendu les constantes associées a deux éléments distincts de M sont distinctes).
Nous nous abstiendrons délibérément de distinguer I'élément de M et la constante
qui le désigne. Le dilagramme de M sera noté D(M) : il se compose de tous les
énoncés atomiques et de toutes les négations d’énoncés atomiques du langage

L(M) qui sont vrais dans M.
Un énoncé est une formule sans variables libres. Une théorie est un en-

semble consistant d'énoncés. Si T est une théorie de L, on note Mod(T) la classe de
tous les modéles de T. Si X est une classe de L-structures, on note Th(ZX) la théorie

de I, c'est a dire I'ensemble de tous les énonceés de L qui sont vrais dans toutes les

L-structures de X.
Rappelons qu'une chaine de L-structures est une suite (M), de L-

structures qui vérifie : M, C MB pour tous ordinaux a et B tels que a <f <A. Une
chaine (M,),., sera dite chaine élémentaire side plus : M, < Mg pour tous a et

Btelsque a<f <A
Nous allons maintenant définir quelques propriétés relatives aux classes de
L-structures.

Définitions 1.1. Soit X une classe de L-structures.
1°) On dit que X est close pour I'isomorphisme si, pour toute M € X et

toute L-structure M’ isomorphe a M, la structure M’ appartient a X.
2°) On dit que X est close pour les sous-structures élémentaires si,

pour toute M € X et toute L-structure M’ telle que M' < M, la structure M’ appartient

az.
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3°) Soit £’ une autre classe de L-structures. On dit que =' est cofinale dans
TsiZCIetsipourtout MEZil existe M X' telleque M C M.

4°) On dit que X est inductive si pour toute chaine (M), ., constituée d’'élé-
ments de Z, la réunion des éléments de la chaine appartient encore a X.

5°) On dit que X est pré-inductive s'il existe une classe inductive X' qui soit

cofinale dans Z.

6°) On dit que X est modéle-compléte si pour tous éléments M et M’ de X
telsque MCMona: M<M.

7°) On dit que X est pré-modéle-compléte s'il existe une classe modéle-

compléte X' qui soit cofinale dans X.

Rappelons qu'une théorie T de L est dite inductive, respectivement mode-
le-compléte si la classe Mod(T) est inductive, respectivement modéle-compléte.

De méme, si T est une théorie de L, on dit que T est pré-inductive, respecti-
vement pré-modéle-compléte si la classe Mod(T) est pré-inductive, respective-

ment pré-modéle-compléte, c'est & dire s'il existe une classe X cofinale dans Mod(T)
qui soit inductive, respectivement modéle-compléte.

N.B. |l est clair que toute théorie inductive est pré-inductive : il suffit de
prendre X = Mod(T). De méme toute théorie modéle-compléte est pré-modele-

compléte. Mais les exemple suivants montrent qu'il existe des théories pré-in-
ductives qui ne sont pas inductives et des théories pré-modéle-complétes qui
ne sont pas modéle-complétes.

Exemples. Soit L un langage ayant pour seul symbole non logique un prédicat bi-
naire noté <. On utilise la notation habituelle pour la relation s, c’est & dire que l'on
écrit x <y au lieu de s(xy). De plus, la formule x <y est une abréviation de la for-
mule : X<y AXx =Y. Dans ce langage, nous désignerons par T la théorie des ordres
totaux denses ayant au moins deux éléments (et donc une infinité). Considérons
également les deux énoncés suivants :

o=VXIy(Y<X)AVXIy (X<y) ; t=IXVYy(ysX)AIXVYy(x<Yy)
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La théorie T, = Ty U { o} est la théorie des ordres totaux denses sans premier ni der-
nier élément.

1) Soit T =T. On sait que la théorie T, est modéle-compléte. Posons
Z = Mod(T,). Il est clair que la classe X est cofinale dans Mod(T), de plus elle est
modele-compléte donc T est pré-modéle-compléte. Or T n'est pas modéle-compléte.

2)Soit T=TyU{ovt} Lathéorie T n'est pas inductive. En effet, pour
toutn € N, soit M,, la L-structure qui a pour domaine l'intervalle réel [ O n+1jetou

le predicat < est interprété par I'ordre usuel sur R. Il est clair que M,, est un modele
de T. Par contre, la réunion des M, n’est pas un modeéle de T car elle a un plus petit

élément mais ne possede pas de pius grand élément. Posons X = Mod(T,). Il est
clair que X est cofinale dans Mod(T) et qu’elle est inductive. Donc T est pre-inducti-

ve.

Il est bien connu que toute théorie modéle-compléete est inductive, mais que la
réciproque est fausse. On pourrait donc penser que toute théorie pré-modéle-com-
pléte est pré-inductive, mais que la encore, la réciproque est fausse. Toutefois la si-
tuation est différente car nous montrerons qu'une théorie est pré-modele-compléte si
et seulement si elle est pré-inductive. Nous pourrions établir ce résultat trés facile-

ment en utilisant directement le forcing infini de A. Robinson [3].
Nous nous proposons en fait d'aborder ce probléme de maniére naive et
nous verrons alors se dégager une approche intuitive et naturelle du forcing infini.

Nous terminerons ce paragraphe en démontrant un petit résuitat technique
qui nous permettra d'abréger les démonstrations de plusieurs théoréemes.

Lemme 1.1. Soient X une classe de L-structures et X', X" deux classes modéle-compleétes

qui sont cofinales dans X. Alors, pour tout M € X' il existe un modéle N de Th(Z") tel que :

M<N. Si X" est inductive, on peut prendre N dans .

Preuve. Soit M € T'. En utilisant le fait que les classes X' et X" sont cofinales dans Z,
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on peut construire une chaine (M,),¢,, de structures de X qui posséde les proprié-

tés suivantes : Mg=M, My, €X' pourtoutp<w et My, €Z" pour tout p < w.
Soit N la réunion de toutes les structures de la chaine. On a donc :
N= U M =U sz= U M2p+1

n€w " pEo pE®
Les chaines (Mgp), <, 6t (Mgp,1)p <, SONt des chaines d'éléments de X’ et 2" res-
pectivement. Ce sont donc des chaines élémentaires car X' et " sont modéle-com-

plétes. Mais alors : M =My <N et N est modéle de Th(Z"). Si =" est inductive, il est

clair que N € ". D'ou le résultat W

1) Relations de pseudo-forcing.

Nous aimerions montrer que toute théorie pré-inductive est pré-modéle-com-
pléte. Considérons donc une théorie pré-inductive T : par définition, il existe une
classe inductive X cofinale dans Mod(T). Le probléme serait résolu s'il nous était
possible de déterminer une classe modéle-compléte X’ cofinale dans Z car alors X'
serait cofinale dans Mod(T) et modéle-compléte, c'est a dire T serait pre-modele-

compleéte.
En fait nous aurions le résultat annoncé si nous pouvions résoudre le proble-

me un peu plus général suivant :
Soit 2 une classe inductive quelconque, est-il possible d’extraire de X une
classe X' cofinale dans X et modéle-compléte ? En d’autres termes, toute classe

inductive est-elle pré-modeéle-compléte ?

On sait résoudre ce probleme en utilisant le forcing infini [2] : de maniére plus
précise, on considére la relation de forcing infini sur la classe X et on prend pour X'
la classe des structures génériques associées.

Le forcing introduit par A. Robinson en théorie des modéles s'inspirait de la
definition du forcing en théorie des ensembles et pouvait paraitre quelque peu artifi-
ciel.
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Nous allons maintenant procéder a une analyse élémentaire du probléme
précédent et nous montrerons que notre démarche nous conduit tout naturellement
a définir une relation qui n'est autre que le forcing infini de A. Robinson.

Considérons pour le moment une classe quelconque X de L-structures. Nous
allons essayer de voir dans quelles conditions on peut extraire de £ une classe mo-

déle-compléte X’ cofinale dans X. En d’'autres termes, nous allons essayer de carac-
tériser les classes pré-modéle-complétes.

Si la classe Z n'est pas modéle-compléte, cela est di a un “mauvais compor-
tement”, relativément a l'inclusion de la relation de satisfaction k définie entre une
L-structure M et les énoncés du langage L(M). De maniére plus précise, si M et M’
sont deux structures de X telles que M CM’ etsi g est un énoncé de L(M) vrai dans
M, alors en général, cet énoncé n’est pas vrai dans M'. Ainsi, la relation de satisfac-

tion n'est pas préservée par l'inclusion.
A ce niveau, la premiere idée naturelle serait de substituer a la relation de sa-

tisfaction = une “bonne” relation R qui, elle, serait préservée par l'inclusion. On est
donc conduit en un premier temps a généraliser la notion de relation de satisfaction.

Définition 2.1. Soit = une classe de L-structures et, pour tout élément M de X, soit
Ay un ensemble d’énonces du langage L(M). Lensemble { (M, Ay;) : M€ X } est ap-

pelé relation de satisfaction généralisée sur .

Notations. Soit R = { (M, Ay) : ME X } une relation de satisfaction genéralisée sur

Z, alors :
- Pour tout élément M de Z, I'ensemble Ay, est encore noté R(M).

- Soient M € X et soit ¢ un énoncé de L(M). Si ¢ € R(M), on notera :

MR?Y etsi ¢&R(M), onnotera: non(MR ¥).

N.B. Si X est une classe de L-structures, alors la relation de satisfaction k

sur les éléments de X est une relation de satisfaction généralisée.



24 Jean-Claude LABLANQUIE

Soit X une classe quelconque. Nous aimerions maintenant considérer une re-

lation de satisfaction généralisée R sur  qui soit préservée par I'inclusion, c'est a
dire qui vérifie la condition suivante :

(C4) Pour toutes structures M, M’ de = telles que M C M’ et tout énon-

cé gpde L(M)telque MR ¥, on a.: MR Y.

Mais, a I'évidence, cette condition est insuffisante. Il serait vain de se conten-
ter de considérer une relation de satisfaction genéralisée R qui vérifie (C,) : ce qui
nous intéresse au premier chef, c'est la relation de satisfaction usuelle k et la rela-
tion auxiliaire R doit pouvoir coincider, pour certaines structures, avec la relation
classique [k . De maniére plus précise, il faudrait qu'il existe des structures M de X
telles que, pour tout énoncé ¢de L(M), onait: ME ¥ si et seulementsi MR ¢§.
L'idée serait alors de prendre pour la classe X' cherchée la classe des structures de
= pour lesquelles les relations R et = coincident.

Or, on voudrait que la classe X' soit cofinale dans X. Pour assurer la cofinalité

de la classe I’ dans la classe Z, il suffirait que la relation R considéree vérifie la deu-
xiéme condition suivante :

(C,) Pourtout M € %, il existe M€ X telleque M C M et telle que, pour

tout énonceé @ de L(M), on ait: M'E ¢ siet seulementsi M'R ¢.

Définition 2.2. On appelle relation de pseudo-forcing sur une classe X de L-
structures toute relation de satisfaction généralisée sur X qui vérifie les conditions
(Cq) et (Cy).

Si R est une relation de satisfaction généralisée sur X, nous noterons Z*(R) la

classe des L-structures M de X pour lesquelles, nous avons :
Pour tout énoncé ¢ de L(M), MR ¢ si et seulementsi ME§.
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Des définitions précedentes et de la condition (C,), on déduit
immédiatement :

Lemme 2.3. 5i R est une relation de pseudo-forcing sur %, alors la classe Z*(R) est cofi-

nale dans .

Le lemme suivant regroupe quelques propriétés élémentaires d'une relation
de pseudo-forcing.

Lemme 2.4. Soir R une relation de pseudo-forcing sur X. Alors, pour tout M € X et tout
énoncé @de L(M) :
i) On ne peut pas avoir simultanément MR Y e¢ MR .
ii) Si MR =9, dlors pour route structure M’ de X telle que M C M’ on a
non(M'R ¥).
iii) Si @ est atomique et si MR $, alors : MEY.

Preuve.
i) Supposons qu'il existe M € X et g énoncé de L(M) telsque : MR ¢ et

M R -9 Il existe alors M’ € Z*(R) telle que M C M’ (lemme 2.3). Or R satisfait (C,)
donc M'R ¢ et M'R =$. Mais M’ € £*(R), donc M'EY¥ et M'E = ¢. Ce qui est ab-

surde.
ii) Supposans que MR ¢ etsoit M X telleque M C M, alors M’ R ¢

(proprieté C,). En utilisant (i), on en deduit que non(M’'R ¥).
iii) Soit @ un énoncé atomique de L(M) tel que M R ¢. Soit M’ € Z*(R) telle
que MC M (lemme 2.3), alors M'R ¢ etdonc M’ k9. Mais alors ME¢ B

Le résultat suivant énonce quelques propriétés intéressantes de la classe

=*(R).

Théoréme 2.5. Soit R une relation de pseudo-forcing sur Z. Alors :
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i) Z*(R) est cofinale dans X.
ii) Z*(R) est modéle-compléte.
Si de plus la classe Z est inductive :
iii) Z*(R) est inductive.

Preuve.
i) n'est autre que le lemme 2.3.

ii) Soient M et M’ deux structures de X*(R) telles que M C M’ et soit ¢ un
énoncé de'L(M) tel que M E ﬁP, alors MR # donc M’ R ¥ (propriété C,) et par suite
M’E $. Cela montre que M < M'. Mais alors Z*(R) est modéle-compléte.

i) Supposons X inductive. Soit (M), ., une chaine de structures de Z*(R) et
soit M la réunion des éléments de la chaine. La classe X est inductive, donc M € =.
Soit @ un énoncé de L(M), il existe alors B <Atelque €& L(MB). Il faut montrer que
M R ¢ si et seulement si M E ¥. Supposons tout d'abord que M E ¢. La classe
Z*(R) est modéle-complete donc la chaine (M), ., est élémentaire et par suite
Mg < M. Mais alors Mgl= 9 et, étant donné que Mg appartient & =*(R) : Mg R 9. Par
(C4), on en déduit : M R ¥. Réciproquement, supposons que MR 9. Si MF =9,
alors d’aprés ce qui précéde, M R —19, ce qui est absurde d'apres le lemme 2.4. On

a donc bien M E ¢. Nous venons de montrer que M € Z*(R). La classe X*(R) est

donc inductive M

Corollaire 2.6. Soit X une classe de L-structures sur laquelle il existe une relation de pseu-

do-forcing. Alors X est pré-modéle-compléte.

Preuve. Si R est une relation de pseudo-forcing sur Z, alors la classe Z*(R) est cofi-

nale dans X et modéle-compléte I
Nous allons maintenant établir la réciproque du corollaire 2.6.

Définition 2.7. Soient X une classe de L-structures et X’ une classe modéle-com-
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pléte cofinale dans Z. On appelle relation de satisfaction généralisée sur =
associée a X', la relation de satisfaction géneralisée Ry sur Z qui est définie de la

maniére suivante :
Pour tout M € X et tout énoncé ¢ de L(M), MRy ¢ si et seulement si
M’'E ¢ pour tout M’ X’ tel que M C M’

Lemme 2.8. Soient X une classe de L-structures et T’ une classe modéle-compléte cofinale

dans Z. Alors, la relation de satisfaction généralisée Ry associée a X est une relation de pseu-

do-forcing sur X. De plus : X' C Z*(Ry).

Preuve. Pour simplifier, nous noterons R la relation Ry. . Il est clair, par définition, que
R vérifie (C,). Etant donné que X’ est cofinale dans Z, pour montrer que R vérifie

(C,) et que X' C X*(R), il suffit de montrer que pour tout M € X’ et tout énonce ¢ de
L(M)ona : MR ¢si et seulement si M £ $. Soient M € X’ et ¢ un énoncé de L(M). Si
M Ro alors M ¢par définition de R. Réciproquement supposons que M k ¢. Soit
M €3 telque M C M. Alors M < M’ car X' est modele-compléte et donc M E 9.
On en déduit : MR ¢. D'ou le résultat Il

En regroupant les résultats du corollaire 2.6 et du lemme 2.8, on obtient :

Théoréme 2.9. Soit Z une clusse de L-structures. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

i) X est pré-modéle-compléte.

i) 1l existe une relation de pseudo-forcing sur X.

Le probléme initial se raméne donc au probléme suivant :

Etant donné une classe inductive X, existe-t-il une relation de pseudo-forcing

sur X7?

Avant de montrer que la réponse a ce probléme est positive, nous allons voir
que s'il existe une relation de pseudo-forcing sur une classe inductive Z, elle est
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unique, en un certain sens. De maniére plus précise, a toute relation de pseudo-for-

cing R sur une classe inductive Z, nous allons associer une autre relation de pseu-
do-forcing R* qui prolonge R, de telle sorte que si R et S sont deux relations de

pseudo-forcing sur Z, nous ayons : R* =S™.

Définition 2.10. Soient X une classe de L-structures et R une relation de pseudo-
forcing sur Z. On notera R* la relation de satisfaction généralisée sur X associée a la

classe Z*(R).

N.B. La définition de R* a un sens car la classe X*(R) est modéle-compléte

et cofinale dans X (théoréme 2.5).

Le lemme suivant est une conséquence immédiate des définitions précé-
dentes :

Lemme 2.11. Soient X une classe de L-structures et R une relation de pseudo-forcing sur

X. Alors, pour tour M € X et tout énoncé @ de L(M),ona :
M R* @ si er seulement si M’ R @ pour toute structure M’ de Z*(R) telle que M CM'.

Le résultat ci-dessous regroupe les propriétés fondamentales de la relation
R*.

Lemme 2.12. Soir R une relation de pseudo-forcing sur une classe de L-structures X.

Alors :

i) R* est une relation de pseudo-forcing sur Z.
ii) T*(R) C Z*(R").
iii) Pourtout MEX et tout énoncé pde L(M), si MR @alors MR* ¢.
Preuve. Les propriétés (i) et (ii) sont une conséquence immédiate de la définition de

R* et du lemme 2.8. Soient M € X et @ un énoncé de L(M) tel que M R ¢. Soit
M’ € 2*(R) telle que M C M’, alors M'R petdonc M k9. Cela signifie que M R"* ¢
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(définitions 2.7 et 2.10). On en déduit (jii) N

Nous pouvons alors établir le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 2.13. Soient T une classe inductive de L-structures et R et S deux relations de

pseudo-forcing sur Z. Alors :
i) R*=8" c’estadire: pourtour M € X et tout énoncé ¢ de L(M), M R* @siet

seulement si M S* .

ii) T*(R*)=Z*(S"

Preuve. |l est clair que (ii) est une conséquence immédiate de (i). Vérifions (i). Les
relations R et S jouent des rdles identiques, il suffit donc de montrer que, pour tout

MEZX et tout énonce ¢ de L(M) tel que MR* @, ona: M S* ¢. Soientdonc ME X et
¢ un énoncé de L(M) tel que M R* @. Supposons que non(M S* @), alors il existe
M € Z*(S) tel que M C M et Mk —9. Les classes Z*(R) et Z*(S) sont cofinales
dans Z, modéle-complétes et inductives (théoréme 2.5). En appliquant le lemme 1.1,
on voit qu'il existe N € Z*(R) telle que M’ < N. Donc : Nk 9. De plus N € Z*(R*)
(lemme 2.12). Or MR* @ donc N R* ¢ et par suite N ¢ car N € Z*(R*). Ceci est ab-

surde car on a déja N —=%. On a donc bien : M S* ¢, ce qu'il fallait démontrer I

Si R est une relation de pseudo-forcing sur une classe X, la relation R* est

aussi une relation de pseudo-forcing sur X (lemme 2.12). On déduit alors du théore-
me précédent :

Corollaire 2.14. Soir R une relation de pseudo-forcing sur une classe inductive Z, alors :

R*=R™ et ="(R") = Z"(R")

N.B. Soit X une classe inductive sur laquelle on peut définir une relation de
pseudo-forcing. Le théoréme 2.13 nous dit alors qu'il existe une relation F de
pseudo-forcing sur X telle que, pour toute relation R de pseudo-forcing sur X
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on ait : R*=F et Z*(R*) = =*(F). En d'autres termes R* et X*(R*) sont indépen-
dantes du choix de R. D'ou la définition suivante :
Définition 2.15. Soient X une classe inductive de L-structures et R une relation de
pseudo-forcing sur X. La relation R* est notée Fy et la classe X*(R*) est appelée

classe des génériques de X. Elle est notée G(T) et ses éléments sont appelés

structures génériques de .

La classe G(Z) posséde un certain nombres de propriétés trés intéressantes

qui sont énoncées dans le théoréme suivant.

Théoreme 2.16. Soit X une classe inductive de L-structures sur laquelle il existe une rela-

tion de pseudo-forcing. Alors :

i) G(X) est cofinale dans X.
ii) G(Z) est modéle-compléte.
iii) G(X) est inductive.

iv) Si I’ est une classe modéle-compléte cofinale dans Z, alors : X' C G(Z).

Preuve. En appliquant le theoreme 2.5 a la relation Fy on obtient immeédiatement (i),
(ii), (iii). Pour établir (iv), considérons une classe X’ modéle-compléte et cofinale
dans I et soit R = Ry Ia relation de satisfaction généralisée associee a X'. On sait
que R est une relation de pseudo-forcing et que X' C Z*(R) (lemme 2.8). De plus

Z*(R) C Z*(R*) (lemme 2.12) et, par définition, G(Z) = =*(R*). Donc: ' CG(z) W

Nous allons voir maintenant quelques propriétés de la relation Fs.
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Théoréme 2.17. Soit I une classe inductive de L-structures sur laquelle il existe une rela-
tion de pseudo-forcing. Alors, pour tout M € X et tous énoncés ¢, 0,9 de L(M), ona :
i) Si @estatomique, alors : MFg § si et seulement si : ME§.
ii) MFs (¥AB) sietseulementsi MFs ¥ et MF; 6.
i) §Si MFg¥ ou MF;8 alors MF5 (¥ v B).
iv) S’il existe a EMtel que M Fz¥(a) alors M Fy 3x¥(x).
v) MFg ¥ siet seulement si non(M' F ¥) pour tout M EZX tel que M C M’

Preuve. Pour simplifier les notations, la relation Fy sera simplement notée F. Soit
M € Z. Si R une relation de pseudo-forcing sur X, alors F = R*.
De la définition de R* on déduit immédiatement que, si ¢ et ¥ sont des énoncés de
LM)telsque E$->V¥ e MR* 9, alors MR* V. Les propriétés (iii) et (iv) résuitent
de cette remarque.

(i) Si g est atomique etsi MF ¢, alors M E ¢ (lemme 2.4). Réciproquement,

si ME 9, alors pour tout M' €X*(R) telque M CM’, onaura M'E ¥, ce qui signi-
fieque MR*¢ etdonc MF ¥.

(i) Si MF(¥ AB),alors MFY et MF B dapres la remarque ci-dessus.
Réciproquement, supposons que M F ¥ et MF B. Alors, étant donné que F = R*,
cela signifie que, pour tout M' €2*(R) telque MC M ona M EY et M E B (défi-
nition de R*) et donc M’ ¥ A 8. Par suite M F (¥ AB).

(v) Supposons tout d'abord que non(M’' F ¥) pour tout M’ € X tel que
M C M. Soit M' € =*(R) tel que M C M, on a alors non(M’ F ¥). D'aprés le lemme
212: M €z*(R*) = *(F), donc Mk ¥. Ainsi M' = =¥ pour tout M’ € Z*(R) tel
que M CM,donc MR* -y i.e. MF —. La réciproque résulte du lemme 2.4 I

Nous voudrions montrer que si X est une classe inductive de L-structures,
alors il existe une relation de pseudo-forcing sur X. Mais, si une telle relation existe,

alors il existe une relation Fy de pseudo-forcing sur X qui vérifie les propriétes (i - v)
du théoreme précédent. Or, ces propriétés nous donnent presque une définition par
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récurrence sur la complexité des énoncés de la relation Fy. Les seuls énoncés qui

posent probiéme sont les énoncés de la forme ¥ v 8 ou 3x¥(x). Pour régler le cas

des énoncés de.ce type, on est conduit naturellement a transformer les implications
des propriétés (iii) et (iv) en équivalences. En d’autres termes, on est tenté de définir

une relation de satisfaction généralisée sur X, de la maniére suivante :

Définition 2.18. Soit T une classe inductive de L-structures. Pour tout M€ X et
tout énoncé ¢ de L(M), on définit la relation | de la maniére suivante :

(1) Si @ est atomique, alors MIE ¢ si et seulementsi ME §.
(2) Si @ est de la forme ¥ A8, alors M[F ¢ siet seulementsi MIEY et

MIE 6.
(3) Sigpestdelaforme ¥ v, alors MIE ¢ siet seulementsi MIEY ou

MIE 8.
(4) Si pestdelaforme 3Ix¥(x), alors M|E ¥ si et seulement si il existe a € M

tel que MIE¥(a). ,
(5) Si p estde laforme -V, alors M |E ¢ si et seulement si non(M’IEV¥) pour

tout M'EZ telque M C M.

La relation |E que nous venons de définir sur la classe X est en fait la rela-

tion de forcing infini de A. Robinson [3].

Le résultat suivant est bien connu en théorie du forcing (cf. A. Robinson [3] et
Hirschfeld-Wheeler [2]) et il se vérifie sans difficultés.

Théoréme 2.19. Soit I une classe inductive, alors la relation de satisfaction généralisée |

sur X est une relation de pseudo-forcing sur Z.
Du résultat précédent et du corollaire 2.6, on déduit immeédiatement :

Théoréme 2.20. Toute classe inductive de L-structures est pré-modele-compléte.
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Corollaire 2.21. Toute classe pré-inductive de L-structures est pré-modeéle-compléte.

Preuve. Soit Z une classe pré-inductive de L-structures, alors il existe une classe in-
ductive X’ qui est cofinale dans X. Par 2.20, il existe une classe modéle-compiéte ="
cofinale dans Z'. Mais alors X" est cofinale dans X et X est pré-modéle-compléte M

Soit T une théorie de L, en appliquant le corollaire 2.21 & la classe Mod(T), on
obtient :

Théoréme 2.22. Toute théorie pré-inductive est pré-modéle-compléte.

Avant de démontrer la réciproque du théoréeme 2.22, nous allons établir deux
résultats. Le premier concerne la relation Fy qui est égale & I=* pour une classe in-

ductive Z.
Robinson a défini la relation de forcing infini faible de la maniére

suivante : si M est un élément d'une classe inductive X de L-structures et si ¢ est

un énoncé de L(M), alors M force faiblement ¢ relativement a =, si Ml =% ([2],
[3]). Le théoréme suivant nous dit que la relation Fy n'est autre que la relation de for-
cing infini faible.

Théoréme 2.23. Soit X une classe inductive.

(i) Pourtout M EX et tout énoncé @ de L(M), ona: MFs ¢ siet seulement si
MiF 9.

(i) Z*(F) = Z*(F") = Z*(Fg) = G(2).

Preuve. Etant donné que Fy est égale a IF*, nous utiliserons la notation |F* dans

la démonstration qui suit.
(i) Soient M € X et @ un énoncé de L(M). Supposons que M |E* . Alors, si

non(M [E ~—9) ilexiste M X telque MC M et M'|E —9. Considérons une
structure M” € =*(E) telle que M’ C M", alors M’ [E =9 etdonc M"E —¢§. Par défi-
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nition de la relation R* associée & une relation de pseudo-forcing R et, étant donné
que MIE* ¢, on doit avoir M"E% car MC M” et M”" € 2*(). On arrive donc a
une contradiction. Par suite MlE =9,

Réciproquement, supposons que M | ——¢. Soit une structure M’ € Z*(k)
telle que M C M, alors M' [l =9 et donc M’k ——¢ soit encore M'E $. Mais
alors MIE* ¥ par définition de |E*.

(ii) On sait que X*(E) C =*(E*) (lemme 2.12). En raisonnant par récurrence
sur la complexité des énoncés, nous allons montrer que pour tout M € Z*(E*) et
pour tout énoncé pde L(M),ona: MIE ¢ siet seulement si M 9. La démonstra-
tion est évidente dans les cas ou ¢ est atomique, ou de la forme ¥ AB, ¥ v 8,
3xY(x). Soit donc ¢ de la forme Y. Si M| ¢, alors M]E* ¢ (lemme 2.12) et donc
ME® car M €Z*(E*). Réciproquement, si M ¢, alors MIE* ¢ c'est 3 dire
M IE —==¥ par (i). Supposons que non(M = 9), alors il existe M' € X tel que
MCM et MIEVY. Maisalors M'[E*¥ etdonc M IE ~=¥ par (i). De plus
M’ IE =—=¥ car M |[E =¥ et M C M. Or ceci est impossible d’aprés le lemme
2.4-(i). On doit donc avoir M | 9. Nous venons de montrer que X*(E*) C X*(E).
Donc Z*(E*) = Z*(E). Or G(Z) = =*(k*) (définition 2.15) I

Théoréme 2.24.[2) Soit X une clusse inductive de L-structures, alors la classe G(Z) est
lunique sous-classe X' de X qui vérifie les conditions suivantes :

(1) Z"est cofinale dans X.

(2) Z' est modéle-compléte.

(3) Si X" est une classe modele-compléte et cofinale dans X, ulors " T X',

Preuve. Le théoréme 2.16 nous dit que G(X) vérifie les propriétés (1-3). Il est clair
que c'est-la seule. En effet par (3), deux sous-classes de X qui possédent (1-3) sont

égales W
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Ill) Théories gré-lnductlves et pré-modéle-compiétes.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer la réciproque du théo-
reme 2.22. Nous voulons donc démontrer que toute théorie pré-modele-compléte

est pré-inductive.
A noter qu'il serait vain de vouloir établir que toute classe pré-modéle-com-

pléte de L-structures est pré-inductive. En effet, considérons un ordinal limite A et
une chaine élémentaire (M), ., composée de L-structures deux a deux distinctes.

Soit = ={M_  : a <A} alors X est une classe modéle-compléte et donc pré-modé-
le-compléte qui n'est pas pré-inductive.

Nous allons commencer par établir deux résultats préliminaires sur les
classes inductives.

Lemme 3.1. Soit X une clusse inductive de L-structures et soit X' une classe de L-structures
telle que :
(i) X' est cofinale duns X.
(ii) X' est modéle-compléte.
(iii) X’ est close pour les sous-structures élémentaires.

Alors X' est inductive.

Preuve. Soit (M), ., une chaine de L-structures de X'. Soit M la réunion de toutes
les structures de la chaine. Etant donné que X' est modéle-compiéte, la chaine est
élémentaire et donc M_ <M pour tout a <A. Deplus M EZX car X est inductive.
Par cofinalité de X' dans £, il existe donc M’ €X' tel que M C M'. Montrons que
M < M'. Soient ¢ un énoncé de L(M) tel que ME ¢, alors il existe a <A tel que ¢
soit un énoncé de L(M,). Or M, < M, donc M_ k ¥. De plus M, < M’ car X’ est
modele-compléete et donc M’ E¢. Ona donc M < M’, mais alors MEZX’ car X' est

close pour les sous-structures élémentaires Il

Lemme 3.2. Soit X une clusse inductive de L-structures et soient ' et X" deux classes de
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L-structures qui vérifient les conditions (i), (ii) et (iii) du lemme précédent. Alors : ' = X"

Preuve. Considérons donc deux classes X' et " qui vérifient les propriétés (i), (ii) et
(i) du lemme 3.1. Soit M € %', En utilisant les hypothéses et les lemmes 1.1 et 3.1,
on voit qu'il existe N €2 telle que M< N. Mais alors M € " car X" est close pour
les sous-structures élémentaires. Nous venons de montrer que X' C XZ". On montre-

rait de méme que 2" CX.Donc: ='=3" I

Considérons maintenant une théorie T de L et soit Tv I'ensemble des énon-

cés universels de L qui sont déductibles de T. La théorie T, est inductive et il en est
de méme de la classe de ses modéles X = Mod(TV). On a donc le droit de parler de

la classe G(Z) qui est donc la plus grande classe modéle-compléte qui soit cofinale
dans X (théoréme 2.16). Cette classe G(X) se note alors G(T) et on note TF la théorie
de la classe G(T) c'est a dire I'ensemble des énoncés de L qui sont vrais dans toutes

les structures de G(T) : TF = Th(G(T)) (cf. [2], [3]). La théorie TF est appelée le com-
pagnon de forcing de la théorie T.
Ainsi la classe G(T) est cofinale dans Mod(T V) et modéle-compléte. De plus,

on peut montrer qu'elle est close pour les sous-structures élémentaires. Ce résultat
est classique en théorie du forcing ([2], [3], [4]). Nous allons malgré tout en donner
une démonstration élémentaire.

Lemme 3.3. ([2], [3], [4]). Soit T une théorie de L. Alors la clusse G(T) est close pour les

sous-structures élémentaires.
Preuve. Soit X = Mod(T\,). Par définition G(T) = G(Z) = Z*(F) = Z*(F") ol IF estla

relation de forcing infini sur la classe X (théoréme 2.22). De plus, par définition de la
relation k=, il est clair que X*(k) et donc G(T) est close pour I'isomorphisme. Soient
M e G(T) et M’ une L-structure telle que M' < M. Il faut montrer que M’ € G(T).Or
G(T) = =*(k*). Il faut donc vérifier que, pour tout énoncé g de L(M),ona: M E ¥ si
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et seulementsi M’ |[E* ¢.
-Si M'|[E* ¢, alors MIE* 9.0Or M G(T) donc ME ¢ et par suite M'E$.
-Si M F ¢, alors ME ¢. Supposons que non(M’ [k* $). Par définition de [E*,

il existe M” €G(T) = Z*(F) telque M'C M" et M"[=-%. La classe G(T) étant close
par isomorphisme, on peut supposer que les seuls éléments communs &8 M et M”
sont ceux de M’. Montrons qu'il existe N € Mod(TV) telque M CN et M" C N. Il

suffit pour cela de montrer que I'ensemble d'énoncés E = Tv U D(M) U D(M") est

consistant. Si cet ensemble était contradictoire, il existerait des parties finies P et Q
de D(M) et D(M") respectivement telles que Tv UPUQ soit contradictoire. Soit @ la

suite (a4, ..., a,) de toutes les constantes de L(M’) - L qui occurrent dans P ou
dans Q, b la suite by ..., bp) des constantes de L(M) - L(M’) qui occurrent dans P
et Cla suite (cq, ..., cq) des constantes de L(M") - L(M’) qui occurrent dans Q. On

auradonc: T F AP, b) » =-/\Q(3, ), dou I'on déduit :

(A) Ty E IXAPER VY -AQEY) ol X=(X;...X) et ¥=(Yy, ... ¥)

sont des suites de variables deux a deux distinctes et n'occurrant ni dans P, ni dans
Q. Or PCD(M) donc ME3XNAP@X) et MEIX/A\P@E X) car M'< M. Mais alors
M E 3x/\ P(3,X) car I'énoncé 3X/\ P(F, X) est existentiel et M’ C M". En utilisant

(A), on voit alors que :
M"E Y¥-AQ@E V) ;orQ C D(M") et donc M" E 3y /\ Q(7T, y). Contradiction.
L'ensemble E est donc consistant et il existe N X telque MC N et M"C N. Or

G(T) est cofinale dans X, donc on peut prendre N dans G(T). Etant donné que
MeE G(T),ona M< N etdonc NE¢. De plus M" € G(T) donc M"< N et donc
N =9, ce qui est absurde. On doit donc avoir M’ |=* ¢. D'ol le résuitat Il

On peut maintenant établir le théoreme fondamental qui caractérise la classe

G(™ (21 [3]. [4D :

Théoréme 3.4. ([2], [3], [4]). Soir T une théorie de L. Alors lu classe G(T) est l'unique
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classe Z qui vérifie les conditions suivantes :
(1) Z est cofinale dans Mod(T V)'

(2) Z est modele-compléte.

(3) Z est close pour les sous-structures élémentaires.

Preuve. |l est clair que la classe G(T) vérifie les propriétés (1), (2) et (3) (théoréme
2.16 et lemme 3.3). De plus c'est la seule qui posséde ces propriétés (lemme 3.2) I

Nous allons enfin démontrer la réciproque du théoréme 2.22 et caractériser
les théories pré-inductives et pré-modéle-complétes a l'aide de leur compagnon de

forcing.

Théoréme 3.5. Soit T une théorie de L, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Lathéorie T est pré-inductive.
(ii) Lathéorie T est pré-modéle-compléte.
(iii) Lathéorie T est contenue dans son compagnon de forcing, ie. T C T

Preuve. On a déja montré I'implication (i) = (ii) (théoréme 2.22).
(i) = (iii). Soit T une théorie pré-modele-compléte. Par définition, il existe
donc une classe modéle-compléte T qui est cofinale dans Mod(T) et donc dans

Mod(Tv). Pour établir 'inclusion T < TF il suffit de montrer que toute structure de

G(T) est modéle de T. Soit donc M &€ G(T). Les classes G(T) et X sont cofinales dans

Mod(T,,) et modele-complétes. En utilisant le lemme 1.1, on voit qu'il existe un mo-

déle Nde Th(Z) telque M< N.Or T CTh(Z) car £ C Mod(T). Donc N est modéle
de T et M est aussi modéle de T car M < N. On vient de montrer que T C T,

(iii) = (i). Supposons que T € T. Alors G(T) € Mod(T) et donc G(T) est cofi-
nale dans Mod(T). Or la classe G(T) est inductive (théoréme 2.16), donc T est pré-in-

ductive IR
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