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Remarques sur les matrices orthogonales
(resp. symétriques) a coefficients p-adiques

par

Bertin DIARRA
Université Blaise Pascal - Clermont Il - 63177 Aubiére Cédex

I - Laforme quadratique standard

I-1. Formes quadratiques

Soient K un corps de caractéristique = 2, E un K-espace vectoriel de dimension n.
Une application q : E =K est appelée forme quadratique s'il existe une forme bilinéaire
symétrique f: E X E— K telle que q(x) = f(x,x).Ona

fx,y) =3 (qx+y) - (qx)-qy).

On dit que q est réguliére si f est non dégénérée.

Unélément x deE telqueq(x) = 0estditisotrope.

Soit V un sous-espace vectoriel deE ; onnote V' l'ensemble des y € E tels que
f(x,y) = O pour tout x € V etondit que V est totalement isotropesi VC VL1, On démontre
(c.f. par exemple [1] ou [2]) que tout sous-espace totalement isotrope est contenu dans un
espace totalement isotrope maximal. Tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux

ont la méme dimension v , appelée indicedeq ; de plus 2v < n.

Supposons q réguliére. Soit u € Endg (E) . Il existe un unique opérateur u* €
Endk(E),appelé adjoint de u par rapporta f, tel que f(u(x),y) = f(x, u*(y)) pour x,y €E ;
onau** = u. Ondit que u estsymélriquesi u = u* etque u estun opérateur

1

orthogonalsi u estinversible tel que u™ = u*,ce quiéquivauta f(u(x), u(y)) = f(x,y))

pour x,y € E.

I-2. La forme quadratique standard

Considérons E = K" etsoitB = (e, ..., e, ) la base canonique de E. La forme bilinéaire

)

n n
standard est définie par le produit scalaire <x,y > = D X, ¥ ou x = Z X, €,
i=1 i=1
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n
y= Z y& c'est une forme bilinéaire symétrique nondégénérée ; la forme quadratique
j=1

n
associée est donnée par q(x) = Z xj2. Si K est un corps ordonné , la forme
i=1
quadratique standard est d'indice 0.

Identifiant Endg (K" ) a l'anneau de matrice carrée Mat, (K) ; l'adjoint de
u € Endg (K") par rapporta <, > estla matrice transposée ‘u de u.La matrice u

est un opérateur orthogonal (resp. symétrique) si et seulement si 'u = u~! (resp.'u = u).

Remarquel :
(i) Soitu=(ajj)1<i,j=n € Mat, (K) ; u estorthogonale si et seulement si
tout vecteur colonne C (resp. tout vecteur ligne L) est non isotrope tel que
q(C) =1 (resp. q(L) = 1) et les vecteurs colonnes (resp. les vecteurs lignes)
sont deux a deux orthogonaux .

(ii) Si u estorthogonale,alors(détu)? = 1.

Lemme 1 :
Soit u € Mat ,, (K) une matrice orthogonale.

(1) Si x € K" est un vecteur propre non isotrope de u, la valeur propre

correspondanta x est T 1.

(i1)  Si X estunevaleur proprede u,ona A = 0 et M"Y est une valeur propre de u.

@) Eneffetsi u(x) = Ax et <x,x> =0, ona
<ux),u(x)>=<Ax,Ax> =22 <xx>=<x,x>;doncA2=1et A= % 1.
(ii) Soit Py (X) = dét(u-X1,)le polynéme caractéristiquede u ; ona
P, (X)=dét(u™1-X1I,) = détuldét (I, - X u) = détu™! (-1) " X" dét (u-X""1I,,)
=détu! (-1)"X*P,(X1).Doncsi ‘u=u"!, alorson voit que
Py(X)=P, (X)=P _,(X)=détu"!(-1)"X"P,(X7!) = £ (-D"X"P, (X" 1).
Ainsi P,Q)=0& + (-)"A"P,AY) =0 ©eP, A ") =0.

Remarque 2 :

Soit u € Maty, (K) une matrice orthogonale ayant toutes ses valeurs propres dans K.
SiA = t 1 estunevaleur propredeu , toutvecteur propre associé a \ est un vecteur

isotrope .
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Exemple : n=2

ab
Soit u =( d ) € Matz(K) orthogonale. Onadétu=ad —bc= x 1 ; deplus
¢

c
a= et b= = ———
ad — be ad — be
i) Supposons b =10 (& ¢c=0)
a0’
alors u = 0d ) avec ad = = 1. Onvoitdoncque u estégalea l'une desquatres

(1 0 ( -1 0 1 0 -1 0
matrices suivantes ) , > , ) , )
01 0 -1 0 -1 0 1

(ii) Supposons b =0 (& c=0)

ab
lercas : détu=1 ,alors u = ( b >et Pu()\) = (a - A2+ b2 ; lesvaleurspropres
-ba

de u sontdonc Ay =a+ib et 9 = a-ib dans L=KI[i] od i =V-1 ; deplus
MAs=a?+b%2=1. Ainsi u est diagonalisable sur L = K[i] . Le vecteur
gy =iey—-eg € L2 (resp. eg = e;—ieg) estun vecteur propre associé a Ay (resp.1q) ; g

et g9 sont deux vecteurs isotropes telsque < egy,e9 > = 21.

a b 2 2 2
2éme cas: détu= -1, alors u = ),onadétu =—a"=-b"=-=1c¢etu =12;
—a
les valeurs propresde u sontdonc A; =1 et A9 = -1 . Ainsi u est diagonalisable sur K

avec g1 = (1+a)e; + beg (resp. eg = be; -(1 + a) eg) vecteur propre associéa 1

(resp.-1).
I-3. La forme quadratique standard sur Q:

Soit p un nombre premier et soit Qp le corps des nombres p-adiques. On munitle Qp-

espace vectoriel Q: duproduit scalaire standard. Soit [ ] la fonction partie entiére des

nombresréels. Ona :
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Proggsition 1:

n
La forme quadratique standard q (x) = Z xj2 sur Qn a pour indice
j=1 P
n
(i) v = [5 si p=1 (mod.4)
n
@ v = 2 si. p=3 (mod.4) e n F2 (mod.4)

(iii) vzlgl—l si p=3 (mod4) e n =2 (mod4)

Démonstration :

Rappelonsque -1 est uncarrédans Qp sietseulementsi p = 2 et le symbole

p-1

de Legendre ( B >= (-1 2 est égala 1,c'est —a —diresi et seulement si
P

p estdelaforme 4m + 1. Alors
i=V-1¢€ Qp sietseulementsi p =1 (mod.4).

1° Supposons donc p =1 (mod.4) soit (ej)1<j<n la base canoniquede

n
E =Q" . Posons v, = | — | et considérons les vecteurs
p 0 2

el = 1el+e2 ) 82‘—" 1e3+e4 ) eee ,ej = 1e2j_I + e2j ) eee ,au = 1e + e
Pour 1 =s¢=j=< vy, ona <tg,g;> = <iegp 1 + e9p, i62j_1 + eg;> =
i2<e2e-1,e2j_1>+i<e2e_1,e2j>+ i<ege,egj-1 >+ <ege,e2j> = 0 et pour
1sjspg,<ej,ej5> =i2<e2j_1,e2j_1> + 21 < egj-1,e2;> + <egj,e2j> = 0.

Il est clair que (¢j)1<j<y, est libre dans E . Le sous-espace vectoriel

v
0
v
V= 60 sz‘j de E, dedimension Y ,est totalement isotrope car si x = Z A e,
=1 j=i !
Yo
= .e , ona <x,>=Y/‘A L <g,e> =0.
y Z l»lJ i Yy 2_ ¢ PJ e § 0
=1 )i
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n
Si v est l'indicede q, ona v = l;l = uo,donc v, =V =

NS

Ce qui achéve la démonstrationde (i) .
2°)  Supposons que p & 1 (mod. 4) ; c'est-a-dire p=2ou p = 3(mod. 4) alors
i=Vv-1€Q,.

X.\2
. ) 1
a) n=2 ; sxq(x)=xf+x§= 0 avec x,# 0, on aurait (—) =~1 et
X2
%
i = —¢€ Q ,cequiest absurde. Ainsipourtout x =x_ e + x_e, € Q2 , x =0
x2 p 171 272 p

onaq(x)=0 ;dou v=0.

b) n=3 ; ona qx)= xf + xg + xg . Considérons la forme quadratique

a(x) = xf+ x§+ ;z sur F‘; .Ona d°q-=2<3 ; on déduit du théoréme de

Chevalley, qu'il existe x = (xl, Xos ;3) = 0 dans F:; tel que a(;) =0.0na

a— -
a—q=2 X5 Supposons p = 3 (mod.4) alors il existe xEZ‘Z et x=20 ,1<j=<3
X.

J

d
telsque q(x) = 0 (mod.p) et v( a—q (x)) = 0. On déduit de la méthode de Newton
%
3

(c.f. par exemple [3]) qu'il existe x = Z X, e, € Zﬁ , x = 0 telque
i=1

X x
1 2

qx) = xf-&- x? + x§: 0. Supposons x,# 0 et posons a= — ,b= — ,on a alors
X X
3 3

aZ+b2+1=0.
Deplus a= 0 et b= 0 carsion avait b= 0 onaurait a2+ 1=0et a = TieQy,
absurde.

Posons £, = ae; + beg + e3 ; alors lesous-espace V = Q g1 de Q3p est totalement

3
isotrope ; comme 2v <3 , on a v=l=l§] .
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c) Supposons n = 0(mod.4) c'est-a-dire n = 4m.

Considéronse, = ae| + be, + e5; £, = -be, + aey, + €45

Egj.p T A€ gt be ot ey i g = be g tae, toeyi

€om-1 = 8€4m3 T Deyn o *eyn 10 gy = -bey gt ae, o+ ey,

On vérifie aussitét que (e ,e,,.., €9, {,€9,, ) est libre. De plus < €gi1:895.1> =
a2+b2 +1 =0 <82j,€2j> =b2 +a2+1 =0; <82j-l’82j> = -ab + ba
= 0et<&:2j_l,eze> =0sils€=#j<m.

m

Onvoit que lesous—espaceV = g (Q ¢

_ n . .
3 > 2j_1®Qp82j)deE = deedlmenswn
i

n n
2m = z est totalement isotrope,doncv = 2m = [E].

d) Supposons n = 1 (mod.4) c'est-a-diren = 4m + 1. Posantpour1 <j < m,e 91 =

ae, 3+ be4j_2 toeyetey = -be4j_ gtaeg , + e4j,onv01tcommeenc)que
m
V= g (Qpe 21 ® Qpe 2] ) est totalement isotrope de dimension

j 1

om = [2m+ ~] =[ 2];donc v=[ 2]
m = [2m 5= 2,oncu— 51

e) Supposons n = 3 (mod.4) et posonsn = 4m + 3. Posantpour1 <j<m,e 2j-1 =

ae‘,'j_3+be4j_2 + Cey_ 1> €9f = -b 4.3 +ae‘“._2 +e4j et e 5,1 T ae,

+ be am+2 T €4m+3o0n voit comme ci- dessus que

@ Qpe 2] ) est totalement isotrope.

m
vV = ® (Qpe2j—l

Maxs<32j_l,e2m+l> =0 = <82j,82m+1> et <€or i 1v € ome1 > = a2+b2+1
= 0;il vientque V = Vo, ® Qpe, ., esttotalement isotrope de dimension

4m + 3 n L
2m + 1 =[-—]=[§];am51v=[

]I=2m + 1.
2

0|8

Avecb), ¢), d), e) on a donc démontré (ii) .
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) Supposons n = 2 (mod.4) et posonsn = 4m + 2. Soient comme ci-dessus e2j_; =

aegj.3 + be4j,2 + ey et egj = -be4j.3 + aeyj.2 + ey, 1 <j<m.

Lesous—espace V =
i

_— n 3
(Qpezj_ ) GBQpe2j )deE = Qpesttotalementxsotrope.

" 3

1

n
Seit x = Z X,e, € E un vecteur isotrope, orthogonala V,;

€=1
n
2 N .
on a x5 =0et <x,V.>=0o0uV, = e,. . BQ ¢, . ,1=j=m.
Zl 1 ! i Qp 2j-1 Qp 2j .
Mais si <x,e94.1> = axyj.3 + bX4j_2 + X451 = Oet <x,e9j> = -bX4j_3 +
axgje + X45 = 0,0naxgyj.] = -axyj.3-bxg.oet xg = b x 4j.3- a x4j. 2.
n m
2 _ 2 2 2 2 2 2 _
Alors Z X, = Z (x4j-3+x4j_2+x4j_l+ x4].)+ Xymi1 T Famea = 0
e=1 =1
. 2 2 2 2 2 _
avec pour 1=j=m, x4j_3 + x4j__3 + x4j—2 + :(4]._2 + x4j =
_ 2 2 2 2 2 2
= x41_3+x4j_2+a x4_3+2ab x4._3+b Xy4i_2 +
2_2 2 2 (a2 2 2 4 _
+b x4j_3—2ab X 4i-3 x4j_2+a x4j_2—(a +b +1)(x4j_3+x4j__2)-—0.
n
.. 2 _ 2 2 _ . _ —
Amsxz x,=0+x,  +x,  o,=0etcomme i QQp,onax&n+l—x4ln+2—0.
=1
Puisque x4j1 = -ax4j-3-bxgj2 et x45 = bxygj3 -—axygj2 , on a

X4j-3= aX4j_1—bX4j et x4j-2 = bX4j_1 + axg4j. D'ou
X4j-3€4j3 + X4j2es4j2 T+ Xaj1€4j1  + X4jeq = (@xqj - bxgj)eqjz +
(bX4j_.1 + aX4j)e4j-2 + X4j-1 €4j-1 + X4j€4j T X4j-1 (a €4j-3 + be4j_.2+ e4j_1)

+ x4j(-begj3 +aeqj2 + eqj) = X4j1 €251 + X4j €25 . Ainsi

m

+ +

2 (%45 3845 5+ Xaj_2®% g T Xaj1®4jo1 T Xy 6y)

=1

< m
=Z X4j-1%25-1 + X | €€ € V. Parsuite V =,§l(Q g

.. D e,.) estun
4j j -1 Qp 2j

: p 2]
i=1
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n
sous—espace isotrope maximalde E et v=2m=2m+1 -1 = lE] -1.

Ce qui démontre (iii) .

Remarque 3 : i€Q,.
La forme quadratique standard sur sz’ a pourindice v =0 lorsque 1 Sn<4 .

Si n=5 onsaitque toute forme quadratique sur Q; est dindice v = 1. [Ceci est vrai

pourtout p — cf. [5]] .

En fait posant n=8m+s,0<s<7, ona
v=4m lorsque 0 =<s =<4,

v=4m+t lorsque s=4+t 1=st=3).

N.B.

i) Soit K un corps de niveau 1 ou 2 (resp.4) (c.f. III-2. b) ) alors l'indice de forme
quadratique standard sur K" est donné par la Proposition 1(i) ou (ii) et (iii) (resp. la
Remarque 3).0On peut de la méme maniére calculer l'indice de la forme quadratique
standard pour tout corps de niveau2 ", r = 0.

ii) Appliquant la Proposition1 et la Remarque 3 ,onobtient une description de la

structure de l'algébre de Clifford de 'espace quadratique standard (Q: ,q ) .

IT - Matrices orthogonales pour la forme quadratique standard

Dans la suite K est toujours un corps de caractéristique = 2 ; E = K" est muni du
n n
. . 2
< > = .y. = C
produit scalaire <x,y z:l X.Y, et q(x) jzl X u € Matn(K) est orthogonale
1= =
c'est-a-dire <u(x),u(y)> = <xy> ,(xy € E) ouencore q(u(x)) = q(x),

x€E.
II-1. Le polynéme caractéristique d'une matrice orthogonale

On a vu que si u € Mat, (K) est une matrice orthogonale, le polynéme
caractéristique Py de u est tel que P, (X) = détu ™! (-1)» X® P, (X™!) . Doncsi A est une

racine de Py, alors A™! est une racinede P, . Soit (A j)jeJ l'ensemble des racinesde P,
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distinctesde £ 1 ;onacard J =2m <n et ()\j)juz{}\i,l SjSm}U{)\j—l,l <j<m},
alos P (X) = (=1)" (X=1) X+1) ﬁ K=h)d X=A"DHT
u ] J ’

=1
n

détu = Pu(O) =(—1)"+r. De plussi Pu(X) = Z aexe;ona a,= (—l)nan_edétu,

€ =0
n' -1
1 <¢<n-1.Enparticuliersi n=2n',P_(X) = X* '+ > a, X%+ detuXx®"*)+détu
=1
nl
etsi n=2n'+1,P (X) = —X™*'+ 3 a X'-detuXx™*'"%) + detu.
¢=1
Remargue 4 :
Si K est uncorpsordonné , la forme quadratique standard sur K" est
d'indice = 0. Plongeant K dans un corps ordonné maximal K l'extension

L = Kog[i] estalgébriquement close. On montre comme pour R et C que toute
matrice orthogonale u € Mat, (K) pour la forme quadratique standard est

diagonalisable sur L.

Si A € K est une valeur propre de u € Mat, (K) , on note E (A) l'espace des

vecteurs propres dans E = K™ associésa A.

Lemme 2 :

Soit u € Mat, (K) une matrice orthogonale pour la forme quadratique standard

q sur E = K" etayant toutes ses valeurs propres dans K.
Si (Aj , }\j_l) 1<j=<m est lensemble des valeurs propres de u distinctes de *1

m
alors le sous—espace E*(m) = _Ql E(Aj) de E est totalement isotrope.
‘l =
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Soit A une valeur propre de udistinctede £ 1 ; si x € E(d) ,ona u(x) = Ax et
qux)) = Azq(x) =q(x) ; comme A2 %1, ona q(x) = 0. Ainsi pour x,y € E(A), ona
<xy>=%(QqEx+y)-qx)-q(y)) = 0 c'est-a-dire E (A) C E \)1. D'autre partsi p
est une autre valeur propre de udistincte de + 1 et de A ona pour x€EE(A) et y€E(p),
<ux),uly) > =Ap<xy>=<xy> ,dou <x,y>=0 car Ap # 1,c'est-a-dire
E@m L EQ).

m
Enconclusion E* (m) = & 1 E (Aj ) somme directe orthogonale de sous—espaces totalement
1=

isotropes est isotrope [].

Remargue 5 :

m
@G) De la méme maniére E~ (m) = jQ;I E (Aj-l) est un sous—espace totalement

isotrope de K.

(i) E*(m) © E~(m) estunsous-espacede E stable par u.

(i) Soient 1S¢=j<m; ona EM)C EA; Dt et E(Ae‘l)CE(Aj)l.

(v u(EQj)) =EQ) et w(EQDL) = EQyp L.

m t. t.
Puisque P, (X) = X-1)"X+1)*® [] X - 1) (X -Aj—l)’,de facon classique
i=1

m
u est diagonalisable si et seulement si n = r+s+ 2 Z tj ; alors
i=1
E=E-1)®EQ®E" (m)®E™ (m).

II - 2- Exemples de matrices orthogonales non diagonalisables

Rappelons (c.f. [2] ) que si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n muni

d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée f (K de caractéristique = 2) et si vest
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I'indice de f , considérant V et W deux sous-espaces isotropes maximaux distincts et
posant U = (V @ W )* | on dit qu'une transformation orthogonale de la forme u (x) =
x + v(x) estsinguliéresil'ona u(x) = x pour x € U+V . Alors puisque f(u(x),u(y)) =
f(x,y),ona ®@f(x,v(y)) +f(v(x),y) + f(v(x),v(y)) =0 pour x,y €E.

Mais U ® VC kerv ; ainsiavec ® onobtient v (E)C V:ecar (U ® V)1t= V.Onaalors
f(v(x),v(y)) =0 pourx,y € Eet ® devient f(x,v(y)) + f(x,v¥(y)) + f(v(x),v(y)) =
f(x,(v + v*)(y)) = 0 pour tous x,y € E | c'est-d-dire v + v* = 0 ouencore v*¥ = -v.

1

Comme u™! = u*,onapour x€EUBV, u*(x) =u'(x) =x=x+ v*(x) ; donc

U @ V C ker v* et u*est un opérateur orthogonal singulier tel que u*(x) = x pour
x€EUBDBV ; ;ona v¥(E)CV.

PuisqueE=VO® W ® U avec VLU , ilexisteunebase (¢j)1 <j<n de E telle
que (ej)15jsvCV;€j)v+15js20C W ;(€j)2 v+r1sjsn CUet f(eg,ej+p)
= 8¢j pour 1=¢,j<y,. Il vient que wu(ej)=¢e; pour

v
j€M,ulU[2v+1,n] etu(rjﬂ) = g4 + v (a]_w = aj+u+ z B ihy & 1=sj=v
] =
c'est—a —dire v(ej+u) = Z ei+v e 1=j=v . De la méme maniére
v
v*(%ﬂ) = ez ﬁf,j+vse ,1sj=sv.
v v
On obtient f(v(ej+u),ee+v) = kzl (11(,1.+vf'(ek,s£”r z k. j+o k =
v
= Ay gy, = g, vy, ) 2 By o8k = By oy 40U By, = ap
Comme v = -v* ona Bj ¢+ = -agj+v, 1 SE€,j<v.
Posons y¢j = agj+y,1<€,j<v, on a Y, = -Y, et la matrice
S = (Ye,,- )lse <, est antisymétrique : 'S = -S. En_ conclusion, la

matricede u dans la base (gj)1<j<n est de la forme
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I, S 0
T = 0 I, 0 avec S = -'S. 1l devient clair que
0 0 |

I'ensemble des transformations orthogonales singuliéres laissant invariants les éléments

viv-1)

de U@ V est un groupe abélien isomorphea K

Exemples :

a) n=2o0u n=3 ;onavs

n
El = 1.L'application identique est la seule

transformation orthogonale singuliére. C'estclairsi v =0 etsi v=1,0ona S ={(y)

avec S=y=-S=-y,doncy=0.

b) n=4 ; ona v=<2
Si v = 0 ou 1, toute transformation orthogonale singuliére est 1'identité.

Si v =2, les transformations orthogonales singuliéres sont de la forme

I2 S 0 -~y
T = ou S = , ¥ € K.
0 12 y 0

Lemme 3 :
Soit u = idg + v une transformation orthogonale singuliére laissant invariants les
élémentsde U © V. Alors 1 estl'unique valeur proprede u ; ona U® VCE(1)

etsi u=idg , u n'estpas diagonalisable.

Supposons A = 1 valeur proprede u ; il existe x €E, x=0 tel que
u(x) = Ax = x+v(x) ; dou (A-1)x = v(x)€EV et x€V ; on obtient alors
u(x) =x =1Ax, ce qui absurde. Le seul sous-espace propre de u étant
E(Q) =ker(u-idg) =kerv ;siu=idg ,onv=0avec UDV Ckerv=EQ)=E et

u n'est pas diagonalisable ; deplus n-v <dimE(1) <n.
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Application K =Qq
Ona vu — Proposition 1 — que la forme quadratique standard sur E = Qg a pour

indice v =

g] si p=1(mod.4) ousi p=3(mod.4) avec n#2(mod.4) et

v = [g—]—l si p =3 (mod.4) avec n =2 (mod. 4).

a) Supposons p = 1 (mod.4)

U

(i) Si n estpair ,ona n=2v. Soit V =j§1 Qp g  un sous—espace totalement

U
isotrope maximal ; W= j@‘ Qp &4, UN autre sous—espace totalement isotrope ou

(gj+v)1<js<v est une base de W conjuguée a (ej)i=<jsn ; c'est-a-dire
<ep,g+p> =0¢; . Ona E=V® W . Considérons S = (y, ;)1se,,<v C Qp telle que
Y, = Y, ; 1=j,¢=v. L'opérateur u définipar u(g) =¢j , 1<jsv et

v

u(&”_v) =84, + ez Yo ;& » 1<j<v,est une transformation orthogonale
=1
singuliére de E. La matrice correspondante u € Mat, (Q,) , dans la base canonique de

E, est une matrice orthogonale non diagonalisable désque S =0 .

NB. 3) Ona u= P-IT P ou P est la matrice de passage de la base (j)1<1=n

I S
. _ v
a la base canonique (ej)lsjsn et T = ( 0 I >

v

(2) Lamatrice T de udanslabase (ej)) <j<n n'est pas une matrice orthogonale
pour S = 0.[]

(ii) Si n est impair, ona n = 2v + 1 . Considérons, avec les notations de a) (i),

en€E , e, LVOW; ;ona E=VOWOQ, ¢, ; on définit alors une transformation
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orthogonale singuliére u en posant u(ej)zaj Jd<j<vou 2v+l <j<n ;
v
= < i<
u(ej+v) sj+v+e2ye’jee,l._1..v
=1

et u(e,) = &5 . Lamatrice correspondante u € Mat, (Q ;) dans la base canonique

de E est une matrice orthogonale non diagonalisable dés que S = 0.

I, S o0
Ona u=P-! 0o I, 0 P .
0 o0 1

b)  Supposons p =3 (mod.4) et n # 2 (mod.4) .

Si nestpair,ona n = 2v ; onsetrouvedanslecas a)- (i) .Si nestimpair,ona n =
2v+1 etonse trouve dans un cas analogue a a) - (ii) .

c) Supposons p =3 (mod.4) et n =2 (mod.4).

Ona n = 2v +2 . Considérons, comme en a) deux sous-espaces totalement isotropes
maximaux V et W ; Soit (e ,-1,8,) C E, libre telleque £,, L V& W et ¢, 1
V ® W. L'opérateur udéfinipar u(ej)=¢j,1<j<v ou2v+1=<j<n;

)= ¢ et

n-1

v
u(sj+v) = gy, + ez Yo i€ - 1<j=sv (notationsde a) ) ; u(an_l

u(e,) = ey, est une transformation orthogonale singuliére. La matrice correspondante

u €Mat , (Qp) est une matrice orthogonale non diagonalisable dés que S = 0.

I, S 0 0

Ona u=P-! 0 I, 0 0 P .
0 0 1 0
0 1

On a donc démontré :

Proposition 2 :
Considérons le corps p-adique Qp ,p = 2.

Pour tout entier n = 4 , il existe des matrices orthogonales d'ordre n a coefficients

dans Q, qui ne sont pas diagonalisables. On peut prendre les matrices dans la base

canonique de Q'; de transformations orthogonales singuliéres.

N.B. Les matrices orthogonales ci-dessus ne sont orthogonalisables sur aucune extension
finie de Q p.
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Remarque 6 :

i) Sip = 2 , il existe pour tout entier n = 5 des matrices orthogonales a
coefficients dans Q 9 dordren non diagonalisables.
(ii)  Soit K uncorps de niveau 2", r = 0, et de caractéristique = 2 pour tout entier

n = 1 + 2, il existe des matrices orthogonales d'ordre n non diagonabilisables.

Z
=

Les coefficients des matrices orthogonales de la Proposition 2 ne peuvent étre tous
rationnels. En effet, soit u € Mat, (Q) une matrice orthogonale pour la forme
quadratique standard ; alors u est diagonalisable sur C . Les racines du polynéme
caractéristique de u sont des nombres algébriques et les coordonnées de ses vecteurs
propres sont donc des nombres algébriques. Plongeant la cléture algébrique de Q
dans celle de Q, , on voit que toute matrice orthogonale u € Mat, (Q p) a coefficients

rationnels est diagonalisable sur une extension finie de Qp, .

III - Exemples de matrices symétrique p-adiques non diagonalisables

II1-1. n =2

ab
Soit u = (b d) € Mat2(Qp)Symetnque. Ona

2
P (X) =dét@-X1L)=@-X)d-X) - b2=X%2— (a+d)X +ad - bZ= (x_ a+d> _i—

2
ou A = (a—d)? + 4b2.

a) Supposons p =3 (mod.4) ou p=2 ; alors i £Q; .

(i) Oubien A=(a—d)?+ 4b%2 =0 et commei €Q ceciéquivauta a =d et

al

b=0; ona uz(
0a

) matrice diagonale.
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(i) ou bien A = (a-d)®2 + 4b% £ 0 ce quiéquivauta b =0 ou a = d. Le polynéme
caractéristique P, de u a deux racines distinctes dans Q, (Va) = Kp et u est

diagonalisable sur K, .
b) Supposons p=1 (mod.4) ; alors i=V-1€Q,.

@) Oubien A = (a-d)®2 + 4b%2 =0 ; alors u est diaganalisable sur K, = Q (VA).
P p

() OubienA=(a-d?+4b2=0 cequiéquivauta b = t ;—(a—d) ; alorssia=d

ona b=0 et u=aI2;

L (@a=-d) (a—=d)
a i a —i
i d=0 et 2 ( 2 )
_— u-= . =
sinon a e (a=d) resp. u a—d)
i d -1 d
2 2
a+d

a pour unique valeur propre A\ =

a-d /1 i a-d/ 1 -—i
Ainsi, ona u-AI = ) resp. u = . avec u—AI, de
2 2 i -1 2 -1 -1 2

rang 1. Le sous— espace propre associé 4 A est doncde dimension 1 et la matrice symétrique

Al a+d
u n'est pasdiagonalisable. Enfait u est semblablea (0 A ) ou A = <
En résumé :
Si p +— 1 (mod.4) , toute matrice symétrique d'ordre 2 & coefficients dans Qp est

diagonalisable sur une extensionde Q p, .

ab

a coefficients dans est
bd ) Qp

Sip =1 (mod.4), toute matrice symétrique u = (

(a—d)
diagonalisable sur une extension de Qp sauf lorsque b = i 5 .
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I-2. Un exercice classique.

Soit K un corps.
Considérons a;,...,a, € K etposons u=(agaj) 1< e¢,j<n€Mat,(K).

n
Ilest clairque u est une matrice carrée symétrique detrace tru = Z aj2 . Tout vecteur
i=1
lignede u est proportionnel au vecteur (ay,agz,...,a,). Il vientque u estderang 1.

Ainsi le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A = 0 asavoir E (0) = keru
estde dimension n-1.Mais le polynéme caractéristique P, de u est donné par

Py(X) = (D" X" + (-1)*! truX™! + . + detu.

Puisque A = 0 estunzérod'ordre =n-1 de P, ,ona Py(X) = (-1)* X! (aX + B) ;

ainsi a=1, = ~tru et

PX) = (-1 X! (X—tru) = (1" x“"(x_ > a.2>.

a) Si K estuncorpsordonné etsil'undes 3 estnonnul, A = Z aj2 %= 0 estun zéro
j=1

simple de P, . Alors K" = E (0) ® E (A) et u est diagonalisable . Ceci est un cas

particulier du fait que toute matrice symétrique a coefficients dans un corps ordonné est

diagonalisable sur une extension ordonnée de K (plonger K dans un corps ordonné

maximal et raisonner comme pour R.)

b) Si K estun corps non ordonné ; rappelons que l'on appelle niveau de K, le plus

s
petit entier s telque -1 = Z aj2 ol ajé K, aj #0 . Onsait (c.f.4]) que s=27,
i=1

r=0. Alorspourtoutentier n=1+2", ilexiste a_, ... a, € K nontousnulstelsque

1
n

Z a.j2 = 0. Dans ces conditions,ona Pu X)=(=1" X" ; comme E(0) = keru estde

i=1

dimension n-1 , u n'est pas diagonalisable.
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c) Les corps Q ,sontde niveau 1 si p =1 (mod. 4) et de niveau 2,si p = 3 (mod.4)

(c.f. démonstration Proposition 1) . Le corps Q2 est de niveau 4. Ainsi la forme
quadratique standard sur Q; admet des vecteurs isotropes non nulspour n = 2 lorsque

p=1(mod.4) ; pour n =3 lorsque p=3 (mod.4) etpour n=5 lorsque p= 2.

n

n
. n . 2
= .e. t t ; L=
Soitdonc a Z ae, € Qp un vecteur isotrope non nul ; ona z a; 0 et la

j=1 j=1

matrice symétrique non nulle u = (a¢aj) 1 < £,j < n n'est pas diagonalisable d'aprés b).
On a donc démontré :

Proposition 3.
Il existe des matrices carrées symétriques d'ordre n a coefficients dans Q, non
diagonalisables pour n = 2 lorsque p=1 (mod.4) ; pour n =3 lorsque p =3

(mod. 4) etpour n =5 lorsque p=2.

N.B Les matrices symétriques ci-dessus ne sont diagonalisables sur aucune
extension de Q p.
II1-3. Scholie

Soit K un corps ordonné maximal ; tout comme sur R ; toute matrice carrée
symétrique u d'ordre n a coefficients dans K est diagonalisable et 1'espace vectoriel K"
contient une base de vecteurs propres de u deux a deux orthogonaux.

Si K est un corps non ordonné et si u € Mat, (K) symétrique est diagonalisable
dans une extension finie L de K , l'espace L™ muni du produit scalaire standard
contient-il une base de vecteurs propres de u deux a deux orthogonaux ? On a bien str
une réponse affirmative quand les valeurs propres sont simples :

Remarque 7

Soit K un corps, u € Mat,(K) une matrice symétrique ayant toutes ses valeurs

propres distinctes dans une extension (finie) L de K . Alors il existe dans L™ muni

du produit scalaire standard une base orthogonale formée de vecteurs propres de u ;

de plus tout vecteur propre de u est non isotrope .

En effet si A # p sont deux valeurs propresde u,ona E () L E(u) .Les

valeurspropres Aj,1<j=<n étant distinctes, on a dim E(Aj) = 1 ; si {¢g}
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n
est une base de E(Aj), on a L"=j.@1 Laj avec <gpg> =0 si =j. La
matrice B = (begj)1<¢j<n du produit scalaire de L" dans la base orthogonale
(ej)1<j<n esttelle que be; = 0si €=#j et bjj=<ej,eg>. Comme B est
inversible, on a

<gj,ej> #0.

Remargque 8

Soit K un corps non ordonné de niveau 2F , r = 0 . Pour tout entier n = 1+2F la
forme quadratique standard sur K" est d'indice = 1. Ainsi, on a des énoncés

semblables aux Propositions 2 et 3.

Il vient que si pour tout entier n = 1, toute matrice symétrique dordre n est
diagonalisable sur un sur-corps de K, alors K est ordonné ; la réciproque est vraie
( plonger K dans un corps ordonné maximal et raisonner comme pour R ).

Ceci est une réponse a la question posée dans [3].

Question
Seit K un corps non ordonné de niveau 2° . Soit n =< 2 ; toute matrice

symétyrique d'ordre n est-elle diagonalisable sur K ou sur une extension finiede K ?

Je remercie Alain Escassut d'avoir soulevé le probléme traité dans cet article.

49



Bertin DIARRA

BIBLIOGRAPHIE

[1] R.DEHEUVELS : Formes quadratiques et groupes classiques,
P.U.F. - Paris - 1981.

[2] J.DIEUDONNE : Sur les groupes classiques

Hermann - Paris - 1973.

[3] S.H.FRIEDBERG: Extending the principal axis theorem to fields other than R,
Ann. Math. Monthly - vol 97,n°2 - 1990 - p. 147-149.

[4] P.RIBENBOIM : L arithmétique des corps ,

Hermann - collection Méthodes - Paris - 1972.

[5] J.P.SERRE : Cours darithmétique ,
P.U.F. - Le Mathématicien - 1970.

BERTIN DIARRA : -

Département de Mathématiques Pures, U.F.R. Sciences Exactes et Naturelles, Complexe
Scientifique des Cézeaux - 63177 AUBIERE CEDEX

Manuscrit recu le 30 Octobre 1990.

50



