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STRUCTURE DES HYPERGROUPES QUOTIENTS
ET DES HYPERGROUPES DE TYPE U

Domenico FRENI
Université de CLERMONT II

Summary :

A few results are given concerning hypergroups of type C on the right, then a new class of hypergroups
is defined : the hypergroups of type U on the right, which forms a more general class than the hypergroups of
type C on the right ; these latter can be considered as quotients of an hypergroup of type U by one of its

subhypergroupe ultra-clos on the right.

Then we study the structures of the quotients H Ih of an hypergroup H modulo one of its
subhypergroups, h, bi-ultra-clos or conjugable , and, in that last case, we characterize the core w H/h of H /b

At last, a requisite condition is determined so that an hypergroup quotient, H In, of an hypergroup H

modulo one of its subhypergroups h, may be a commutative hypergroup. We are driven to definite the

derived subhypergroup D(H) of H. We particularly analyse the structure of D(H) in the case H would be
of type C on the right.

Introduction :

On donne quelques résultats sur les hypergroupes de type C & droite, puis on définit
une nouvelle classe d’hypergroupes : les hypergroupes de type U a droite ; qui constitue une
classe plus générale que les hypergroupes de type C & droite ; ces derniers pouvant étre
considérés comme des quotients d’un hypergroupe de type U par un de ses sous-hypergroupes
ultra-clos a droite. ’

" Ensuite, on étudie les structures des quotients Hj, d’un hypergroupe H modulo un

de ses sous-hypergroupes, h, bi-ultra-clos ou conjugable et, dans ce dernier cas,on caractérise
le coeur “Hp de Hp,. '

Enfin, on détermine une condition nécessaire pour qu’un hypergroupe quotient, H, ,
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d’un hypergroupe H modulo un de ses sous-hypergroupes h, soit un hypergroupe commutatif.

On est conduit & définir le sous-hypergroupe dérivé D(H) de H. En particulier, on analyse
la structure de D(H) dans le cas ot H est de type C a droite.

Je tiens a remercier ici Monsieur Y. SUREAU de tous les conseils qu’il m’a prodigués

pour mener a bien ce travail et pour I’aide qu’il m’a apportée pour sa rédaction.

Notations et rappels.

Dans tout ce travail, H et H’ représentent des hypergroupes multiplicatifs, h et h’ des
sous-hypergroupes de H et H’ respectivement.

Pour toute partie A de H, on note H-A le complémentaire de A dans H.

H est dit REGULIER s’il a au moins une unité bilatére, e (i.e., pour tout x € H,

x Exe N ex), et si chaque élément x € H posséde un inverse bilatére x’ (i.e.e € x x* N x’x).

On dit que H est REVERSIBLE a droite (resp. gauche) s’il est régulier et si pour tout
(x,y,2) € H3 tel que x € yz, il existe un inverse z’ de z (resp. y’ de y) vérifiant
y € xz’ (resp.z € y’ x).

On rappelle que h est clos si h(H-h) = (H-h)h =H-h, qu’il est INVERSIBLE a droite
(resp. gauche) dans H, si, pour tout couple (x,y) € H2, x € y h (resp. x € hy) équivaut
ay € xh (resp. y € h x).Dans ce dernier cas, I’ensemble Hy, (resp. h\H) des classes a
droite x h (resp. gauche h x) est alors muni d’une structure d’hypergroupe , en posant
(xh)(yh) = {zh; z € xhy} . (resp. (h x)(h y) =thz;z Exhy}).

Le sous-hypergroupe h de H est dit ULTRA-CLOS a droite (resp. gauche) dans H
sipour tout x € Hona xh N x(H-h) = # (resp. hx N (H-h)x = @). Enfin, il est
dit CONJUGABLE (on dit aussi H-conjugable) s’il est clos et si pour tout x € H il existe
x’ € H, telque xx’ C h.

On appelle COEUR de H, et 'on note  wpy I'intersection de tous les sous-hypergroupes
conjugables de H.

On dit que h est INFRA-INVARIANT dans H si pour tout x € H,ona
hxh C xh Uhx ;onle dit SEMI.INVARIANT a droite (resp. gauche) si xh C hx
(resp.hx C xh) et INVARIANT si hx = xh.
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Pour les propriétés attachées a ces‘notions, onrenvoie a [5], [7] et [8]‘.

Les MORPHISMES d’hypergroupes de H dans H’ que nous considérons ici sont des
applications f : H — H’ vérifiant, pour tout couple (x, y) d’éléments de H, -
f(xy) C f(x) f(y). Sil’on a’égalité f(xy) = f(x)f(y), on dit que f est BON. Un
ISOMORPHISME est un morphisme bon bijectif. ‘

On utilisera fréquemment les résultats suivants :

h est inversible i droite dans H si et seulement si la famille { xh }x c | ©stune

partition de H.
Si h est ultra-clos a droite dans H, alors h est inversible a droite et clos dans H.

H)}, est un groupe si et seulement si h est conjugable et invariant dans H. -
Sih etk sont deux sous-hypergroupes inversibles de H, tels que k C h, alors’
H/i/n K est isomorphe a H ..

h est ultra-clos a droite dans H si et seulement si '’ensemble des identités partielles

a droite(¥) de H /n st réduit a h /h*

(*) Un élément a € H est une identité partielle a droite de H s’il existe xé H vérifiant x € xa.
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§ 1. Rappels et compléments sur les hypergroupes de types C.
On dit que H est de type C a droite s'il satisfait aux deux conditions suivantes :

Cl) il existe € € H tel que, pour tout x € H,onait x € = x (i.e. € est unité scalaire
a droite).

C2) pour tout triplet (x,y, z) € H3, xy N xz # f implique €y = €z,

Si H est de type C a droite, il vérifie les propriétés suivantes (cf. [9 ]) énoncées pour
tout (x,y,z) € g3 ettoutX € H telque €€ xX :
1)x € €x
2) x € xy implique y = €
3) € € xy sietseulementsi € €yx
4) € €xy sietseulementsi €X =€y
5)Si X € H vérifie €€ X X, alors €x = €X (etdoncXX =% x)
6) €x =€y sietseulementsi €X =€y
7)Si z €xy, alors x €zy ety € € Xz
8) Si x € x) X9...X,,alors €X T €X ..%9 X (0U x; € H,x; € H, e €x;%,,
i=1,..,n)
9) € appartient a tout sous-hypergroupe de H
10) Tout sous-hypergroupe de H est ultra-clos & droite et inversible dans H
11) x€ h sietseulementsi X € h
12) h et H;, sont de type C a droite

13) Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) H est un groupe
ii) € est scalaire a gauche
iii) H est aussi de type C a gauche.

On va démontrer maintenant quatre propositions qui donnent quelques résultats
complémentaires sur les hypergroupes de type C a droite.
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Proposition 1.1.
Si H est de type C d droite, son coeur wpy est Uintersection de ses sous-hypergroupes
contenant A = U x7.
x €H
Notons <A> Dintersection de tous les sous-hypergroupes contenant A®). Pour tout

x €H ona xX C wy etdonc < A>C wyy- D’autre part, pour tout x € H, il existe

y € €x vérifiant xy C <A>,donc <A> estconjugableet wpy & <A >.

Proposition 1.2.

Si H est de type C a droite, une condition nécessaire et suffisante pour que h soit

ultra-clos d gauche dans H est qu’il soit conjugable.

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire.

Soient x € H et y et z deux éléments de H vérifiant z € xy N h. Alorson a
x € z§¥ etdonc x € h;si, deplus,xy N (H-h) # M, par un raisonnement analogue,
on obtient x € (H-h)y, ce qui contredit I'hypothése d’ultra-cloture a gauche de h dans H.
Donconaxy C h, doula conjugabilité de h.

Proposition 1.3.

Si H est de type C a droite, alors h est semi-invariant a gauche dans H, si et seulement s’il
est invariant dans H.

Supposons h semi-invariant & gauche dans H et soient x € H, et u € xh ; il existe
v €h telque u € xv,etlona TEe vX C ehx= hX C Xh;d’olexistence de
w€E h vérifiant T €EXw,etparsuite, u€E ewxC €hx = hx. Ainsi xh C hx et,

comme, par hypothése hx C xh, h est invariant dans H.

(*) On sait que ¢ A» est un sous-hypergroupe car c’est I’intersection d’une famille de sous-hypergroupes

ultra-clos & droite de H (cf. [8])).
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Proposition 1.4.
Si H est de type C a droite, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) hest réﬂexij( *)
ii) h est semi-invariant a droite

iit) pour tout x € H, ona hx = € xh.

i) implique ii).
Soient x € Hetz € xh ;il existeu € htelquez € xu. Alorsona u € €Xz et
€Xz N h # @ ; doul’existencede v € Xz vérifiant € v N h # Q‘, et donc aussi
ve Nh # f.Ilsensuit XzN h # #, etzk Nh # P. Ainsi, pour toutv €zXNh,ona

z Evi=vx Thx,dou xh C hx.

it) implique iii).

Pour tout x € H, I'inclusion xh C hx implique € xh & € hx = hx. Réciproquement,

si u € hx,alorsilexiste vE h telqueu € vx etdonc i € €XV C €Xh C €hxX =
d’ou ’existence de w € h vérifianti €wXx;onaalors u€ € xw C exhetilen

résulte hx C exh.

iii) implique i).

Soient (x,y) € H2 telque xyNh# #etu €xyNh ;ona x € uy N hy et,
puisque h est inversible dansH,ona y € hx,d’oit ¥ € €xh. Ainsiil existea € h
vérifiant y € exa, etalors € §C eax,s0it €y C€aX,donc y € €aX et, si

v €E ea esttelquey € vX,ona v € h, v € yx etdonc yx Nh # §.

(*) Un sous-ensemble non vide A de H est dit réflexif si pour tout (x, y) € Hz, onaxy NA#
si et seulementsiyx N A # .

hXx,
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§ 2. Quelques résultats sur les morphismes d’hypergroupes.
Dans tout ce paragraphe, f désigne un morphisme d’hypergroupes de H dans H’.

Proposition 2.1.
1) Sih’ est clos dans H et f1(n’) #¢ alors f1(h’) est un sous-hypergroupe clos de H.

2) Si h’ est ultra-clos d droite (resp. gauche) alors f~ Ihm?) est un sous-hypergroupe ultra-clos
a droite (resp. gauche) de H.
3) Si h’ est conjuygable alors 1) est un sous-hypergroupe conjugable de H.

Pour la démonstration de 1) on renvoie a l’article {1 ] de P. BONANSINGA - P. CORSINI

2) Démontrons tout d’abord que f° 1(h’) est non vide :

Pour tout u € H, il existe vE H tel que u € uv et donc f(u) € f(u) f(v) ;il s’ensuit,
puisque h’ est ultra-clos a droite dans H, f(v) €h’soit v € l(h’). Ainsi f 1(h’) est non vide
et, d’aprés 1), c’est un sous-hypergroupe clos de H.

Mais, tout x € H vérifie f(xf 1(h’) N x(HA l(h’)) C f(x)h’N h(x) (H-h’)
et, le deuxiéme membre de I'inclusion étant vide, il vérifie aussi x f° 1(h’) N x(H - f'l(h’)) = ¢.

3) Sih’ est conjugable, on a w 3> C h’ et donc f'l(w g € L. or, d’apres la
proposition 3 de [ 1] on sait que f(w h)C WY s il s’ensuit les inclusions

wy € Lw g) € f 1) et, en appliquant la proposition 2.6 de[8] on conclut

que f Ly est conjugable.

Proposition 2.2.
Si h’ est ultra-clos a droite dans H’, pour tout couple (x,y) € H2 ona y € xf 1 h’)
si et seulement si f(y) € f(x)h’.

Il est évident que y € xfl(h’) implique f(y) € f(x)h’. Montrons I’implication inverse :
Soitz € Htel quey € xz, alors f(y) € f(x)f(z) etsif(z) € H-h’ona
f(y) € f(x)h’ N f(x) (H-h’)= @, ce qui est absurde, donc f(z) € h’,d’otr z € f'l(h’)

et. en définitive, y € xf° 1(h’).
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On remarquera (cf. Proposition 2.1) que f'l(h’) est un sous-hypergroupe ultra-clos
a droite de H.

Corollaire 2.1.

Si h’ est ultra-clos infra-invariant (resp. invariant) dans H’, il en est de méme de

1) dans H.

La proposition 2.1 établit que f'l(h’) est un sous-hypergroupe ultra-clos et donc
inversible de H, d’ou I’inclusion
x 1) u Fliyx c i) x £lw).
Inversement, soit u € f'l(h’)x f'l(h’), alorsona f(u) € h’f(x)h’ = h’f(x) U f(x)h’
et, par la proposition 2.2, u € f'l(h’) x U xf'l(h’), d’ou ’on déduit I’égalité
fln)x 1) = £l)x u x ).

La démonstration concernant le cas invariant se fait de fagon analogue.

§ 3. Une nouvelle classe d’hypergroupes.
On dira que H est un hypergroupe de type U a droite si les conditions suivantes
sont satisfaites :
Ul) Il existe € € H tel que pour tout x € Honait xe = x (i.e. € est unité scalaire
a droite).

L2) Pour tout (x,y) € H2 , ¥ € xy impliquey = €.
On définit corrélativement les hypergroupes de type U a gauche.

Exemples.
1) Les hypergroupes de type C a droite sont des hypergroupes de type U a droite.
2) Soit ’hypergroupe défini par I’ensemble { e, y, z,t, w} muni de I’hyperproduit
commutatif donné par la table suivante (*)

(*) Cet exemple a été construit par une méthode indiquée dans le contre-exemple 3 du travail de
P. CORSINI-Y. SUREAU précédemment cité.
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y Z t w

y z t w
€.z,t,w € t.w €,2, W €,z,1
e, t,w e, y,t,wl €,y,w €y, t
€,Z, W €,7,W €,Y,Z,W |E,Y,2
€,7,t €,y,t €,Y,2 €,Y,2%, t

Cet hypergroupe est de type U a gauche et a droite mais n’est pas de type C.
(Sinon ce serait un groupe !)
3) Sih est inversible a droite, 'ensemble des identités partielles a droite de H y, est réduit

ahyy, si et seulement si H y, vérifie U2 et donc (cf. Rappels ) h est ultra-clos a droite dans H

si et seulement si H }, est de type U a droite.

On donne maintenant quelques propriétés des hypergroupes de type U a droite :

Si H est de type U a droite et si € est son unité scalaire a droite, alors

1) € appartient a tout sous-hypergroupe de H.
2) € est un sous-hypergroupe ultra-clos a droite de H.
3) h est clos a droite si et seulement s’il est ultra-clos a droite.

4) Si H’ est de type U a droite d’unité scalaire ¢ droite €’ etsif:H > H’estun
morphisme d’hypergroupes, alors :
If(e) = ¢
myf Ire)estun sous-hypergroupe ultra-clos d droite de H.
I x € yfl(e)siet seulement si f(x) = f(y).
IV) f est injectif si et seulement si f* Irey= ¢
V) Sih est ultra-clos & droite et contenu dans f-1(e ) et si p: H > Hy, est la surjection

canonique, alors il existe un unique morphisme g : Hy, ~ H’tel quele
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diagramme suivant commute

H——f—-—>H’

pl/

Hpp
et tel que l’on ait
a)Img = Imf
bigliey = floeny =pflee)
c) Si f est un morphisme bon alors g Uest aussi.

VI) Si H’ est de type U a droite et a gauche, alors fl( €’) est un sous-hypergroupe

invariant de H.

Démonstrations.

1) Pour tout x € h, il existey € htel que x € xy etdonc,par U2, y = €.

2) Il est évident que € est un sous-hypergroupe de H car c’est une unité scalaire a droite.
Si, pour un élément x € Hona x e N x(H-€ ) # # alors x€ x(H-€) et, par U2,

e € H-e cequiestabsurde. Donc € est ultra-clos & droite dans H.

3) Si h est ultra-clos a droite, on sait qu’il est clos (cf. Proposition 1.1 de [81 ).
Réciproquement, supposons h clos a droite et A=xh Nx(H -h) # P . Soity €A, par la
reproductibilité de H, il existeu € H tel que x € yu etdonc x € xhu d’oi, par U2,

€ € hu et, puisque € € h, eth est clos a droite,onau €h. Ainsi, y €x(H - h) < yu(H -h)
C yh(H-h) = y(H-h) ; il s’ensuit (par U2) € € H -h, ce qui est absurde. Donc A
est vide et h est ultra-clos a droite dans H.

4-I)f(e) = f(ee) C f(e)f( €) dou f(e)= €.

4-II) On sait (cf. 2)) que €’ est un sous-hypergroupe ultra-clos a droite dans H’. Donc
(Proposition 2.1) 1) estun sous-hypergroupe ultra-clos a droite de H.

4-II)Si x €y f'l( €’) ona f(x) € f(y) € = f(y) soit f(x) = f(y).

Réciproquement, f(x) = f(y) = f(y) €’ implique, par la proposition 2.2, x € y f’ 1(t:’).
41V)Si x € fl(e) alors f(x) = f(e’) = f(e ) et sif est injectif alors x =€ =f1(e ).
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Réciproquement, supposons € = f° 1( e’) et f(x) = f(y) alors (cf.4-Il)x € yf'l( €)=y
et f est injectif.

4-V) On définitg : Hp, > H’en posant, pour tout p(x) € Hp,, g(p(x)) = f(x). Puisque h

est contenu dans f° 1( €’) (# #),pourtoutx € H,ona f(xh) C f(x)f(h) C f(x) €’ = f(x)
d’ou f(xh) = f(x). Il s’ensuit, si p(x) = p(y), que 'on a g(p(x)) = f(x) = f(xh) = f(yh) = f(y)
= g(p(y)) ; g est donc bien défini.
D’autre part, ona _g(p(9p(y)) = @@ (PP = fp" (PEPY))) =
fpLp) plp(y)) = f(xhyh) C f(xh)f(yh) = f(x)f(y) = gP(X)EP(Y))-
Ce qui prouve que g est un morphisme d’hypergroupe.
Remarquons que si f est bon, on a f(xhyh) = f(xh)f(yh) d’ou
g(p(x)p(y)) = g(p(x))g(p(y)) et g est donc lui aussi un morphisme bon.

Par construction, g est unique et vérifie gop = f et Img = Imf. De plusona

g‘l( e’) = {p(x) € Hy, ; glp(x))= €= {p(x) € Hp, ;f(x)= €'}= p(f'l(e’))= f'l(e’)/h.

4-VI) Si H’ est de type U & gauche et 4 droite, € est une unité scalaire bilatére, c’est donc
un sous-hypergroupe invariant de H et, par le corollaire 1, f° 1( €’) estinvariant.

Théoréme 3.1.

Si H et H’ sont de type U a droite d’identité scalaire € et €’ respectivement, alors
H xH’ est de type U a droite d’unité scalaire (€, €’). Deplus H x H’; . g est isomorphe

GHetH XH'y - est isomorphe a H’.

Pour démontrer ce théoréme, il nous faut le lemme technique suivant :

Lemme 3.1.
Si H et H'admettent respectivement h et h’ comme sous-hypergroupe ultra-clos a droite

alorsh x H’et H x h’sont des sous-hypergroupes ultra-clos a droite de H x H’.

On sait que h x H’ et H x h’ sont des sous-hypergroupes de H x H’. Montrons, par
exemple, que h x H’ est ultra-clos a droite dans H x H’.
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Pour tout couple (x,y) € H x H’ on peut écrire
(xy)hx H) n(xy) [(Hx H)-(h X )] =(x,y)th x H’) N (x,y) [((H-h) xH" ] =
(xh, yH’) 0 (x(H - h), yH’) = (xh, B) n (x(Hh), B) = B
(car xh N x(H-h) = # pour tout x € H).
De fagon analogue, on montre I’ultra-cloture a droite de HX h’dans H x H’.
Revenons maintenant a la démonstration du théoréme.
Il est trivial que ( € , € ) est une unité scalaire a droite. D’autre part, pour (x, y) et
(a, b) de H X H’, si (x,y) € (x,y)(a,b) alors x € xaety € yb,d’ou a= € etb= €’; donc
H x H’ est de type U a droite.
L’application f : H x H> — Hx €’ définie par f((x,y))= f(x,y) = (x, €’)est
surjective et c’est trivialement un morphisme bon vérifiant f'l( €,e’) = €x H’. Ainsi d’aprés

la propriété 4-V, il existe un unique morphisme g faisant commuter le diagramme

Hx H® —— Hx €’

I

H XH,/EXH’

et Imf = Img, g'l( €,e’) = p(f'l( €, €)) etg est bon. Mais alors, puisque f est surjectif,
g l'est aussi et comme f‘l( e, €)= e€x H ona g'l( e, e’) = p( ex H),il s’ensuit,
d’aprés la propriété 1, que g est injectif. Ainsi g est un isomorphisme d’hypergroupes.

Enfin, 'application t: H x €’ —» H tellequet(x, €’) = x (Vx € H)
est trivialement un isomorphisme d’hypergroupes. Le composé t o g nous donne I’isomorphisme
cherché entre H x H’/ ¢, - etH.

De fagon analogue, on établit un isomorphisme entre H x H’/pyy, o> et H'.

Remarque :
L’hypergroupe quotient, G /g’ des classes a droite d’un groupe G modulo un de ses

sous-groupes, g, est un hypergroupe de type C a droite. Mais tout hypergroupe de type C
a droite n’est pas nécessairement isomorphe a un hypergroupe quotient G /g (cf- Y. UTUMI (10]).
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Ici, le théoréme 3.1 permet d’affirmer que tout hypergroupe, H, de type C a droite,
d’unité scalaire a droite € , est quotient d’un hypergroupe de type U a droite par un de ses
sous-hypergroupes ultra-clos a droite. En effet, si K est un hypergroupe de type U a droite,
H x K en est un admettant € * K comme sous-hypergroupe ultra-clos a droite et

H x K/e < K est isomorphe a H.

Proposition 3.1.
Si H est de type U a droite, d’identité scalaire a droite € , il y a équivalence des

conditions suivantes :
i) € estunité da gauche

ii) H est régulier et réversible a droite.

Démonstration :
i) = ii) : € estdonc unité bilatére. Soitz € H,ilexistez’” € Htel que € € 2’z et
alors z’ €€ 2 C (z'z)2’ = z'(zz’) donc, par U2, € € 22’ ; ainsi z’ est inverse bilatére de z
et H est régulier.
Soientx € yz etz” € Htelsquey € xz”; onax €(xz”)z= x(z”’z) soit, par U2,
€ € z”z et,commele montre la premiére partie de la démonstration, z” est inverse

bilatére de z. Donc H est réversible a droite.

ii) &> i) : H étant régulier, il existe au moins une unité bilatére €’. En particulier €’
est une unité a droite et, par U2, € = €’ ;donc € est aussi une unité a gauche.

Remarque :

Dans I’exemple (3) on a vu que I'hypergroupe quotient, Hj, , de H modulo un de ses
sous-hypergroupes, h, ultra-clos a droite et inversible a gauche est un hypergroupe de type U
a droite. Aussi, puisque h /h ©st une unité a gauche de H,, la proposition 3.1 démontre que
H, est régulier et réversible a droite.

Dans la proposition suivante, on caractérise les inverses de H ;..
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Proposition 3.2.
Si h est ultra-clos a droite et inversible a gauche dans H, alors :
1) pour tout couple (x,x’) d’éléments de H tel que xx* N h # f, x’h est inverse bilatére
de xh dans H/h'

2) Sih est semi-invariant d droite dans H, pour tout (x,x°) € H? onaxx’ N h # d siet

seulement si x’h est inverse bilatére de xh dans H [k

1) Supposons xx’ N h # # ;h étant inversible, on a, x € xh et donc xx’ C xhx’;

il s’ensuit pour tout u € xx’ N h, I’appartenance u € xhx’,d’ott h = uh C xhx’h.
Ainsi x’h est inverse a droite de xh.

Mais I'inversibilité de h implique aussi ’appartenance x € hx, d’ot1 I'inclusion
xh & hxh et donc xh C (xhx’h)xh = xh(x’hxh). Or x’hxh n’est pas inclus dans H-h
sinon on aurait xhC xh(x’hxh) < xh(H-h) = x(H-h). Ce qui contredit 1’ultra-cloture
a droite de h ; ainsi x’hxh N'h # §.

En définitive, ona h C x’h xh N xhx’h , ce qui établit que x’h est inverse bilatére

de xh dans H /h

2) La condition est nécessaire d’aprés 1). Montrons qu’elle est suffisante. Puisque x’h est
inverse bilatére de xh dansHy ona h = xhx’h etdoncxhx’Nh # #. Mais, par hypothése,

onaxh C hx,dot hxx’N h # @ et,h étant clos,xx’ N h # #.

§ 4. Structure des hypergroupes de doubles classes.
L’ensemble ,\H/}, des doubles classes hxh (x € H) de H modulo h, ot h est supposé

inversible, est muni d’une structure d’hypergroupe par I’hyperproduit (hxh)(hyh) =
{hzh ;z € xhy} . Cet hypergroupe de doubles classes a déja été étudié par M. DRESHER
et O. ORE (cf. [5]) et M. KRASNER (cf. [ 7] ). On donne ici un théoréme dans le cas oit h

est ultra-clos dans H.

Théoréme 4.1.

Si h est ultra-clos dans H, alors p\H, est un hypergroupe régulier et réversible.
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Il est évident que h\h /h est une unité bilatére de I’hypergroupe h\H /h Soithxh € p\H/p, ,
il existe hxh tel queh € (hxh)(h%h) ;il s’ensuit xhX N h # @ et donc h Cxhxh.
Sil’on suppose X hx < H-h, alors on a
xh C hxh C (xhxh)xh = xh(Xhx)h C xh(H-h)h = x(H-h) , ce qui contredit
Pultra-cloture a droite de h dans H ; ainsixhx N h# # eth € (hxh)(hxh). On a donc
démontré Pexistence d’un inverse bilatére, hxh, de hxh et par 1d-méme, que y\H s,
est régulier.

Montrons maintenant la reversibilité a gauche. Pour cela considérons hxh € (hzh)(hyh).
Il existe w € zhy et t€ hy telsquehxh =hwh etw €zt et, puisque h est inversible
dans H, on a hth = hyh. Mais la reproductibilité de H implique I’existence de z’ € H
vérifiant t € z’w et donct € z’hw ;il Sensuit hth = hyh € (hz’h)(hwh) = (hz’h)(hxh)
soit hyh € (hz’h)(hxh). Il reste a prouver que hz’h est un inverse bilatére de hzh dans | \H/y,
or w€ zt ett € zw impliquentt € (2'z)t etw € (zz’)w d’oil, puisque h est ultra-clos,
2z Nh # @ et zz2Nh# 8 donc zhz Nh # @ etzhz’ Nh # # etl’on conclut a
h € (hz’h)(hzh) N (hzh)(hz’h) ; c’est-a-dire que hz’h est inverse bilatére de hzh.

Corrélativement, on démontre la réversibilité a droite de 1\Hy}, -

Remarque :

La proposition 3.1 permet d’affirmer qu’un hypergroupe de type U a droite et 4 gauche
est régulier et réversible. Or, h\H /h admet une identité scalaire bilatére, 1\h/, et,
comme il est régulier & gauche et a droite, on pourrait penser qu'il est de type U a gauche et
4 droite ; mais il n’en est rien comme le montre le contre-exemple suivant :

Contre- exemple 4.1.

Soit G le groupe non commutatif d’ordre 10 ; il est engendré par deux éléments a et b,
d’ordres respectifs 5 et 2, vérifiant la relation ba= ab. Le sous-groupe g = {1,b} n’est pas
normal dans G et les doubles classes de G modulo g sont :

e =glg =gbg={Lb}
gag = ga4‘g = gabg= ga4bg ={a,a%, ab, a% b}

X

y =galg= gadg = ga’bg =gadbg ={ a2, a3, a%b, b}
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Enfin, la table de I’hyperproduit (ici commutatif) de g\G/g est la suivante :

€ X Yy
€ € X y
X b. ¢ e,y | X,¥

y y | %Y |&X

et de toute évidence g\G/g n’est pas un hypergroupe de type U ni a gauche ni a droite.

§ 5. Structure des hypergroupes quotients, Hy,, de H modulo un de ses sous-hypergroupes, h,
bi-ultra-clos ou conjugable.

Les sous-hypergroupes bi-ultra-clos constituent une classe de sous-hypergroupes
intermédiaire entre celle des sous-hypergroupes ultra-clos et celle des sous-hypergroupes
conjugables; ils furent introduits pour la premiére fois par P. CORSINI et Y. SUREAU
dans [4] .

Définition 5.1.
On dit que h est un sous-hypergroupe bi-ultra-clos de H si et seulement si pour tout

couple (x,y) d’éléments de H on a
xhy N x(H-h)y =4.

Théoréme 5.1.

Sih est bi-ultra-clos dans H, alors H , est un hypergroupe de type C a droite.

Remarquons tout d’abord que, h étant bi-ultra-clos dans H, il est ultra-clos, et donc
inversible, dans H.

De toute évidence, h est identité scalaire a droite dans H /h

Considérons x, y et z, trois éléments de H, tels que xhyh N xhzh # @. 11 existe
u Exhy et v € xhz vérifiant uh N vh# @ soit uh = vh. Ainsiil y a un élément w € h pour
lequel u € vw etalors u €vw C xhzw ; d’ou l'existence de a € zw tel que

u € xha. Mais il existe b € H vérifiant a €by et donc u € xhby.Sib € H-h,ona
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u € xhby C xh(H-h)y = x(H-h)y et, comme u € xhy, xhy Nx(H-h)y # @, ce qui contredit
I’hypothése de bi-ultra-cloture. Donconab € h soita € hy,d’ott zw N hy # @il
s'ensuit zh Nhy # @ et par conséquent hzh Nhyh# §, donc hzh = hyh.

En définitive, xhyh () xhzh # P implique hyh= hzh, ce qui achéve la démonstration

du théoréme.

Théoréme 5.2.
Si h est conjugable, alors :
1) Hjp, est un hypergroupe de type C a droite
2) Le plus petit sous-hypergroupe clos et invariant contenant h existe et, si on le note

IN(h), ona wH/h =IN(h)/h‘

La premiére partie du théoréme résulte du théoréme 5.1 précédent puisque tout
sous-hypergroupe conjugable de H est bi-ultra-clos dans H.

Pour démontrer la deuxiéme partie du Théoréme, remarquons tout d’abord que tout
sous-hypergroupe clos de H contenant h est conjugable (cf. proposition 2.6 de [ 8 1 ) et que
Pintersection In(h) de la famille (K;}; < de tous les sous-hypergroupes conjugables et
invariants de H contenant h est aussi un sous-hypergroupe de H conjugable (donc clos)

(cf. proposition 2.5 de [8] ) et invariant (en effet, pour tout x de H, on a

x(H-Iy(h) = U x(H-K)= U (H-xK)= U H-Kx)= H-Iy(h)x et,
i€l iel i€l

comme Iy(h) est ultra-clos,ona xIn(h) = In(h)x). Ainsi Pexistence de Iy(h) est démontrée.

Notons p : H — Hp, la surjection canonique. Puisque w g h est conjugable et
invariant dans Hy , il en est de méme de p'l(w H /h) dans H d’apreés la proposition 2.1 et
. -1 -1 o
le corollaire 2.1, et, comme h est contenu dans p™(wy /h) ona Iy(h) C p*(wy /h)’ d’on
Inversement, In(h) étant conjugable et invariant, on sait que H /Ix(h) est un groupe

(cf. Théoréme 3.1 de [8] ) et, puisque H /h/Iy(h) h est isomorphe 4 H /x(h)
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il s’ensuit (par le méme théoréme cité ci-dessus) que In(h), est un sous-hypergroupe

conjugable et invariant de H/p. Onadonc w g Iy C In(h)j, et en définitive

Remarque :
Le Théoréme 5.1 précédent permet d’affirmer qu’en général la réciproque de la

premiére assertion du théoréme 5.2 est fausse ; c’est-a-dire que si Hy}, est un hypergroupe

de type C a droite, h n’est pas nécessairement conjugable. En fait, il existe des contre-exemples
(voir par exemple le contre-exemple 2 du travail de P. CORSINI et Y. SUREAU [41] ).

Mais on a la proposition suivante :

Proposition 5.1.
Si h est semi-invariant a droite et inversible dans H, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :
i) h est bi-ultra-clos dans H.
i) Hyp, est de type C a droite et p\H et de type U a gauche.

i) implique ii) : On sait, par le théoréme 5.1, que H /h est de type C a droite, D’autre part,

puisque h est ultra-clos a gauche, ,\H est de type U & gauche (cf. exemple 3) du paragraphe 3
précédent).
ii) implique i) : Puisque p\H est de type U a gauche, h est ultra-clos a gauche. Supposons
qu’il existe un couple (x,y) d’éléments de H vérifiant xhy N x(H-h)y # f ; alors, il existe
u €hy etv € (H-h)y telsquexun xv # § etdonc xhuh N xhvh # ¢.Mais, Hy,
étant de type C a droite, on a huh = hvh, d’olt huh = hvh C h(H-h)yh = (H-h)yh C

C (H-h)hy = (H-h)y. Or u € hy implique huh C hhyh = hyh Chhy = hy;
il ensuit hy N (H-h)y # @, ce qui contredit I'’hypothése d’ultra-cloture & gauche faite

sur h dansH.Doncona xhy N x(H-h)y = @ pour tout couple (x,y) d’élémentsdeH ;
c’est-a-dire que h est bi-ultra-clos dans H.
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§ 6. Condition nécessaire pour que ’hypergroupe quotient H 4, soit commutatif.

On définit et ’on utilise ici une notion équivalente a celle de commutateur pour
les groupes.
Pour cela, on pose, pour tout couple (a, b) € H2, a/p={x€H;a€ xb}
etb\ =(x € H; a €bx} etl’on étend cette définition & ’ensemble des parties non vides

P *(H), de H , en posant , pour toute paire (A, B) d’éléments de 7 (H),

AB= U ay et A\B= U a\P Enfin, onnote Dy = VY xy/
. s Y/ yx ,
a €EA a€A 1 (X’y)eHz
beB b€B
Dy = U xy\yx et D=DyVU D,.
2 (xy) € H2 1 2
Proposition 6.1.

On a les propriétés suivantes :
1)SiD; © h alorsh est semi-invariant d droite dans H.
2) Si D2 C h alors h est semi-invariant & gauche dans H.
3)SiD C h alorsh est invariant dans H.

Démontrons 1). Soient x€ Hetu € xh, alors il existe y € h vérifiant u €xy et, pour
toutv € yx, il existe a € H telqueu € av;doncona a € u;, C xy/yx c Dy ch

Il s’ensuit u € av C ayx C hhx = hx,d’ot xh C hx.

On démontre corrélativement la propriété 2), quant a la propriété 3) elle découle de
1) et 2).

Théoréme 6.1.

- Sih est inversible dans H et contient D, alors Hyp, est un hypergroupe commautatif.

En effet, (x,y) € H2 étant donné, pour tout u € xy,ona u /yx cC XY /yx cDjC h
d’oi u €Ehyx etdonc xy C hyx ;il enrésulte h xyh C hyxh. Mais, d’aprés la proposition
6.1 (3) précédente, h est invariant dans H ; on conclut donc a P’inclusion xhyh C yhxh.
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De fagon analogue, on établit I'inclusion inverse yh xh C xh yh (en utilisant

yx\xy C h), d’otila commutativité de ’hypergroupe H ..

Remarque 6.1.

En général, la réciproque du Théoréme 6.1 précédent est fausse. En effet, si H est
I'hypergroupe commutatif de I’exemple 2) des hypergroupes de type U a droite, et sih =€
( € est ultra-clos, donc inversible) on a H /e ¥ H,donc H/g est commutatif, mais D Ze |

On a seulement le résultat suivant :

Proposition 6.2.

On suppose h inversible a droite (resp. gauche) dans H et tel que H /n (resp. p\H)

soit commutatif.
1) Alors h est semi-invariant a gauche (resp. droite) dans H et pour tout (x,y) € H?

ona (xy\yx) N'h # @ (resp. (xy/yx) Nh# 8).

2) Si, de plus, h est ultra-clos a droite (ou a gauche), alors h est invariant dans H,
et pour tout (x,y) € H2, ona

(xy/yx) N h# § et (xy\yx) Nh # #.

Démonstration :

1) h étant inversible a droite, on ahx C hxh et, puisque H }, est commutatif, hxh = xh
d’out hx C xh.
Pour tout (x,y) € H2, la commutativité de Hy}, et la semi-invariance a gauche de h
impliquent xyh N yxh # @, d’oul’existencede u € xy et v € yx tels que
uh N vh # @ ; soit,ici,uh = vh.Ainsiona v € uh,donc(u\v) Nh # # et,
par conséquent, (xy\yx) Nh # #.

2) Compte tenu de 1), il suffit, pour démontrer I'invariance de h, de prouver qu’il est

semi-invariant a droite dans H :
pour tout x €H ona xh N (Hh)x C xh N(Hh)hxh= xh N xh(H-h)h= xh Nx(Hh) = §.

Donc xh C hx.
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Enfin, l'invariance de h dans H implique V’inversibilité 4 gauche de h dans H et la

commutativité de p\H découlant alors de celle de H/}, on peut appliquer 1) a gauche

et a droite ; ce qui achéve la démonstration de 2).

Remarque 6.2.

L’hypothése d’ultra-cloture parait nécessaire pour démontrer 'invariance de h dans H.

En effet, I'inversibilité n’est pas une condition assez forte comme le montre le

Contre- exemple 6.1.

Soit H ’hypergroupe défini par I’ensemble {x,y,z, w}

par le tableau suivant :

muni de I’hyperproduit donné

Ved X y z w
X X y Z Z, W
y y X,y Z, W Z, W
Z zZ, W Z, W X,y X,y
w Z, W Z, W X,y X,y

H est non commutatif. Posons h = {x}. Il est évident que h est inversible & droite, mais non
a gauche et que H/, est commutatif. En posant X = xh, ¥ = yh et Z = zh = wh, hyperproduit

de H, est donné par le tableau

X| Y| Z
X|xX|Y |z
Y|Y [XY| Z
z|z | z |XY

il est alors trivial que h n’est pas semi-invariant

a droite puisque zh = {z,w} & hz= (z}.
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Théoréme 6.2.
Si h est inversible dans H, il y a équivalence de :

i) Hyy, est un groupe commutatif

it) h est conjugable et D C h
iti) p\ H est un groupe commautatif.

i) implique ii).

On sait que si Hy}, est un groupe, alors h est conjugable et invariant dans H (cf.
Théoréme 3.1 de [8]). Soit (x,y) € H2 et supposons (xy\yx) N (H-h) # #; alors,
yx N xy (Hh) # @, d’out yhxh N xhy(H-h) # # et, puisque H/,, est commutatif,
xhyh N xhy(H-h) # @. Mais, h est conjugable ; il existe donc x’ € H tel que x’x C h.
Il s’ensuit @ # x’xhyh N x’xhy(H-h) = hyh n hy(H-h) = yh ny(H-h), ce qui est absurde.
Doncona xy\ yx C h pourtout (x,y) € H2, c’est-a-dire Dy C h.On démontre

de méme quel’'ona Dy C h,d’oulinclusion D C h.

ii) implique i).
Le théoréme 6.1 établit la commutativité de H , , la proposition 6.2 (2), I'invariance
de h et le théoréme 3.1 de [ 8] permet de conclure que H /h est un groupe.

L’équivalence entre ii) et iii) se démontre de fagon analogue.

§ 7. Une notion de sous-hypergroupe dérivé.

On garde les notations du paragraphe précédent.
Le théoréme 6.2 précédent incite & poser la définition suivante :

Définition 7.1.
On appelle sous-hypergroupe dérivé de H, et I’on note D(H), le sous-hypergroupe de H
obtenu par lintersection de tous les sous-hypergroupes conjugables de H contenant D.
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Remarquons que D(H) est un sous-hypergroupe conjugable de H contenant D et que le
théoréme 6.2 précédent permet d’affirmer que D(H) est P’intersection de tous les sous-
hypergroupes h de H tels que H /h Soit commutatif. Enfin, dans le cas ou H est un groupe, on

retombe sur la définition classique du sous-groupe dérivé.

Lemme 7.1.

Sih est tel que H /p, SOt un groupe commutatif, alors on ¢ D(H w H) S hyy -
H

En effet, H /h étant un groupe, on sait que h est conjugable et invariant dans H
(cf. théoréme 3.1 de [8] );donc w H ¢st contenu dans h.

D’autre part, (H ) Iy, ) et Hy sont des groupes isomorphes ; ils sont donc
w

tous les deux commutatifs et alors D(H /""H) est contenu dans (h /wH).

Proposition 7.1.
Ona D(H/wH) = D(H)/wH.

En appliquant le lemme 7.1 4 D(H), on a ’inclusion D(H o H) < DH),,, H

Mais D(H,, H) est un sous-groupe de H; | u° il existe donc un sous-hypergroupe L de H

contenant w g tel que D(H/ H) Or, H/p, est un groupe isomorphe a

= Lygy-

H = H , il est donc commutatif et D(H) est contenu dans L ,
/w H/L /©H/DH,,, "

d’ott I'inclusion D(H)/""H c L/""H = D(H/wH ).

Proposition 7.2.

Soit D,,(H) Vintersection des sous-hypergroupes ultra-clos de H contenant D.

Sif:H —H’est un morphisme d’hypergroupes et D, (H’) Uéquivalent pour H’ de D ,(H)
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pour H, ennotantp :H —~Hp ) etp’:H = H’/py (p») les morphismes surjectifs canoniques,
u u

1 exist i hisme d’h *:H — Hjp () faisant

il existe un unique morphisme d’hypergroupes f /D, (H) /D, (H) faisan

commuter le diagramme

He ___

1T

Hip @) —>H'p, @)

Pour établir ce résultat, il suffit de prouver f(D,(H)) < D ().

Soit (x,y) € H2, alors on a f(xy/yx) C f(x)f(y)/f(y)f(x) © D’ © D, (H’) et,
analogiquement, f(xy\yx) C D (H’),d’ou f(D) CD (H’) etdonc DC f 1(Du(H’)).
Mais, compte tenu de la proposition 2.1, f'l(Du(H’)) est un sous-hypergroupe ultra-clos a
droite de H, par conséquent, ona D (H) C f'l(Du(H’)) ; il en résulte
f(D,(H)) C D H).

De toute évidence, il s’ensuit le

Corollaire 7.1.

Sip:H —H /D(H) °st le morphisme surjectif canonique , alors, pour tout groupe
commutatif G et tout morphisme d’hypergroupes f : H —~ G, il existe un et un seul morphisme
f: Hip) —G telquele disgramme

f

H_f ,¢

V%

H/pm)
commute.

On va traiter maintenant

Un cas particulier : La structure de D(H) lorsque H est de type C d droite.
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Dans la suite, on note € ’unité scalaire a droite de H .

Proposition 7.3.
Si H est de type C a droite, pour tout quadruplet (x, y, x, y) d’éléments de H vérifiant
e €xX Nyy, ona:
1) xy/yx = xyxy
2) xy\eyx = €(xy/¥%)
3)xy\ yx C € (xy/yx)

1) Soit @ € xy/yx ; ilexistea Exy eth Eyx telsque @ € aj) etdonc a € @ b. Alors,
H étant de type C a droite,ona o € abeth € ¢b C ¢ Xy ;il s'ensuit
a € Xxyexy = xyxy, dou xy/yx C xyxy.

Inversement, soient « € xy Xy, a € xy eth € Xy telsque ® € ab ; alorsona
a € ab et,parconséquent, b€ €b CeJX - €§ eX-ey ex - eyx ;
d’oi a € a€yx = a yx. Ainsi,il existe ¢ € yx vérifiant a € @c, etl'ona
a € aj, C xy/yx , d’ou linclusion xyXy C xy/yx.

Enfin, x et y étant donnés, 1’égalité xy/yx = xy X y est indépendante du choix de X et
vérifiant € € xX N y¥. Eneffet,siX et 7, éléments de H, vérifient € € xXx” N y§’,

alors €X = €X', €y =€y etlona xyXy=xy X €y =xy €X' €§ = xyX'y".

2) Par une démonstration analogue a celle faite en 1), on obtient I’égalité

Xy\eyX = € Xy xy. D’autre part,ona XJxy = Xy ex €y = Xy €X €y =Xj/y X,
d’ot xy \eyx = e (Xy/§ X).

3) Del'inclusion yx C eyx,ontire xy\yx C xy/ €yx, donc, compte tenu de 2),

ona xy\yx C £(X§/§ X).

Proposition 7.4.

Si H est de type C a droite, alors D(H) est Uintersection de tous les sous-hypergroupes

contenant D1.
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Notons D (H) intersection de tous les sous-hypergroupes de H contenant D ;.
L’inclusion D(H) < D(H) est triviale ; on va démontrer l'inclusion inverse.

On sait que le sous-hypergroupe de H est clos, donc D (H) est un sous-hypergroupe
de H et, de plus, il est clos dans H.

D’autre part, pour tout (x,y) € H2 et tout w € yXy,ona
xwC xyXy = XY /yx C Dy C Dy(H). Ainsi, quel que soit x € H, il existew € H
tel que xw & Dy(H) ; donc Dy(H) est conjugable.

Enfin, en vertu de la proposition 7.3 précédente, on a
xy \yx C &€&y /y%) C € D} < Dy(H). Il sensuit I'inclusion Dy C Dy (H), donc
D C Dy(H) et,commeD(H) est conjugable, on conclut que ’ona D(H) < Dy(H).

Proposition 7.5.

Si H est de type C a droite, alors tout sous-hypergroupe h, de H tel que
h ND(H) = (e} , est un groupe.

Soient x et y deux éléments de h. On saitque € X et € ¥ sont contenus dansh ;
onadonc €Xy xy € hNDMH)=[(e} ,soit € Xy x y=¢€ .Or e appartient
a yx X7 ; ilsensuit xy C €xy C (yxX§)xy = yx(€X§ xy) = yxe =yx,
d’ott l'inclusion xy C vy x. L’inclusion inverse se démontre de fagon analogue.

Mais alors € est unité scalaire bilatére, et donc h est un groupe.
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