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ESPACES DE CONVERGENCE PROJECTIFS

Bernard BRUNET

Université de CLERMONT II

§ 0. Introduction.

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de montrer comment le théorème d’extension

propre d’une application continue d’un espace de convergence complètement régulier
(c’est-à.dire possédant une compactification régulière (")) dans un autre, obtenu dans (1),
permet de prouver que la catégorie dont les objets sont les espaces de convergence complètement
réguliers et les morphismes les applications propres a suffisamment d’objets projectifs.

.............................................

(*) Un espace de convergence compact peut ne pas être régulier. 
°
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§ 1. Préliminaires.

* Nous rappelons que :
- Etant donnée une catégorie 9 un objet X de W est dit projectif si et seulement si

pour tout ~-morphisme f de X dans Z et tout * -épimorphisme e de Y dans Z, il existe
un ~-morphisme g de X dans Y, tel que f = e o g.

-Une catégorie 9 est dite avoir suffisamment d’objets projectifs si et seulement si,
pour tout objet X de W, il existe un espace projectif P(X) de W et un w-épimorphisme
de P(X) dans X.

- Une application continue f d’un espace de convergence (X,q) dans un autre (X’,q’)
est dite propre, si et seulement si, pour tout ultrafiltre 1 sur X, et toute valeur limite x’ pour

q’ de l’ultrafiltre image, il existe une valeur limite x pour q de e telle que x’ = f(x).

- ~ désignant la classe des espaces de convergence compacts réguliers, une application
continue f d’un espace de convergence complètement régulier X dans un autre X’ est dite
~ -extensible si et seulement si pour tout espace compact régulier K et toute application

continue h de X dans K, il existe une application continue g de X’ dans K telle que g o f = h.

- Si f est une application continue d’un espace de convergence complètement régulier
~ ~

(X,q) dans un autre (X’, q’), il existe un espace de convergence complètement régulier (X, q),
~ ~

une application injective j de X dans X et une application g de X dans X’ tels que :

- j soit un plongement à image T -partout dense

- g soit une application propre de (X, q) dans (X’, q’)
-goj=f.

(Théorème d’extension propre d’une application continue).

Ajoutons, à propos de ce théorème, que la construction donnée dans (1) du couple
N

(j, (X, q )) permet d’affirmer que j est de plus K -extensible.

* Notation : Dans ce qui suit, tfsri désigne la catégorie dont les objets sont les espaces de
convergence complètement réguliers et les morphismes les applications continues.
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§ 2. Applications antipropres.
Nous dirons qu’une application continue f d’un espace de convergence complètement

régulier X dans un autre X’ est antipropre si et seulement si pour tout diagramme

commutatif dans où g est propre, il existe une

application continue d de X’ dans Y, telle que d o f = s et g o d = t.

Théorème 1.

Une application continue d’un espace de convergence complètement régulier (X, q)
dans un autre (X’, q’) est antipropre si et seulement si elle est Y-extensible et à image T-

partout dense.

a) Soit f une application antipropre de (X, q) dans (X’, q’).
- Soit K un espace de convergence compact régulier et soit g une application ponctuelle

telle que le diagramme commute dans W A *

g étant propre, il existe d : X’ K telle que d o f = s et, par suite, f est K-extensible.

- D’après le théorème d’extension propre d’une application continue, il existe un triplet
N ~

(j, (X, q ), g) tel que Adh _ [ j(X) ] = X, g soit propre et tel que le diagramme
T (q )

commute dans .

Par suite, il existe d : X’ -&#x3E; X telle que dof= jetgod= Idxl (cette dernière relation
~ 

X’

impliquant que g est surjective).
Comme toute application propre est c -continue et fermée (1),
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et par suite, puisque g est surjective, f est à

image L -partout dense.

b) Supposons f ~-extensible à image T-partout dense.

Soit un diagramme commutatif dans g étant propre.

Soit (i, Y) un compactifié régulier de Y.
f étant YC-extensible, il existe une application
continue v de X’ dans Y.

Comme g est propre, (i, g) est ((1), Proposition
3.2) un plongement fermé, et par suite

((1), Corollaire - Proposition 4.1) un mono-

morphisme fort de CR. Comme f est à
image T .partout dense, et par suite, est un

f(¡!Il -épimorphisme, on en déduit qu’il

existe d : X’ ~ Y telle que d o f = s et (i,g) o d = (v, t), et par suite, telle que g o d - t.

§ 3. Espaces de convergence projectifs.

Nous désignerons, dans ce qui suit, par U la catégorie dont les objets sont les espaces
de convergence complètement réguliers et les morphismes les applications propres.

Remarque :
Comme dans un espace de convergence complètement régulier (X, q), un ultrafiltre

converge pour q vers x si et seulement si il converge pour T (q) vers x, une application
d’un espace de convergence complètement régulier dans un autre est propre si et seulement si
elle est T -propre, et par suite, une adaptation immédiate de la démonstration de la
proposition 4.1 de (1) permet d’affirmer que les tf-épimorphismes sont les applications
surjectives.
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Théorème 2. 
_

~ a suffisamment d’objets projectifs.
Soit (X, q) un espace de convergence complètement régulier et soit (X, d) l’espace de

convergence discret associé.

Comme (X, d) est, de façon immédiate, complètement régulier, l’application identité sur X

qui est continue de (X, d) dans (X, q) possède dans W 11, une extension propre
~1~ (~~ q)~ g.).

Lemme :

Xd = 
Soient f un tf-morphisme de Xd dans Z et e un f6 -épimorphisme de Y dans Z. Comme

d’après la remarque précédente g est surjective, il existe une application s telle que e o s = IdZ.
Posons alors h = s o f. On a e o h = f. De plus, comme Xd est discret, h est continue.

Enfin, puisque f est propre et Y séparé, h est propre, d’où le résultat.

Preuve du théorème,

(1) Soient f un C-morphisme de X dans Z, e un -épimorphisme de Y dans Z. Comme
Xd est projectif, il existe un e-morphisme s de Xd dans Y tel que
le diagramme ci-contre commute dans Comme d’après le
théorème 1, j est antipropre, il existe -morphisme
d : X ..~..y Y tel que s et e o d ~ f. Comme f est

propre et Y séparé, d est propre et, par suite, X est projectif 

(2) Comme g o j = Idx , g est surjective et, par suite, est un E.épimorphisme.
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