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ULTRAPRODUITS ULTRAMETRIQUES DE CORPS VALUES

Bertin DIARRA
Université de CLERMONT I

La notion d’ultraproduits d’espaces vectoriels normés réels ou complexes définie dans [ 31
par Dacunha-Castelle et Krivine s’applique aussitot aux espaces normés ultramétriques. Un
prolongement immédiat de cette notion conduit a celle d’ultraproduits métriques de corps
valués.

Notons ici que I'ultraproduit de corps valués de valuation discréte, convenablement
normalisés, est un corps de valuation discréte (théoréme 1). Ce qui appliqué aux corps
p-adiques Qp donne un corps de séries formelles, résultat qui est comparable au théoréme 4 de

[ 1]. Ce méme résultat est démontré indépendamment dans [12] par U. Kiehne qui
’applique pour donner une démonstration du théoréme d’Ax-Kochen. Pour les ultrafiltres

w -incomplets, les ultraproduits sont sphériquement complets (Proposition 1). On traite aussi

du cas des ultraproduits construits sur R et C ; on obtient des corps semblables a ceux
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introduits par A. Robinson a I’aide de I’analyse non-standard (cf. [8] ou [9]).

Ce texte a été rédigé en 1979-80. Il contient en partie, toutes les démonstrations étant
données ici, un exposé que nous avons fait le 18/12/1978 au Séminaire du Groupe d’Etude
d’Analyse ultramétrique. I.H. P. - Paris (cf. [11]).

1) Définition.

Soit (K;). c 1 Ume famille de corps munis d’une valeur absolue ultramétrique. Considérons
i

le sous-anneau 7 K; del'anneau produit 7 K; formé deséléments a = (ap).
el iel iel
de T Ki tels que Sup ,ail <400, '
i el i€l

Soit % un ultrafiltre sur I’ensemble I des indices. On définit une semi-valeur absolue sur

P’anneau 7 K, en posant pour tout
i €1
a = (a e. 7™_ K, a| = lim | a;| . Cette semi-valeur absolue est ultramétrique.
@), ;€. T K> lal =limla q

Le sous-ensemble & de K; formé des éléments de semi-valeur absolue nulle est

T
i€l
un idéal.

On dit que l'anneau quotient T K,/ muni de la valeur absolue quotient est

i €1
Vultraproduit des corps valués K; : onlenote 7 K/, .
i€l
Si a= (ai)i e € T K , on note encore par a sa classe dans 7 Kyq-
€ i€l
On désigne aussi par | | la valeur absolue quotient sur 7 K; /g  dela semi-valeur absolue
i
i€l

Lemme 1. Soit (K;) P e une famille de corps munis d’une valeur absolue ultramétrique.

I

L’ultraproduit 7 K; /q des corps K; est un corps muni d’une valeur absolue
i €1

ultramétrique.
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Il reste & démontrer que 7 Ky est un corps. Or soit
ier ¥
a = (ai)i el Ei ZI Ki/cu différent de zéro, autrement dit | a| = lig la.i [ # 0.

I existe J(a) € % tel que I_al_< ]ail <A.3.. | a| pourtouti € J(a). Donc pour tout
2 2

i € J(a), a; est non nul, de plus 2 < lal--ll <2 . Considéronsb = (b;).
3 I al lal 1 €1

défini parb; = a7l si i € J(a) eth, =1 sii ¢ J(2).0Ona

sup |b;| <max (2,1) ; ainsib =(b,).
i €1 |

- el € ; Z IKi. Comme ab-1 = (c;),

i el

ouc =o sii €J(a) et ¢ =a;-1sii & J(a), il devient clair que

]a b - 1|=lim |ci|=o ;Cest-a-dire ab-1€ 3.0nadoncdans b Ki/ ,ab= 1.
U ier "4

On supposera le plus souvent dans la suite les ultrafiltres non principaux ; car si U
est un ultrafiltre engendré par j €I ona 7 Ky . K..

Posonspourtout a € 7T K;, | a]oo = Sup |a; | 5 alors |a|e, estune
i€l i€l
quasi-valeur absolue sur 7 K; ; clest-d-dire |a +b o< max (|a|eo,|blo, ) et
iel
Jab| < |2] oo [b|oo - L’adhérence & de tout idéal propre 4 de F‘I K; pourla
i€
quasi-valeur absolue | | o Cstunidéal propre de 7 Kj : carsiunidéal 4 de 7 K
iel iel

est tel que 1 € 4 , il existe a, =(8i’°)i el €4 telque

sup 1-a =|1-a| <l ; ainsi _1<- <3 our touti € I, d’ou
ieIl a1,0' oloo 5 5 I"l,ol 3 P
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b, =(ai-’1°)i el € ; gl K; et ab, = 1€ 4 . Tout idéal maximal de ; é K, est donc

! |°o -fermé. Si J est une partie de I, on pose ey = (ali)i el on a = 0 pouri € J et

a; = lpouri ¢ J. Associons a tout idéal & de é IKi ensemble %, des parties ] de
i

I telles que ejeES ;U Ly estun filtre et c’est un ultrafiltre lorsque ¥ est un idéal premier.

Réciproquement, si % est un ultrafiltre sur I, alors 3% ={ae 7 K/ lic%ln la; 1= 0 }
i€l

est un idéal maximal (lemme 1) et I’idéal qu de ' Z . Ki engendré par les ey > Jew
i
est un idéal premier minimal,| | oo -dense dans 3% . On déduit du fait que tout idéal maximal

de K; est | |oo-fermé le

T
iel
Corollaire : (i) L’adhérence pour | Ioo dans T Ki de tout idéal premier est un idéal maximal.

i€l
(ii) Il y a une correspondance bijective entre ’ensemble des idéaux maximaux

(resp. premiers minimaux) de 7 K; et l'ensemble des ultrafiltres sur I.
i€l

K.

Désignons par |l Il , la quasi-valeur absolue sur 7 i/ag obtenue par
i€l
passage au quotient de | lm; par définition, llallee= Inf |a-b loo . On peut démontrer
bey
directement que Il |l est une valeur absolue ;maison a :

Lemme 2. Soit a (ai)i el € ; g ! Ki/au . Alors

lalle = Inf |able = lim|a;| =|a]
bey ¥

En effet, soient a = (a; T . CT
n effet, soient a (al) I= . g IK1 et Je posons

i€l

aj = a(l-eJ) et a’J = aej ; comme a = aj + a’J avec a’J € XY, ona
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lallgy = Infs lab| . < Ia-a’1|m= IaJ |°°= Sup ]all pour tout J € ¥ . Il vient que

b e i €]
lalle < Inf Sup lall = lim Iai|= |a| .D’autre part, il est clair que pour tout
Jex i el b
be I, |ab|=|a <|abl, ;ainsi |a] <Nall, ,dod |a] = lal

I est clair que si chaque corps K; est complet, alors 'anneau 7 K, muni de la
iel

quasi-valeur absolue | |°o est complet. D’ott

Corollaire 1. (i) Lultraproduit 7 K 4y @'une famille (Ki)i el de corps valués complets
i €1
est complet.
(ii) Si I’ on désigne par Kle complété d’un corps valué K, on a
( FKi/(u)= T Ki/‘u'
i el i €1

Corollaire 2. L’ultraproduit ‘ T Ki/cu d’une famille (Ki)i e de corps valués
i€l
sphériquement complets est un corps sphériquement complet.

La proposition suivante, analogue au lemme 9 de [11, beaucoup plus précise que le
corollaire 2, est 4 rapprocher de la Proposition 2.5 de [ 5]. Comme nous I'a suggéré oralement
L. Haddad, la démonstration que nous en avions donnée en supposant 1’ensemble I des indices,
dénombrable, se transpose dans le cas plus général donné ci-dessous. Rappelons qu’un
ultrafiltre ¥ sur un ensemble I est w-incomplet §'il existe une suite (Xn)n S0’ Xn ey ,

X,+1 € X, pourtoutn >o,telleque N X =@ AlorsI= U Y, oi Y, =I\X,
nz=o n>=o

Y, <Y, 41 sposantl =Y etl =Y \Y ; s n>1 ;onaunepartitiondel,

I = U 1I,, doiune applicationg de I sur N telle que pour tout n € N, g'l(n) =1

n
n=o

et I, & % . Tout ultrafiltre non principal sur un ensemble dénombrable est w -incomplet.

Il existe sur tout ensemble infini I des ultrafiltres « -incomplets (c.f. par exemple [ 2]).



Bertin DIARRA

Proposition 1. Soit % un ultrafiltre > -incomplet sur ensemble L.

i

L'ultraproduit 7 K;
ier

d’une famille (K;), el de corps valués ultramétriques
i

est sphériquement complet. En particulier 7 K; /g st complet.
i €1

Considérons une suite décroissante (B(a", r))) S de boules ouvertes de
n_-=o

K;p, -Ona lan . a0 *1| < r, ; d’ou Alan-am|< r,, Ym > n.Puisque

n_.m| = o .
|a -a| Inf la“-am-b|°°<rn,1lex1stebn’m€s tel que

. On peut donc supposer la suite (a™) | > o de T Kyq

n_,m
PLI ’bn,mloo<r .

; n_.,m| _ n_,m
telle que dans K; , on ait | a® . a™| = Sup |af'-a" | <r,, VYm> n

ks
i€l i €1
Considérons, avec les notations ci-dessus une application g de I sur N telle que

I = U Inoﬁ In= g'l(n)géad.OnaaussiI =LnU Jn avec
n>o

n

L=V Lgu,J = U I,E ¥ etL N I = ¢ Lasuite
k=o k=2n +1

K; s%crit sous la forme (a™), - , =(a§(j))

(a" (aMpe N de

i€l

] .. .
n=o iel Gi)elx1

Posons a; = a§(i), i € I ;puisque |a"|, = Sup |a®| <max(|aoloo , Tp)= @ ,ona
i

iel
pour touti € I, a8 | < a ,donca = () . € 7 _K;.Puisque pour touti € I,
i iel 1iel
|a{‘-a{n| <|al .M, < r, » Vm> n etpuisque pour touti € J, = U I

k>n+1
il existe m > n tel que g(i) = m,ona |a{‘-a§(i)| <rp,, Vi €], Mais J € ¥,

donc lim la{l -a80) = |ah. a| < r,, pour toutn € N.En particulier,
a i
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N.a] < max(|at-at 1] ant1l _a]) < r, et

]a“+l-a| <1y 41 <1y sdot |a
n n
a €n> OB(a,rn)¢¢.

2) Remarques diverses.
(1) Soit L un corps valué ultramétrique. Posons K; = L pour touti € I'; on dit que

T

iel
T L o L'ultrapuissance de tout corps local L est égale a L (ici local signifie localement compact) . O

valué de
i €l
(ii) L’ultraproduit conserve les homomorphismes isométriques de corps valués. En parti-

culier, si la famille (K;); e 1 est constituée de surcorps valués de L, on a les extensions de

L, q ot l'ultrapuissance de L ; le corps L s’identifie canoniquement a un sous-corps

L, 7 K .o
e g
; désignons par A (resp. A;) et M (resp. ;)

T A, (resp. T M. )
eIA‘/‘” per

corpsvalués L C 7
i€

(iii) Posons K = 7 K.

el Vu

I'anneau de valuation et I'idéal maximal de K (resp. K;). Soit
i

limage canoniquede 7 A (resp. m M;)dans 7 Ky a .Ona
i€1 i €1 i€l
hg T My, € T A C A
e T iy L el i/ g
= 7 Ai/cu

Si U est w-complet, ona m=ﬁmi/tu et A
i €1

La premiére et la derniére inclusions peuvent étre strictes comme le montre certaines

ultrapuissances d’un corps de valuation dense. Plus simplement, on a :
v,, la valuation p-adique sur Q.

Exemple 1 : Soit p un nombre premier ; désignons par p
C 10,1 telleque lim p;=1 etpourtouti €N,

Considérons une suite (0;).
Yi eN 1>+

vp(a). Posons Q. = (Q,| Ip ) ; soit U
1 1

la valeur absolue sur Q définie par |al o = Pi
i
est un corps sphériquement

un ultrafiltre non principal sur N ; alors K = T Q Py
i €N U

complet de valuation dense. Pour touti €N, A; = Z(p) (le localisé de Z en p) et
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. . vi,(a)
mi = pZ(p) ; deplus QC A ,carsia €Q ,a # o,alors ,a] = h@ pip = 1.
En particulier a, = (p); ¢ N esttelquea, ¢ M , maisa, € 7 Nyg
i €N

donc M # T m. . On voit que a -1 - (.1_) ¢ T A; ,

ien ° P ieN ien /¥

. -1 .. -
mais a_* €A, ainsi A # T A .
o {EN i/u

Le complété de Q o1 étant égal & ( p » hotons Q pi le corps Q p muni de la valeur
l 9

absolue qui prolonge | 'pi ;alors K= . g N Qp’i/“u (corollaire 1 - Lemme 2), de plus
i
Qp - A . o
(iv) Lorsque la valeur absolue de chaque K; est triviale, la valeur absolue de 7 K; /o
i€l

est triviale. On retrouve la notion algébrique d’ultraproduit de corps que I’on écrit

7w Kip (cf. [6]). O

ie1 M

(v) Posons, avec les notations de (iii)y I' = 7 Ayq et n = T Mg ;
i€l ie 1

alors T' est un anneau local d’idéal maximal n : carsi a €T eta & n ,l’ensemble

des i €1 telsque lail <1 n’appartient pasa % ,donc {i € I/ Iail = Ia'ill =1l eu,

il vient que aler.
Lorsque M # n ,lelocaliséde T' en M estégala A et Ay, est le corps des
fractionsde T [y, .

Désignons par k; le corps rés iduel de chaque corps K. On a

Lemme 3. Le corps résiduel de l'anneau local T' = 7 Ay o ot isomorphe a
i €1

Pultraproduit Tk

des corps résiduels k.
ie g i

En effet ’homomorphisme d’anneaux ¢ , composé des homomorphismes canoniques
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A

m Al —_— T kl — k]/ou , est surjectif. Sia = (31)1 €1 € i
i I

e
i€l i el i € i€ 1

est tel que liorun Iai|=0 ,il existe ] €¥ tel que pour touti € J, | ail <1 ;ainsi ?(a)= 0;

d’otl, par passage au quotient, un homomorphisme surjectif ¥ de T = ) Z . A/ q sur
i
o kvéu dont le noyau ker ¥= 1.
iel
Lemme 4. Soit (Ki)i el une famille de corps valués ultramétriques henséliens.
Alors Uanneau local T'= 7 Ai/ql est hensélien. Si, de plus, T ki/zu est de

iel i el

caractéristique zéro, I' contient un sous-corps de représentants de son corps résiduel.

Pour voir que I' est hensélien, il suffit de remarquer, puisque I’ /n = 7 kyq >
i€l
que I'identité de Bézout et la factorisation des polynomes a coefficients dans T'/,  se

relévent dans des A pour i parcourant un élément de I'ultrafiltre. Le reste est classique. o

(vi) Lavaleur absoluesur 7 K; oy peut étre triviale sans que celles des K;
i€l

le soient.

Exemple 2. Soit # 1’ensemble des nombres premiers. Considérons pour p € # le corps

. . Vilay) ..
) - . =Z mn o=opZ..
p-adique Q p muni de la valeur absolue lapl_ p P % ; dci Ap p ¢ p pr

Soit ¥ un ultrafiltre sur # ,non principal ; puisque pour tout ape p Zp ) lapl <p'1 ,
a rtout a = € Z ., = li = 0. Ainsi
ona pourtout 8 =) € 1 9 2« [al= tg I

T p Z = (0) ; 'idéal maximal de Z est donc nul et la valeur absolue

pE Play Play

T
pE?
de 7T Q pla et triviale. De plus

pPE?

T = F Z = T = F Z = F ou F.= Z
pE® Yo o Pa pest/‘” pE? /‘upesv Pla P “p/pZp
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3) Ultraproduits de corps de valuations discrétes.

Théoréme 1. Soit (Ki)i e une famille de corps de valuations discrétes v; telles que
* . . .
v(K;) = Z et soit (p i)i e une famille de nombres réels tels que o < p; < I.

Considérons sur chaque corps K; la valeur absolue définie par

v;(a;)
lajl=p; V'V

(i) Si lim p; = 0, la valeur absoluede 7@ K; est triviale.
@ ! i €1 /u

(i) Si im p; = l,lecorps K = 7 K, est de valuation dense tel que
u i€r ¥

IK*| = R¥.De plus U est w-incomplet et K sphériquement complet.

K:

i/q ©stuncorps de valuation discréte.

(iii) Si 0 <lim p;p=pc< 1 ; alors F3
1 €1

et A= T A

Ona M= T m. .
; ier

i €1 /o

(i) Si lidrun p;= 0, onvoit, comme dans I'exemple 2, que la valeur absolue de .

T K, est triviale.
jer Ve

(ii) Supposons liqr? p;= 1.Fixons p €R_, 0< p <1 j0napourtouti € I,

_aj Logpi ) .
pi=p ~ou a; = >0 etlim aj = 0. Désignons par n; la partie entiére de
Logp U
n-
.l_;ona <ai<-1—_etlim 1 - lim @; n = 1.
g 1+ni 1 7] 1+ni

Soit (wi)i cq Une famille d’uniformisantes des corps K. Considérons

nu
1
n: o, n. n; S
a = (m V), ; ona p<p i i=|m| <p1+"1<1;ainsia €E T K.
p i€l 1 p ie 1 1

—
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tque [a,] = tim [m] "= p et [o1] = tim | 7| = 5 soitr € R
est tel que |a,| = 1$ m =pet|a —l}illn L = p .Soitr € R ;

n-
. S _ i . . -
oubienr < 1, il existe donc a, = (m; )i el € K tel que Iarl =r ;oubienr 1,

mais ay = (7Ti )i el est tel que Iall =1 ; oubien r > 1,il existe alors
b, = 3'31 tel que lbrl = ] a;_lll =r; ainsi l K*I = Rj . Pour le reste voir la fin de la

démonstration de la Proposition 7.

%
(iii) Supposons 0 < li&n p; =p<l.Onapourtouti €1, P, =P avec

Log p;
a. = >0 et lim di’—" 1.
Logp /]
Onavuque mM&S 7 m. < T A, CA
ie1 ie1 Vu

Sia= (ai)iEI Gi zl mi/tu , puisque pour tout i EI,vi(ai) Z1,0ona

vi(ap)
]ai[ = pil < p; ;il vient que licrun Iail <lgln p;=p <1 eta€M ;donc
m - T Ih;
je1
Soit a € A; ou bien la|< l,alors a€EMC 7 Ai/cu ; ou bien
i€l
|a] = l(izrtn lall = lé{rlnpaivi(ai) =1,onaalorsdans R ,l‘ium @, vi(a) = 0; mais
vi(a;) € Z pourtouti € I, doncli € I/vy(a) = 0} €U eta=(ai)iele JI A
Ainsi AC 7 g.oet A= T A .
(el An/u (el i/ q
Soit(1ri)i e Ume famille d’uniformisantes des corps K ; alors

=(T. T . = | 7! = I . = < 1. i
= l)i EIE ; g I Kl/(u esttelquel1r| l;rln | l| lg&n pi= P On voit que

mA=Milvientque 7 K| o ©Stun corps de valuation discréte.

o *

11
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Remarque 1 : Pour fixer les idées, on note Ki Py le corps Ki muni de la valeur absolue

i
vi(a,)
| g | = py T

(a) Si ]wn p; =1,onacommedansl’exemplel, M# 7 M, et

e Vu

Ay gl Ajg =T . Soit p€RY, 0<p <1,fixé. Pour tout
1
a = (%) e 7 Kip ,ona lim pivi(ai) < 1.Soit 2 (resp. ml)
i€l ie1 Y
idéalde 7 K; , formé des élément ) tel lim 0. i® _
1aeal de L€ g i, p orme des €iements a = (3.l el els que gln pl =

vila) ).

(resp. lim p;
U

On obtient, par passage au quotient, un homomorphisme injectif d’anneaux de

T K #, dans 7 K, ~ .Identifiant 7 K. ~,®_ asonimage I
ier »P/71 ier "Pia ier 2P/ !
dans T K. sona ' C Ty C A et m 1/ ®1 est égal a 'idéal maximal M

. 1, Pi/
i€l 1
de A.L’idéal maximal ml,p de m K; o formédesa € 7 K;p telsque
i€l i €1
. vi(a;) . . - . .
lim p ™Y =0 estl'uniqueidéal maximalde 7 K, qui contient M
% i E I l$p ].

(Corollaire - Lemme 2) ; ainsi I'; est un anneau local d’idéal maximal ﬂl, P /.Pl . On voit

que A/ estégal au corps des fractionsde I'/m etaceluide 7 K, ml .
iern ’”

Y.
(b) Considérons une autre famille (0 ), el C 10,1[;p; =p; ! on
i

Logp} . . . .
i® 8% 5 0. Supposons lim p; = lim p;= 1 ; si lim 7; est fini non nul, les
Logp; U Y ]
corpsvalués 7T K, . et 7 K, ,» sontisomorphes. Par contre, si
ier "Plu ier "Fi
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]i@ vi = 0 (resp. li‘%ln 7; = t=) cesdeux corps ne sont plus isomorphes.

(c) Si 0 <li;tn p;= P <1,les corps valués T Ki,P

et ™ K.
; i, P/
i €1 ily U

el

sont isométriquement isomorphes. De plus, pour toute famille (0§ ). _ I < 10,1(
i

Ki et
I s P

. T K
ilg i€ 1

telleque 0 < lim p: = p°> < 1,lescorpsvalués 7 i p?
1 i e k] pl /cu

sont isomorphes.

Corollaire 1 : Supposons Yim p; # 0, le corps valué non discret Z'I Ki/a
i
est sphériquement complet (donc complet) lorsque l'une des conditions suivantes est
satisfaite :
(i) Chaque corps K; est complet.
(ii) L’ultrafilire U est w-incomplet. Ce qui a lieu lorsque li&bn p; =1

11 suffit d’appliquer, ou bien le corollaire 2 du lemme 2 (un corps de valuation discréte est

sphériquement complet si et seulement s’il est complet), ou bien la proposition 1.

Corollaire 2 : Supposons 0 < lim p; = p < 1. Le corps résiduel k du corps de valuation discréte
U

K;/  estisomorphe a lultraproduit = k; oy des corps résiduels k; des
U i €1

C’est une conséquence immédiate du lemme 4, car A= T Ay et m= 7 mi[u
ier ¥ i €1

Remarque 2 : Le corollaire 2 n’est plus vrai si hqun pi = l.Eneffet, on a vu dans Uecxemple 1
que Q C A ,tandis quele corpsrésiduelde 7  Z estégala w F_, =F .

ien ®f ieN Pu P
Ceci montre, si besoin était, que la notion, de caractére métrique, d’ultraproduit de corps
valués définie ici est différente de celle donnée dans [1] .
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Corollaire 3 : Supposons 0 < lgn p; = p < 1.Soit o; un systéme de représentants dans A ;

du corps résiduel k; de K.

(i) L’image canonique T Oifgy de T 0, dans K= T K >

i €1 iel i eI
identique a lultraproduit d’ensembles 7 Oijq »estunsystéme de représentants
i €1
dans A = T Ajjq  ducorps résiduel k deK.
i €1
(it) Soit m; une uniformisante de K; Si T Ki/tu est complet (c.f. corollaire 1),
i €1
alors tout élémentade T K; /q  §€crit sous la forme unique
i €1

*
a= Z a, " ou ny €2, a € .F 0j/ qPOUr n = -n, et

ns=s-n l € I

o
™ =(1ri)i €

Soient L un corps valué ultramétrique complet et K une extension algébrique de L. On sait

que la valeur absolue de L se prolonge de fagon unique en une valeur absolue de K :sia € K

1
est de degré n, |a| = |P(0)) n ot P estle polyndme caractéristique de a. De plus si L est
de valuation discréteetsi [K:L]= n< += jona n= ef avec e=[|[K*| : |L*|] et

f=1"[k : 1Jou k(resp. 1) estle corpsrésiduel de K (resp. L) ; soit 7y (resp. 7y) une

1
uniformisante de K (resp. L) ona |1rK| =] "Ll e . Ceci étant, on a comme illustration du

théoréme 1 les deux propositions suivantes (c.f. [4]).

Proposition 2 : Ultraproduit d’extensions non ramifiées.

Soit L un corps valué complet de valuation discréte. Considérons une famille (K;), el
i

d’extensions finies de L telles que (K;: L1 =[k;: 1] =n; ot k; (resp. 1) est le corps
résiduel de K; (resp. L).
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(i) Le sur-corps valué K = 7 Ki /cu de L est complet de valuation discréte et de
i €1
corpsrésiduel k = wm k;
i €1 ifay
K.

(ii) Si lg?rln n; =+ o etsilest parfait, le corps K = i/a

T
i €1

est une extension transcendante de Uultrapuissance L, L, delL.

T
i €1

Proposition 2’ : Ultraproduit d’extensions totalement ramifiées.

Soit L un corps valué complet de valuation discréte. Considérons une famille (K;). el
i

d’extensions finies totalement ramifiées de L de degrés n; tels que lim n; = +o° .
U

(1) Le sur-corps valué K = K; / a de L est sphériquement complet de valuation

T
i €1

dense ; de plus | K™ |

n
=

(ii) Le corps K K; fay est une extension transcendante de Uultrapuissace

Exemple 3 : Désignons par L : 'unique (4 isomorphisme prés) extension non ramifiée de
P gnons p p

p;i

degré i du corps p-adique Q p’ Le corps résiduel de Lp,i est le corps fini & pi éléments F pi

et son anneau des entiers s’identifie 4 I’anneau des vecteurs de Witt W ja coefficients dans

P

Fpi ; I'idéal maximal de Wp,i est égal a p Wp,i'

Soit % un ultrafiltre non principal sur N ;le corps ultraproduit C,= 7 L. /
P i eN* P’lﬁu

est un corps de valuation discréte, d’anneau des entiersW_ = 7 W_. /o dontl'idéal
| SR R 1LY
i EN
maximal est p Wp‘ Le corps résiduel Cp = : 2 N Fpi fq €5t parfait de caractéristique p

(son cardinal est égal a celui du continu). Ainsi Wp s’identifie a I'anneau des vecteurs de Witt

a voefficients dans c ..

p

15
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Si U contient tous les ensembles mN*= {mi, i € N*}, m > 1, alors

¢, = 7w Fi est algébriquement clos. On peut identifier canoniquement chaque
P jen P¥
corps F m(donc U F _m) aunsous-corpsde 7 F i = c..
P* T p o> P psde . S n* Pl T %
Posons L. =( U L i)A le complété de I’extension maximale non ramifiée de Qp
P iz P

Puisque le corps résiduel de L est égale a la cloture algébrique F_de Fp (c’est-a-dire a

p
F pi), Lp s’identifie & un sous-corps de C

p
U .

i>1 P

Exemple 3’ : Considérons comme ci-dessus le complété Lp de I’extension maximale non

ramifiée de Q p’ Définissons par récurrence la suite de corps :

i+l

=L : = 2_ ... . = [T =
Kp,l —Lp, Kp,z— Lp[1r2], 772— p,...,Kp,1+1— Kp9l[1rl+l],1ri+1 ﬂl'
Alors Kp,i = Lp["i] et 7 estracine du polyndme d’Einseinstein xit. p- Donc
L
= i1 ilvi = . .
| ™ | = 'p l , il vient que , ér N* Kp,l/ q ©5tun corps de valuation dense

(li é—r - Lp i /aul =R,) extension transcendante du corps de valuation discréte i 2 N Lp [
Puisque K ; < Kp,i + 1 » on peut identifier canoniquement Kp,i (donc i ; . Kp,i) dun
sous-corpsde 7 _ K. /o .Onsait(cf. [5]) que U K_; estdensedansle

i eN* P/ i>1 P4

de la cloture algébrique de Q p’ Il vient que C

pi

complété C g'identifie & un sous-corps de

P p

T NKP i/q €t le corps sphériquement complet T *Kp i/ contient (strictement)
ieN ™ ieN* ™

une complétion sphérique de C P

En contraste avec les propositions 2 et 2°, on a
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Proposition 3 : Soit (L;). c U famille de corps valués ultramétriques complets.
i

Considérons pour chaque i € I une extension K; de L; de degré fini n; et sur K; Uunique valeur
absolue qui prolonge celle de L;.

Alorssi lim n; = n < +» , le corps

K. est une extension finie de
QL 1 l/au f

T
i€1
7 Ly dedegrén.
, i/ .
ier ¥
C’est une conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 5 : Soit E; un L; - espace de Banach ultramétrique de dimension finie n;. Si

limn. =n <+ w,alors 7 E.: estun T L./ -espace de Banach de dimension
v ier e e
finie n.
Désignonspar 7 E; lesousgroupe de 7 E; formédesx = (x;). tels que
i €1 i €1 iel
Sup| |x;] | <+« etposons ||x||=1lim | [x;| |.Pardéfinition 7 E;  estle groupe
i €1 U ie1r ¥
quotientde 7 K, par son sous-groupe formé des éléments x tels que || x| | =0.0n voit
i€l
alorsque T E; estun 7 L,  -espace vectoriel normé.

On se raméne facilement au cas ol pour touti € I, dimj, E, =n.
i

Soit o fixé, 0 <a <1,ilexiste (c.f. [ 5]1) une base a -orthogonale (e;: deE; :

]J)lgjgn

n
ot .. EPSIEES
toutxi (S Ei s’écrit X =' Z kij eij avec Q . <n}ax< . |7\1] HI ‘elJ ] ]<l IXII I
i=1
< max l?\ijl Heijl | . Soit N EL L0 <|7\i| < 1 ,il existe
1<j <n

L .. . ..

i = 1 ~[Log__l_ll)l\e', | I]G Z tel que |>\iI<| l)\,‘nl] eijl |<1. Posons e’ij: )\jnll ej
og i



18

Bertin DIARRA
n

81 Xy € Ei VX7 Zl Wi e’ij avec

J =
al xil ‘max l ”ijl <| lxil |< max IUijl-ChOiSiSSant

1<j <n 1I<j<n
=()\i)iEI € i e?ILi/‘u telque0<'.\i| <1 et %n l7\il =|x[#0, ona

In| < l%lm I Ie’ijl | <1.De plus, tout x = (xi)i €1 € ; g IEi/‘u s’écrit de fagon

el

n
unique x = Z p.€: ol M; = (k) c L:
- Voo e i/

-7? b
e ie1r ¥
0?’:e’j = (e’ij)iele iZIEi/‘u’ 1 <j < n,avec
a |} max l #j|<| [x||<  max :#]I - On en déduit d’une part que

Sjsn 1<j<n

i e1_r IEi fy cStun Z . L;/q -espace vectoriel de dimension n et d’autre part que
i

la norme de E /oy est triviale lorsque T Li g est de valeur absolue triviale.

T
i €1 i €1

Corollaire : Soit L un corps local.

Si(K;), cl est une famille d’extensions finies de L de degrés finis n; tels que
i

lim =N <+o; alors T Ki/cu est un corps local.

Y i €1

N.B. On peut aussi démontrer le corollaire ci-dessus en remarquant que si licrun n; < +w

alors 7 K; /as est un corps de valuation discréte de corps résiduel fini. D’autre part, si
i€l

L est une extension finie de Q p>on sait (c.f. [ 7 ]) que le nombre des extensions finies de L

de degré n est fini, dans ce cas le corollaire est évident.

K
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4) Ultraproduit p -normalisé des corps p-adiques QP.
a) Le corps de valuation discréte K,.
Soit # I’ensemble des nombres premiers. Considérons pour p € #, le corps p-adique Qp

et le corps des séries formelles de Laurent F p((Xp)) ou F _ estle corps fini a p éléments.

p
Soit p€R, ,0<p < 1;o0n considéresur Q P (resp. Fp((Xp») la valeur absolue

| a lp = pr(ap) (resp. | Sp lp= pwP(SP)) oit vy, (resp. wp) est la valuation de Qp (resp.
Fp((XP)) ). Soit % un ultrafiltre sur # , non principal. Les corps K p=p Z :pQP/ru
et 8 o . i 2 Fp((Xp)) fag sont complets et ont le méme corps résiduel k= . 2 p Fp /U
(corollaire 1 et 2 du théoréme 1).
Théoréme 2 : Les corps de valuation discréte, complets K 0 =p ZP Qp oy et

Sy = T 2 Fp((Xp)) / g sontisomorphes. En fait chacun de ces deux corps est

p S
isométriquement isomorphe au corps des séries formelles de Laurent k((X)) munide la

valeur absolue | S| o= o®(S) o4 w est la valuation de  k ((X)).

(i) Puisque F  est un systéme de représentants dans F , [[X; 1] du corps résiduel

p
de F_((X,)), on déduit du corollaire 3 - théoréme 1 que k = = F est un
PP pe® P
systéme de représentants dans p1er§ » Fp (L Xp]] la du corps résiduel de 8
+ oo
et que tout S = (Sp) € 8, eécrit de fagon unique S = Z a, X"ou o€ k ,
pE® n=-n,
S . - Dot 1identificati - s .
n n,, X (Xp)p c® D’oli 1’identification de 1é ,w Fp((Xp))/‘u a k(X))
p
(i) Soit A 0" T Z by I’anneau de valuation de K o On sait (c.f. [1]) quele
pE?® P
corps k = 7 Fp hy est de caractéristique zéro. Il existe donc ([10] -Prop. 6 - chap. II)

pe”®

19
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un sous-corps de représentants C, C A, ,isomorphe a2 k telque A, estisomorphe a
C_[[X]] ,donca k [[X]] ([10]-théoréme 2 - ch. II). Il vient que les corps

P
- et k((X)) sontisomorphes.
KP p é P Q p/‘u P

Remarque 3 : Soient K un sur-corps valué complet de Q p de valuation discréte et k_ le

p
,p € P, est p-normalisée

p

corps résiduel de K_. Si la valeur absolue de chaque corps K

P

comme ci-dessus, alors

p
T K est isométriquement isomorphe 3 ( 7 k_; ) ((X)).

Remarque 4 : Soit (g,) C 10,1[ . Considérons sur Q _ (resp. F_((X,,))) la valeur
T Ppes p %P T pltTp

absolue pp-normalisée. Si 0< l‘%lm p p < 1, voir remarque 1 - (c). Si li&n pp = 1,les
cops 7 Q. et 7T F (X)) sontsphériquement complets, de valuation
per Py e PP

dense. Le corps résiduel de chacun de ces corps contient k et en est distinct. Ces deux

corps ont-ils le méme corps résiduel ? S’il en est ainsi, ils sont isomorphes.

N.B. Le théoréme 2 ci-dessus est ’analogue du théoréme 4 de [ 1]. La démonstration du
théoreme 1 de [1] se reproduit ici mots pour mots. Quant au théoréme 5 sur les équations
diophantiennes de [1], on en trouvera une démonstration dans [12] basée sur le théoréme 2 ;

notons toutefois que I'on a :

Proposition 4 : Considérons une famille (K;), c de corps valués ultramétrigues complets ;
i

I
« un ultrafiltre sur I et le sous-anneau’ = 7© A, de K= 7 K;; .
iel iy i ej i/ 4

Soient r et n deux entiers positifs avec r < n. Siles polynémes de la famille finie

= s . n 90
F=(f, )1 <y <r de l"[XI,..., Xn] possédent un zéro communa € I'" tel qu’il

of
existe (jp, s jJ C [1,n] avece= det( 5?”— (a)) # 0 ;alors pour tout systéme de
iy

représentants (f), ,i) sy I<v <rdef, avecf, i €A Xy, . X, il existe JE U

iel

tel que pour tout i € J, il existe b; = (bj J1< ji<n €A :‘ zéro commun des polynomes
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foi>1<v<rtelquef, (b)=0, 1<v <r,avec b= (b(j))l < ern |

<]\n

p(i) = (bj,i)i el et pour tout 1 <j < n, b = o) (mod. en ) ouln=i ZI mi/ou

On peut supposer j; = 1,...j. = r etr =n enposant f, =X, -a, ,r+1 <v<n;

af
la matrice jacobienne s’écrit alors M(F)= ((’?2') 0 ) . Par hypothése
X] Inr
afy )
e = det M(F) (a) = det (a—'X— (a)) # 0.Maise = (ei)i ey 2veC & = det M(F;)(a;) € Ay
J

ou a = (ai)i c Ie rn F, = (fv, P 1<v <n etlesfv,iEAi [Xl, veey Xn] représentent

f, . Puisque f, (a) = (fV,i(ai»i c1’ 0,1<v<nete# 0,ilexiste] € U tel que

pour touti €], |f, i(a]-)l <|_C%l <|e?|.Ainsip0urtouti € 11y 5 (3) Gei2 m;,
’ 2

1< v < n. On sait alors (c’est une conséquence du lemme de Hensel) qu’il existe

j,i)1<j< 0 A? tel que pour 1< v <n,f, jb)= 0 avech;; = a;;

J B
(mod.e; Mj),1<j< n.Ilvientquef, (b)=0, 1<Sv< n,ou b= (bq))l<j< n €TY,

b = (bji)_ el etpour1<j < n, pd) = a0) (mod. e ).
i

b) La cléture algébrique deK ,= .
) Py cp Pl

Lemme 6 : Soit (Ki)i c 1 une famille de corps valués ultramétriques, algébriquement tlos.

Tout corps ultraproduit K = 7 K; est algébriqguement clos.
p p i/ q q

i €1
n
Soit P = Z aj Yl €K[Y] un polyndme unitaire de degré n = 2 et soit
j=o
(aij)i el € ; ér IKi un représentant de Olj € K= i ZIKi/(u avec &, = 1,
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Vi € L.Onapourtouti €Elettoutj0 <j < n,

Ialjl < Sup I al] l= Iajloo < max l a . |°°= M<+ oo, Puisque K1 est
i €1 0<j<n J
n .
algébriquement clos, le polyndme unitaire P; = _ Z @ Y) € K; [Y ] a toutes ses racines
] =0

dans Ki‘ Mais si un corps valué L contient toutes les racines du polyndome unitaire Q € L[Y]

de degré n, alors I'une au moins de ces racinesa € L est telle que | a] <| Q(0)| . Ainsi

=1 = -

1
I'une des racines a; de P; dans K; est telle que | a;| <] PO) T =] M <M

Il vient que a =(ai)i EIE 7K, ,onadans K = i GFIKi/(u , P(a) = (Pi(ai»i c I= 0.

K.

Le corps K = i/ a

T est donc algébriquement clos.
i €1

Soit L un corps ; on désignera par L sa cloture algébrique. La valeur absolue
p-normalisée de Qp s’étend de fagon unique en une valeur absolue sur Q P’ Le complété C p
de 6 p est indépendant de la p-normalisation de la valeur absolue de Qp‘ Soit % un

ultrafiltre, non principal, sur # ; compte tenu de la proposition 1, du corollaire 1 - Lemme 2
et du lemme 6, on a :

Proposition 5 : Les corps valués 7T Q e¢e © C sont égaux et sphériquement
pEs Pla pe s Py
complets. Deplus ')y = 7 6 =7 C est un corps algébriguement clos.
PEnTERE T ” eo Plu jep Pl s algébrig

Le groupe des valeurs |F;| de T, est égal a R:.

Considérons K = CT,- - 7 C
onsidérons K Qp/cu P pg Pap/ql pﬂe.?’ pla

T
pe®
Le corps, algébriquement clos et sphériquement complet T', contient comme sous-corps

valués, extensions valuées de Kp , une cloture algébrique K 0 de K 0> le complété Kp

~ ~ R
de K, etunecomplétion sphérique de K p donc aussi de K 0 Tous ces sous-corps de T,

~
ont le méme corps résiduel k .
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Lemme 7 : (i) La cloture algébrique K dek= = F

pE? plu

k = m Fn
" pEPp/q‘l

A~

F pla de k , ultraproduit des clotures algébriques

(ii) Le sur-corps s
pE?®
des F_ , estalgébriquement clos et transcendant sur k.

p

(i) On voit, comme dans la proposition 3, quele corps k = = F pY g,
pE?
est un k-espace vectoriel de dimension finie n. Il vient que Uk, estuneextension
n>1
n .
algébrique de k . Considérons un polyndme unitaire, irréductible P = Z .Yl a

j=o !

Yi .
jUE R LY

coefficients o : = (« p,j) dans k ; posons P_ = i

J pE? p

nr~1s=

j=o

alors J={p€® /Pp irréductible} € ¥, Puisque pour tout p € ], le polyndome irréductible

P_ est de degré n et que toute extension algébrique de F_ de degré n est isomorphe a F

P p

le polynome P a uneracine x_dans F n ; ainsi x= (x,) € = Fyy
P P P P, e pes Plu
est une racine de P. Le corps Uk, est donc une cloture algébrique de k .
n=1

n,

P

~

(ii) Tout comme dans le lemme 6 et la proposition 3, on voit que 7 Fp oy
pe®

est algébriquement clos et que c’est une extension transcendante de k.

Remarque 5 : (i) On voit facilement que pour tout entier n > 2, le corps

L p 25’ Fpn/cu est une extension cyclique de k . On en déduit que le corps

k est quasi-fini (c.f. [10] - chap. Il - § 2). On peut donc associer au corps de valuation
une formation de classes (c.f. [10] chap. XIII- § 4).

discrete K = 7 Q
P P cP P/Qt

(ii) L’extension maximale non ramifiée de K p est isomorphea Uk ((X))

n =
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et le complété de ce corps est k ((X)). Soit Dp un corps gauche de centre Qp , de dimension

n2 ;le corps ultraproduit 7 Dp /g ~ ©stun corpsgauche de centre K, . de dimension
pE?

n2 ; ce corps contient un sous-corps non ramifié maximal isomorphe a kn((X)). On obtient

de cette maniére tous les corps gauches de centre K 0 de dimension finie.

(iii) L’extension abélienne maximale de Kp est égal a la cloture
1

k (X m )) de K, .Le groupe de Galois de I’extension

algébrique ﬁp = u U
n=1mz=>=>1

K, estisomorphe au groupe Zx7o01Z- li({n 7] \7 -

clp= 7 . Pui
Revenons a K,= P EP p /éu g 5¢,CP oy Puisque K, est un corps de

valuation discrete, le groupe ‘ K: =] ﬁ:| est égal au groupe dénombrable pQ ;

comme |T :; |= R_*,_ (Proposition 5), le corps T, n’est pas une extension immédiate
de K’0 (resp. Ky ).

Soient Ap I’anneau des entiers de Cp et Mp son idéal maximal ; le corps résiduel de
. Chaque anneau A_ étant local hensélienet 7 F /o €tant de

est égal a ﬁ
B P pes P

C

p P

caractéristique zéro, on déduit du lemme 4 que ’anneau local hensélien 7 /
pep P

d’idéal maximal p T

i Mp /o  contient un sous-corps de représentants R, isomorphe &

m F,, . Puisque T, estcompletde caractéristique résiduelle zéro, son anneau
pE P Py

des entiers A, contient un sous-corps de repésentants # p isomorphe a son corps résiduel

Ap/mp (m idéal maximal de A )Malsm Lpﬂy’ p/4 ,ilvientqueRp# Rp

On déduit, d’une part, du lemme 7, et d’autre part, de ce qui précéde, que les inclusions

k c p e 2 P/%C Ap /M, sont strictes. Le corps ]‘p est & tout point de vue
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beaucoup plus «grand» que K o - Sachant que K p = k((X)),on a

"
~

Proposition 6 : (i) Le complété K, dela cloture algébrique Rp de K p »Sous-corps

de T o est isométriquement isomorphe au corps l‘: ((X))Q des séries formelles

Z o; x%i 4 coefficients o ek eta exposants rationnels 9j finis ou formant
j =0

une suite strictement croissante.

(ii) Le corps sphériquement complet T o contient une complétion

A
~

sphérique de K 0 isométriqguement isomorphe au corps S(k , Q) des séries formelles

A
a coefficients dans k et a exposants rationnels.

Exemple 4 : Sous-corpsde T, de corps résiduel égal a b g pr ™

Soit Lp le complété de I'extension maximale non ramifiée de Q

Le corps résiduel de L

p’
est égal & Ep' On déduit de la remarque 3 que

est isomorphea ( 7 ﬁp/fu ) ((X)).

p

Soiti = 1 ;considérons avec les notations de I’exemple 3°,

L .= L7, ] on W_i! = p ; alors T Lp,i/@t =( Me;l

p71 P l’p lvp p E P p é P Lp/ou

o ol =7 , T = (p)pGP .Onvoitque 7 Lp,i/‘?l est isomorphe a

1 pe ®
5 : y L <
(7 Fpp, ) (XTD) etque i v l(an/% (X T ))=i;1( nF g ) (X T))
F

est la cloture algébrique de ( . 7é 2 plU ) ((X) ; il vient que Lp= i ; . (Ter,i/ o )

Soit R, unrelévement de m F dans i telque C, < R, C & 3
(4 pes Ply P q P (4 p
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On a alors ip, Z a. nqj , ¥ € Rp , (qj < Q finie ou strictement

. J )j =o0
>0
croissante } et S(Rp , ™9, q € Q) est une complétion sphérique de ip

Noter que pour chaque p, L. coincide avec C  tandis que L p estloin d’étre égal

P p

5) Ultraproduits construits sur R.

Rappelons (c.f. par exemple N. Bourbaki - Alg. com. - Chap. VI) que les valeurs absolues

non ultramétriques sur R sont de la forme I a la oit | | estla valeur absolue usuelle sur R et
a € 10,17].0n notera Ry le corps R muni de la valeur absolue l la

Considérons une famille (a ;). e 1 C 10,1].Soit % un ultrafiltre sur I ; on définit
i

comme enl) le corps ultraproduit Z . R, i/ des corps valués R .
i

Proposition 7 : Soient 0 = (a;), c 1 C 10,11 et U wun ultrafiltre sur L.
i

) Si Ui ;= 0, 1 T R tégala R

(i) Si im o a #0, le corps T Raigg est égala R

(ii)Si lim «; = O,alors R_= 7 R | est un corps valué ultramétrique
wot 7 ier %A

de valuation dense avec | ﬂol =R, .Deplus U est w-incompletet R, est sphéri-

quement complet.

(i) Supposons lim a:= a# 0.Considéronsa = (a;) € 7 R_
w ! Yier jer1 %a
L
Qi T
etposons B = Sup |a] ;ona |a¢B ! pourtouti € I. Comme
i el
] 1
I | & 3@
lim B !=8" ; llex1steJ0€‘u tel que pour touti € Jo’ |ai'<|3 1 <3 B =Bo-

U
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L’élément b = (b;). de

e Ro définiparby = aj, sii € Jo eth;=o sii & J,

T
i€ 1
R

coincide avec a dans T a:
ier Vu

. De plus, 'bilé B, pour touti € I;donc

lirqr; b; = x existedans R .Soit € > o,il existe ] € % tel que pour touti € J¢ ,
ai ai - a
lb; -x| <& .Ainsi |bj-x| ~<e et 1%? b:-x| < € ;dou

lim |b |Oli = 0.Comme |a |=|b| = lim b | ai-_- lim |x| i=|xla ,ona
({Mn i X ' al 1 )]

R R

F Ry, =R .
iel 1y o

(ii) Supposons ligl? a; = 0. Soient a = (ai)i eI eth= (bi)i €1 deux éléments

de R, = Rq ; comme pour tout i € I,

T
i €1 i/u
a. @ %
laj * by | £2° 1 max (|ay bil  ),ona Ja+bl < max(lal, Ibl);

la valeur absolue de R ; est donc ultramétrique. D’autre part,si @ €R, , alors

a.
a = (@ 1) eE T Ra. avec [al =11'drun !al! = a ;donc |Ra|= R...'

i€1 i€l !

Soit n un entier = 1 ; comme lglrtn a; = o, I’ensemble Jn desi € I tels que

a. <l appartienta % ;ona Jo, 1< J, et N ] = g s N Iy était
n n>1 n>1
non vide, il existeraiti € N Jn telque @; < 1 pour toutn = 1 ; c’est-a-dire
n>1 n
a; = 0, cequiest absurde). Il vient que I'ultrafiltre % est w-incomplet. La démonstration

de la proposition 1 montre alors que R, est sphériquement complet.
a.

Remarque 6 ;: Soit Q, . le corps Q muni de la valeur absolue | l 1. Si lim a = 0; on voit
kb a; P U 1

comme ci-dessusque T Q. Ja est un corps valué ultramétrique, sphériquement complet.
i €1 !
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De plus Qa_ =

T
iel
Les corps valués ultramétriques R ; obtenus dans la proposition 6-(ii) sont semblables

a ceux construits a I’aide de ’analyse non standard par A. Robinson (c.f. [8] ou [9] ).On

peut décrire ici avec plus de «précisions» le corps résiduel de ® ; .

Dans toute la suite, on suppose que la famille 0 =(«;) C 10,11 est telle que
i €1

li$ o; = 0.Soita= (ai)ie IE l;(l);posons g =i SeupI la; | 5 alors, ou bien g <1,

¢ & o, o. o. )
donc Ia;l 1 <1,i€ Loubienl<fB ,donc § !'< B et la | 1< < ,i €L

. oo
-Dans tous les cas, Sup la;| '< + e . On peut donc identifier I (I) & un sous-anneau de
i €1

a.
. = (a. e 1% = i d1T < 7.
R & De plus, tout a (al)i €1 Ig (D) esttelque lal hqr? la, | 1;

Mm 3

I

i
1

o . . & &5 N
1 <1,dou lim la < 1 oetsil<f , lal '<p ', don

carsi f <1, lal
U

o, o .
ﬁ&n la,] ! < 1.1lest clair que ensemble £, desa € lR (I) tels que lal= l‘i&n la; | %<

est un idéal premier de IE’ (I). On déduit du corollaire - lemme 1, que Pa est contenu dans
un seul idéal maximal de l;: (1), a savoir, I'idéal maximal bq, formédes a € l; @

tels que liql}l |ail =0.

Soit ¢ I’application canonique de Ry surRy= 7 R, . On déduit

T
i€1 1! iel Y
de ce qui précéde que I'image canonique I'j; = ¢ (l; 1)) de l: (I) dans R ; estun
.L’idéal maximal M ; de * ;

sous-anneau unitaire de ’anneau des entiers A o de R o

estégala ¢ (#;).Onal, # A ;parexemple a = ( 'il) € A, eta@T,.
i'€1

L’anneau T, est local d’idéal maximal b= ¢ G jdeplus T'; = R @ b Comme
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o,
b = (a)) € b, tandis que Ib|= l%rlnai ! = 1,Pinclusion M C b eststricte.

i€l

Proposition 8 : Soit 0 = (@ ). C lo, 1] telle que lim o = 0. Le corps résiduel
Viel q 1

Ay m, de R, contient strictement R et est égal au corps des fractions de l'anneau

intégre Iy (/o -

(i) Puisque les inclusions My © bs< T'y© A, sont stricteset que I';= R @ b; 3
les inclusions suivantes sont strictes: R C T'g/p " C Agy m,

(i1) Soit S =l"o\ m, comme M o ©st I’idéal maximal de Ay s le localisé
sl 1"0 de I'; en In ; est contenu dans Ao .Soita € A, ;ou bien Ial < 1, alors
a €M, CTr,; C sl I'; ;oubien |a] = ligun lailai =1;silexiste B € Rr tel que
lensemble (i € I/[ai] <B} €% alors a €T , sinon pour tout § € Ri ,
{i € /g < |a]} €% ; enparticulier {i € I/ 1< Iail =1 e I/Iai-1|< e ¥,
dou s = aler

o  avec Is]= Ia-1|= 1 eta=gslesl T, - Llvient que Az C S'IFO

et AO' =S'1 FO’ .Ona AO' /mg = S']- FO/S-I m0= §'l(r‘0/ mo) ;mais §= Fo/mo\{o}’
donc A o / mo est le corps des fractions de T’ o/ mo . On achéve la démonstration de la

proposition 8 en remarquant, vu  les définitionsde #, et I'; ,que les anneaux

o

r et Ip (I sont isomorphes.
o/m, RD/» P

Corollaire : Soit F o le corps des fractions de lol; (1) /P, -

Le corps R; est isométriquement isomorphe au corps S(F ; , R ) des séries

formelles a coefficients dans F ; et & exposants réels.
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C’est classique. En voici une bréve démonstration. Soit R;  un sous-corps de

représentants dans A ; du corps résiduel (isomorphe a) F; de R, .
1
a.

Fixons o € ]0,1[ etposons 7= (o "i) ;ona mEM, . Considérons pour tout

i €1
r

. k] 9
reR,nl= (cxal)i c1 ; ona w' a¥= aT" T Lesousensemble SR, , 7',r €R)

de R ; formé des familles sommables Z vy ™ oy, € R, et A une partie bien
r €A

ordonnée deR , est un sous-corps de ®; isométriquement isomorphe a S(F;, R), donc
SRy, m ''r €ER) est sphériquement complet. Comme R’o est une extension immédiate de

SRy, n',r ER),onaR; = SR, , 7", rER).

Remarque 7 : Désignons par @ I’ensemble des familles 0= (@ P). EIC 10,1] telles
i

que li&n a;~ 0.
o

(i) Si 0 et T €S sont telles que li%ln —Tll # 0,les corps R ; et R sont isomorphes.

(i) Ona sur © une relation de préordre total en posant 6 < T si et seulement si

i €la; <t} € U.Sio<T7 ,lesidéaux premiers P, et ¥ de l;(l) sont tels que

oo
#, C #_ . Lafamille d’idéaux premiers (¥ )0 c & de lR (I) est donc totalement
o.
i .
o # 0, alors P = Pr.Par contresi 0 < T
i
1

a. T:
etim —L= 0,ona ? P carsi @ € 10,1[,a= (a ! e
a T ’ o ; T ° ] [ ( )iE I T

ordonnée par 'inclusion. De plus si lioan

%

—

T.
mais la,=lim0!1 = 1, donc a¢'¢0 .0
U

Soit (E;) une famille de R -espaces vectoriels normés de normes 1 i
i€l

a.
Désignons par E; o I'espace E; muni de la Ra _-norme | | xil | i !, Définissant, comme .
'] 1

on I'a fait pour Ro , l'ultraproduit E

. i, oy des R, .-espaces normés Ei, o
i €1 U 1 i
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on obtient un ® ; -espace vectoriel normé ultramétrique sphériquement complet (pour ce

dernier point, on reproduit la démonstration de la proposition 1) si E; = E et
[l li =11 pourtouti € I,onpose 7 E, . y = € et E g’identifie canoniquement
iel Vo

a un sous-ensemble discret de € . Supposons dim E =n <+ ;considéronsune R -base
devient une R _ -base orthonormale de € .

(ej)l <j<n de E, allors(ej)lgj <
D
En effet, il existe m > o et M > o tels que pour tout y = Z )\j € €E, 7\j € R ona
i=1

m _max |)\j|<||y||<M max I)\Jl Alors,six=(xi)i ele ¢;
1<j<n I1<j <n

) R etm | [l
on apour touti € I, x; = a: e , a: € etm max a; <

1j=11JJall 1 <jo<n

o
1 max

a.
Iaijlal. Ainsi ||X||= lim HXIH l=
1<j<n 4

Hxil lai < M

a,
= max lim |alJ| ! = 1<Ijna<xn |3]| ou a]-= (aij)ieleao

1<j<n %

n
avec X * Z 8 ¢
C des nombres complexes la valeur absolue usuelle.

Considérons alors sur le corps
, on obtient un sur-corps valué de ®; sphériquement

Posant €, = T Cq,
i er  Vau
complet. Le R -espace vectoriel normé € de dimension 2 a pour base orthonormale
= a+jb,a,b ER,

€ €, sécrit de fagon unique z

(1,.]) ou ]2 =-1.Toutz = (zl)l c1

= max (|a|, |b|).PosonsZ = a=jb ;ona |Z|=max(| al, [b]),

avec |z|= lgln lzil !
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77 = a2 + b2 et lzil=|a2 +b2| =|z| |z |= max(lall2 . | b]2).0nendéduitpar

récurrence que pour toutn = 2 et toute famille finie (a,, )1 <v< nC Ry
2 2] 2 2 2 : ]2 2 |-
,al + o as l = max(lalt R ,I anl ). En effet si ‘al + et an-ll
2 2 : 2 2
max(lall 5 eens l an-ll ), puisque a1 o 4 an_1 = bﬁ
n-1 1
ou b, = (( Z av,iz) 2 )i . € R, ,posant z, = b, + ja,,ona
v=1
= = L2 2 2 2_ 2 2y _ 2 2
lznznl— Ibn + af | = Ial+ ot 2l |_max(]bn| NENE -max(]al tootal [,
| anl 2) = max(lall 2 s oo | an_ll 2 , lan, 2). Donc si (ay )1 <v<n C R, esttelleque

2
Z &, = 0,0ona a,=0, 1<v < n.llvient que R estun corps ordonné (théoréme
v=1

d’Artin-Schreier - c.f. N. BOURBAKI — Alg. Chap. VI).
On déduit de la démonstration du lemme 6 que € est un corps algébriquement clos.
Compte-tenu du théoréme d’Euler-Lagrange (c.f. N. BOURBAKI loc. cit.), on a

Théoréme 3 : Soit 0 = (@ ),

i e IC ]0,1] telleque gtm ai= 0.

Lecorps Ry= T R, est un corps ordonné maximal. Sa cloture
iel '/
algébrique est égale au corps valué ultramétrique, sphériquement complet
€. = 7 G
o= o/
i €1 1 QY
Soit A (resp. M ) I'anneau des entiers (resp. I'idéal maximal) de € . On voit, tout

comme pour & ;, que’ensemble P, desz = (z), c IE l(o;(l) tels que
i

a
fa = li@ f zi[ ! < 1 estunidéal premier de l: (I) et que le corps résiduel A, M, de
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€, est égal au corps des fractions L ; de loé @ /Py de plus € est isométriquement

isomorphe a S(L, ,R ).

n
o o -2 _
Smt(av )1<V<nc Ao/ My si z a; =0,ona
r=1
n
max Iavl2=lz a%l(l;doncﬁv=o,l<v\<\net Ag/m
0
1I<v<n y=1

est un corps ordonné. D’autre part, 'ordre usuel sur l;{o (I) induit sur l;: oy un ordre
o

total ; cet ordre détermine sur Aj , Par passage au corps des fractions une structure de

corps ordonné. Il est clair que Ay = Ag+ j Ay et My =My+j M sainsi A M, est un

sur-corpsde A, ym  de dimension 2 engendré par iG 22 -1). Le corpsrésiduel A
o o

du corps algébriquement clos € o est algébriquement clos ; d’out

Corollaire : Le corps ré siduel A /M de R estun corps ordonné maximal ; son ordre
(o

e )
est déterminé par Uordre surlp (1)) 5 obtenu par passage au quotient de Uordre usuel de L p(1I).
o

Remarque 8 : (i) L’ordre de R ; coincide avec I'ordre obtenu par passage au quotient de

Pordre induitsur @ R, parPordre usuel de R L
i€1 1

(ii) Soit z € ¥ ; désignons par absz Punique élément positif de &
tel que (abs 2)2 =zz;ona |absz|=|z|.Si2°€ € esttel que absz < absz’,

alors lz|<|z’| . O

Nous avons déja observé qu’étant donnée une famille (E;). d’espaces vectoriels
i

el

R -normés, on peut lui associer un ultraproduit E 4. / quiestun R ;-espace normé
> %
U

T
i €1

ultramétrique, sphériquement complet. Pour une construction analogue utilisant 1’analyse
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non-standard lorsque E; = E,i € 1, c.f. [8] . Voici un exemple d’espace de Banach sur ®  ,

ultraproduit de R, - espaces normés dont la norme n’est pas ultramétrique.
i

Exemple 5 : Soit 0 = (a P < 10,1 telle que lci&n o= 0. Considérons ’espace

1i€1
a. a.
vectoriel L ! [0,1] des classes de fonctions X; [ 0,1] — R telles que lxil 1 est

Lebesgue - intégrable ; c’estun R, [espace de Banach pour la norme

1 a. Q-
|| xi] | = ‘S‘ lxi(t), "dt. La norme du R g-espace de Banach 7 L ! [0,]] b
o i€l
o,
ultraproduit des L '[0,1] n’est pas ultramétrique. Fixons en effet @ € ]0,1[ ; posons

A=[0,a[, B=[a,1] etdésignons par X (resp. xp) la fonction caractéristique de A

(resp. B). Il est clair que pour tous A, #€ R, non nulset pour touti € I, A\ xj et
uxg€ L 000 avee | | Axal =A™ # 0et |[uxpll ;= @e)lulito;
de plus | MXA + MXBI |i=°‘ h\‘ai + (1 “)Iulai- D’ot1

P axg s woxg l=tim [ Iaxq+ wxgll = 1> max(a-a) =

max (| [A x| |, ] I#XBI ).

Désignons par V; D'espace vectoriel V des fonctions continues x :[ 0,1] — R

1 a
muni de la Ra -norme , I xl Ii =‘S. Ix(t)l ! dt. Une légére modification de la démonstration
; .

de la proposition 1 montre que I’espace ultraproduit U, = . Z . Vi q ostun R  -espace
i
a.
de Banach (% est w-incomplet !). Puisque V; est l , l , j-dense dans L 10,1], ona
a,
= - . = b 1
b, ; g IV1/°ZZ . é‘r IL [0,1] o

Posons pour toute fonction x € V, »(x) = Sup Ix(t)l .Alorssi v(x) < 1,
t€ [0,1]
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a. a,
on a pour touti € I, ”x[ li <v(x) '<1 etsi 1 < (x), ” xl |i< v(x) ! <v(x).
Ainsi  Sup | | x| | j S teo et||x |= lim | |x] li < 1.
. U
1€ 1
De plus, on voit facilement que | | x| |# 0 lorsque 0 # x € V. Tout ceci montre que I’on
peut identifier V a un sous-ensemble de la boule unité fermée de U ;. Il est clair que V est un

sous-groupe de U . Considérons @ € ]0,1[ ;lafonction continue X, :[ 0,11 — R définie
par x_ ®M=L s o0<t< % Jx (1) =1- .:7 si %< t<a etx ()= 0 s
2%

@ St<1 esttelleque | | x| [=lim | x| |;= @ ([|x]]; ==L , i€ D;
U

+o.
1 1

il vient que V est un sous-groupe non discret de U , etsi'onnote R 4 le corps des nombres

réels muni de la topologie discréte, V devient un R j-espace vectoriel normé.

Exemple 6 : Fixons a€10,1[. Soit o = (@.) 1 C 10,11 telle que li&l a; =0
i

i€

posons oo = (@ ;) Le corps valué sphériquement complet R, est égal au corps

Yier
. o« .. o a;
Ry muni de la valeur absolue |4~ = llgll lall ! (remarque 6).

Désignons par ” l , o Lo Ra-norme de I’espace Ea = La[ 0,1] .Sil’on pose

a; 1 .
pourtout i € I ettoutx € E , || x| Ial = (j‘ | x(t)la dt)a LonasurE, une
(@)

structure de R o -espace de Banach notée E(a V. Soit V ’espace vectoriel des

a

a,
fonctions continues de[ 0,1] dans R muni de la norme induite par celle de Eé .

- L -
Alorssil’onpose £, = 7 E( 1)/ou ,ona T V(ai)/ou= “’a’oet 3’%

ier @ iel ¢

est un Ry ,-espace ultramétrique, sphériquement complet (c.f. démonstration de la proposition
1). De plus, E, (resp. V) s’identifie & un sous-ensemble discret de £y, cartoutx € Eg
(resp: V) non nul, I]x] |=1.

Puisque R est sphériquement complet, on déduit du théoréme d’Ingleton que le

35
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dual £ , de I’espace normé ultramétrique <, ;  est non nul alors que d’apres
b

le théoréme de Day E’a = V' = (0).

On détermine facilement des suites ¢ = (@) > 1 systémes libres du  R-espace
n =2
vectoriel E, qui sont des familles orthonormales dans le R , ; -espace ultramétrique %’U
C’est-a-dire pour toute partie finie Jde N et toute famille (a) € c R, ,
n
|| Z a, (pnl | = max | an| . I suffit par exemple de considérer les fonctions

ne ] neEj
caractéristiques ® = desintervalles 16 ., B, [ ou (B n)n 51 est une suite
strictement décroissante de [0, 1] telleque By =1 et lim B, = 0.

n >+

SiI’'on désigne donc par W,  le sous-
¢, alorsilexiste x’ € %4 ;  tel

x €W, , <x, x>€ERC Rao

R -espace vectoriel de E, engendré par une telle suite

a

que <x, ¢, >=1, n=>1 ettelquepourtout
, ainsi | <x’ x>]=1 lorsque x € W, x # 0.

9
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