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MODELES PROBABILISTES POUR CHOISIR UN
ITINERAIRE DANS U RESEAU DE TRAFIC

Mohamed ANMED
Université de PARIS VI

La probabilité de choisir certain itinéraire dans un réseau joue un
10le essentiel dans les modéles d'affectation stochastique du trafic, et celd

provient du fait que ces modéles affectent les trafics aux itinéraires par :

Mk = Pk'M

ol Mk est le trafic affecté a 1'itinéraire k, Pk désigne la protabilité de
choisir cet itinéraire ,M est le trafic total i affecter enr supposant que le
réseau se compose d'une zone d'émission et d'une zone de destination de trafic
et que ces zones sont liées par des itinéraires différents qui peuvent &étre

disjoints ou chevauchés.

A cet effet, plusieurs modéles proposent différentes formes de la
probabilité Pk.DIAL (1971) propose un modéle qui ne tient pas compte de la
structure du réseau, par conséquent son modéle peut aboutir a des résultats
érronés ; alors que DAGANZO (1977) tient compte de ce phénoméne mais son modéle
est 1imité par 1'hypothése essentielle que 1'erreur d'estimation du temps de

parcours jouit de la distribution normale.

MARTIN (1965) a proposé un modéle établissant la probabilité qu'un
chemin particulier soit critique dans un graphe PERT, mais il a cormis une
erreur statistique lors de la dérivation du modéle.

Dans ce qui suit, on va introduire un modéle de trafic basé sur la
technique de MARTIN aprés la modification de son modéle afin qu'il soit adapté
aux conditions de trafic. Les hypothéses et les définitions, citées par DAGANZO
(1971), seront employées en dérivant ce modé€le. Ensuite, on va introduire un
modéle général qui tient compte de la structure de réseau du trafic (défaut de
modéle DIAL), et qui n'exige pas de distribution particuliére concernant le
temps de déplacement (défaut du modéle DAGANZO et de notre modéle précédent).



I - DEFINITIONS ET NOTIONS :

On appelle réseau simple le réseau qui est composé de deux zones prin-
cipales, 1'une d'ol part tout le trafic et 1'autre d'ol il parvient. En effet,
les itinérairesliant ces zones sont de deux genres (AFMED 1979) :

1. Itinéraires simples dont les arcs ne sont pas inclus dans d'autres itinéraires.
2. Itinéraires complexes dont un ou plusieurs arcs sont inclus dans d'autres iti-

néraires.

I1 est possible de transformer un réseau quelconque en un réseau simple
en utilisant ce que 1'on appelle ''des arcs duaux' a la placede ceux qui sont con-

tenus dans plusieurs itinéraires.

A tfitre d'exemple, étant donné un réseau comme ci-aprés, on peut le
transformer en réseau simple en utilisant les arcs duaux (1,3') et (4',5).

soit,

- K 1'ensemble d'itinéraires simples ;

-ty Yk e K, v.a correspondent au temps de déplacement prévu par un
usager au moment de choisir son itinéraire. L'usager sera supposé avoir des con-
naissances préalables sur tous autres itinéraires ;

- Ti s V‘k € K, le temps mesuré de parcours d'itinéraire k, autrement dit
le temps réalisé par 1'usager. Bien entendu que, méme sous des conditions iden-

tiques de trafic, Tk peut varier de temps 3 autre, et par conséquent on choisit

la moyenne.

IT - CONSTITUTION DU MODELE :
Etant donné un réseau simple, muni de 1'ensemble des arcs duaux 1 ;

on s'intéresse actuellement 3 établir la probabilité de choisir un itinéraire
particulier dans ce réseau.



I1 découle de ce qui a été dit aux définitions que :
— ] ’d
t, =T+ & » VYkek (1)

ol ek est 1'erreur d'estimation, supposée avoir une distribution normale
avec
E(§) =0 et V() <<= , Yke K.

Dans ce modéle on va adopter la facon de choisir un itinéraire par-
ticulier citée par DAGANZO (1977). Il s'agit que chaque usager apprécie d'abord
le temps de chaque itinéraire puis qu'il choisisse le plus court (le moins cofi-
teux). I1 est hors de notre but d'étudier les formules mesurant le temps (le
colit) de déplacement mais ces formules seront supposées données. Soit ty le
temps prévu de 1'itinéraire k, donc en vertu de cette hypothése on a que

sty ¥i # k.

Soit t = (t1, ceeens R tK). 11 faut signaler que c'est d cause de
chevauchement d'itinéraires que t est un vecteur de multivariables dépendantes,
c'est-a-dire que les arcs duaux font t., dépendantes.

Pour démontrer cette idée, considérons le réseau ci-desous composé

de deux itinéraires (1-2-3-4) et (1-3-4) qui sont réellement chevauchés par le
tron¢on (3-4).

Tyseeees Ty correspondent aux variables du temps des troncons et qu'elles sont
supposées indépendantes. En effet, les variables ty et t, ol

t1 = 11 + Tz + T4 et t2 = Tz + Ty

-~

sont dépendantes 3 cause de 1'existance de Ty

-~

En retour 3 notre modéle, soit X = (x1,..., xl) le vecteur de varia-
bles du temps pour 1'ensemble 1 des arcs duaux et £(X) la fonction de la densi-
té de probabilité correspondant.
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Le fait que chaque itinéraire peut se composer d'arcs duaux et d'au-

tres arcs non duaux permet de remplacer (1) par

te = (T + X)) + & , Yk ex

ou,

Tk correspond au terps mesuré sur les arcs non duaux figurant
dans 1'itinéraire k ;

xi correspond au temps mesuré sur les arcs duaux figurant dans
1'itinéraire k.

Cela démontre que :

E(tk)

Ty * X} s Yk ek (2)

V(t) = V(e , Ykek (3)

En supposant les éléments du vecteur X fixés mais non spécifiés, donc
t devient un vecteur de multivariables indépendantes (si on pose T, fixe dans
1'exemple précédent, donc ty et t, deviennent indépendants). Afin de distinguer
les notations, on désigne t* = (t1,..., 15% | X) dont 1'espérance et la varian-
ce des composants sont données par (2) et (3) et que

Cov (ti’ tj | X) = 0.
A partir de cela, la probabilité cherchée est donnée par :

Py = Pro(ty < ty,eee, ty < ty) = fPr(tks tyyeeesty Sty | X). fO0ax ().

I1 faut avouer que nous utilisions la technique de MARTIN (1965) pour
arriver a (4), mais nous avons quelques remarques d signaler avant de développer
(4). MARTIN a établit un modéle qui donne la probabilité gqu'un chemin varticulier
dans un graphe PERT soit critique., En effet nous modifions partiellement sa for-
mule de probabilité pour qu'elle soit adaptée au probléme de trafic. Fn général
cette modification concerne deux choses particuliéres :

1. La dérivation de Pr.(ty < t., Yi # k) au lieu de Pr. (ty > t;5 Vi # K) et de
rendre le modéle de MARTIN adéquate au probléme de trafic.

2. La correction de 1'erreur commise par MARTIN lors de la dérivation de son

modéle ; car MARTIN considére vraie la proposition suivante :
K
Pro(ty -ty 20,00, j -t 20| X) = T Pr.(tk—tiZ()lX)
i=1;i#k



mais une telle proposition est statistiquement inexacte parce que les événe-

ments (tk—ti 20| X Vi e K) sont dépendants méme si les variahles compo-
sant sont indépendantes.

Retournons a notre modéle, précisément 3 (4), et considérons la
probabilité :

Pr.(tkst1,...,tkstK|X) (5)
Pour développer (5) nous utilisons la technique de DAGANZO (1977).

Soit : ti = (tk—t1,..., tety | X) ; et Lk une matrice d'ordre
K x (K-1) définie par :

-1 0O...... 0O O
O '-1 ooooooo O
. !
Ly = 1 T oo 11 la ligne k
0 0.reeee-l O
0 0 ..ovne 0 -1
. _

I1 est évident que les éléments de ti sont des composants linéaires

de variables normales, par conséquent ti jouit d'une distribution de multiva-

riables normales caractérisée par :

E(t) = EN) . 1 ;
V(g) =L . VD L,

ol Li est la transposition de Lk et que

r-V(s:1) 0 veo. 0]
viehy = | o V(e,y)
0 O ..... V(eK)




Donc, (5) s'établit ainsi

Pr.(ti 0,...,0) -/b x-1 fOls_/b i [- il (tk) T] dtk > (6)

@n Z . Ivctﬁ) IZ

e

_ X _ X
T—tk E(tk).

On ne peut pas transformer [T'.V_1(t§).T] , qui est actuellement en
forme quadratique, en une forme canonique par 1'emploi d'une transformation
orthogonale, car une telle transformation n'aboutira pas & une séparation des
-domaines d'intégrales domnées en (6). La probabilité non conditionnée de choi-
sir 1'itinéraire k sera donnée par (4) en remplacant

Pro(ty < tq,eee, b <ty | X) par (6).

Enfin, il faut avouer que 1'importance de ce modéle soit plutdt théo-
rique que pratique car la formule de probabilité conclue n'est pas facile 2
calculer au cas de 1'application sur un réseau comportant d'arcs duaux.

ITTI - MODELE GENERAL
Dans le but d'établir un modéle général qui ne pose préalablement pas

de distribution particuliére au temps d'itinéraires, nous introduisons le lemme
et la propostion suivants :

LEMME :

Soit x, y, z, variables aléatoires quelconques. Si x et y sont condi-
tionnellement indépendantes et que la condition soit sur z, alors :

f(x,y|z) = £(x|z).£(y) (voir référence 7).

PROPOSITION :
Soit X5 Vi.é:N, v.a 1indépendantes dont fi sont les p.d.f, €i

ﬁ,jeMeﬁswm%eﬁﬁe@ymﬁr),ﬂws
N

Pr. (x; < XjpeeesXy S X l Xj=T) = igj Pr. (x; < xj[xj = 1)

car les événements sont conditionnellement indépendants.



11 est intéressant de relier les résultats précédents i la formule
essentielle (4). A part, considérons la quantité :

Pro(ty 2 ty,eee,ty 2 4y | X)
ol ti,Vi.e.K, sont conditionnellement indépendantes mais les événements
(ti 2 t, Vie K) ne le sont pas.
Du point de vue statistique on a que :

Pro(ty 2 ty,. ., ty 2ty | X)

= fPr. (tg 2 ty,eeenty 2 4y | ty = T,X)fk.(TIX)dT 7
En effet les événements inclus dans la quantité
Pro(tq = ty,eeee, t 2 ty l te = T,X) (8)

deviennent, grace 3 la condition te=T, conditionnellement indépendants, alors
en vertu de la proposition précédente on peut exprimer (8) par
K

I Pr.(t;> ty 1 ty = ,X) = g [1 - F.(TIX)].
i#k 1 ‘ i#k 1

Finalement, la probabilité en question (4) s'établit ainsi :

Pk = Pr.(t1 2 ty,ee., by 2 tk)

K
=S D-re0] © gepodr).£o0ax (9)
ol fk est la fonction de la densité de tk‘

K
I1 est indispensable que (9) satisfasse 3 X Pk =1 dont le raison-
k=1

nement sera présenté dans 1'appendice.

IV - CONCLUSION :

De ce qui précéde, on s'apercoit que (9) est plus inclusive que la
formule conclue en premier modéle, car (9) ne pose pas de conditions sur le type
de la loi de probabilité employée. Mais, malheureusement, la comparaison entre
les résultats de ces modéles ne peutpas &tre conclue méme si ces modéles sont
appliqués a un réseau simple. Les difficultés viennent du fait que, d'une part,
le calcul du modéle général devient extrémement difficile dans le cas ou la dis-
tribution soit normale, car il s'agit de calculer ffwf(x)dx ou f(x) est la fonc-

tion de la densité de la distribution normale et que T est une réelle inconnue ;



d'autre part les mémes difficultés peuvent &tre rencontrées lorsque 1'on appli-

-~

que la formule du premier mod&le 3 un réseau comportant les arcs duaux.

V - APPENDICE K
On montrera que } Py = 1.

Pour 1'abréviation on note :
fi( TIX) = fi et Fi( TIX) = Fi'

On a manifestement que :

K K
TP =f[ ] [ (1»-F.).f,dT] . £X)dx (10)
kKb Time FUK
Considérons d'abord la quantité :
K K
Z ~[ I (1-F. ) fy dr an
ifk
Cette quantité se partage en
K K
fn (1-F)E dr + ] T (1-Fy) do a12)
i=2 k=2 i#k

L'intégration par partition de la premiére partie de (12) se raméne aux deux
termes suivants, dont le premier s'annule

K K
Fio T Q-F) |+ fFo 7 £ 1 (-Fpar
Vg "yl Tk ‘d#k
forp. ] z
=-J(-F)). Y £ T (1-F.)dr + fi. T (1-F;)dt
170 Ryggye o 1 =2 K{igk
#1 #1
K
=fz n(1F)de+ Z T (1-F;).fdt (13)
k=2 Vl
En ajoutant la deuxiéme partie de (12) a (13), donc (11) sera égale 3 :
)
f.. T (1-F.) dr
k=2~[k Vizk i

#1

De la méme facon on peut continuer par cet algorithme jusqu'a ce que (11) soit
¢ g J

~

égale 3 : K

T (1-F. d
k=12(—2 / k’ Vl ( ) i

#1 325000, (K=3)



ce qui est 3 son tour égale a :

K
y f £y (1-F;) dr

k=K-1 #1,2,000,(k-2)

f foq- (1-F) dr + [ £ (1-Fy_{)dr

oo

Fy_1- (1-Fg) _L+ ﬁ’K_1.fK dr + fde-c - j;EK.FK_1 dr.

Le premier terme s'annule et le deuxiéme s'annule aussi avec le quatriéme ;

alors il ne reste que

dr =1.

Jx

Donc (10) sera égale a

1.£0dX = 1.
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£31
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