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SUR UN PRCCESSUS ASSOCIE AUX TEMPS
LOCAUX BROWNIENS.

Marc YOR
Université de PARIS VI

1. Introduction.

. . _ a .
1.1) Soit (Bt’t > 0) mouvement Brownien réel, et (Lt ; a€R, t > 0) une version
bicontinue de ses temps locaux. On note (33t) la filtration naturelle de (Bt)’
convenablement complétée.

Plusieurs personnes, dont M. Emery, P.A. Meyer, E. Perkins, ont proposé, depuis
B

_ t ; .
quelque temps, de montrer que le processus Y =L, n'est pas une (]Bt)-seml—

martingale, ce quli a effectivement été prouvé par M. Barlow [)] en Aoilt 81.

On montre ici un résultat plus faible (une conséquence du Théoréme ci-dessous est

. . 2 . .
que, pour tout t > O, (YS »s > 0) n'est pas une semi-martingale de H"), mais qui

At
apporte des informations complémentaires sur (Yt).

1.2) On utilise les notations suivantes : A est un réel strictement positif fixé.

T désigne une subdivision finie de BLAJ ; si seT, s' estle point de T qui est
immédiatement supérieur 3 s ; enfin, ¢(T) = sup (s'-s).
SET

€ désignera toujours une variable aléatoire gaussienne, centrée, réduite, dont on

2
-X
/2 dx

note 7vY(dx) la loi (y(dx) = ).

d .
v2m
1.3) Le résultat principal de cette note est le

Théoréme : 1) Pour tout p 6[2,4[, sup E[-Z ]E(Y Y /B )|§1 = o,
—_— —_— T seT s' s s |

2)  lim E{Z {E(Y_,-Y /;B)}":] > 0.
¢ (T1)-0 SeT s s s

3) sup E[ r (Y ,-Y )41 < o,
s s J
T SeT -

4) Pour tout p > 4, lim E[ z |y ,-v lp} = 0.
P(T)>0  *seT s S
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1.4) Le paragraphe 2 est consacré d la démonstration du théoréme .
Le paragraphe 3 est constitué de remarques concernant

- 1'existence du processus de densité de temps d'occupation associé 3 Y :

1 t
lim-g J ds 1

<Y <x+
es0 € o (x¥xte)
- 1'identité : sup Y = sup 12, die & Emery
s t
git a

- la continuité du processus (Yt’t i'O).

2. Démomstration du théoréme.

2.1) Rappelons la formule de Tanaka: pour tout a €R,

t

+ + 1 _a
(1) (Bt a) = (-a) + J I(B >a)st + E-Lt.
0 s
D'autre part, si pour t > O, on note 33§t) = :E% vao(B,) (s > 0), le processus

(Bs 3 § > 0) est une (KSét))-semi-martingale, dont la décomposition canonique,

dans cette filtration, est donnée par :
SAt B,-B
t u

(2) B, = s;t) + J du
0

ot (B;t),s > 0) est un (jsét),s > 0) mouvement Brownien.

On peut donc écrire, dans la filtration (Sbét)), d'aprés (1) et (2)

t
1 +
(3) =Y = - J 1 dB - (- B) .
2 't 0 (Bs>Bt) 5 t

On en déduit aisément qu'il suffit de prouver les assertions du théoréme en rempla-

: t
g¢ant partout (Y ) par X = J 1
t t 0

(Bs>Bt)dBS. De plus’ on a, pour 0<s <t

t

XX =2 + dB 1
t s (s,t) JS u (Bu>Bt)s

S

] .

(4) Z = J dB {1 -
(s,t) o U (BB (Bu>BS)
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D'autre part, pour tout p > O, on a, d'aprés (2)

(t=s) du

t p/2 +
P - du +\p
EI:]L dB_ ](Bu>Bt)| ] <Cp{(t s) + E(JO 5 B}

P (t-s) p/
du + 2
<cPl(t-s) 2+ (J SEIBT] OPY<c (t-s) "5
- o u "Tulip’ T=p
ol Cp désigne, ici et dorénavant, une constante universelle qui varie de ligne en

ligne .

En eonséquence, on peut, pour prouver les assertions du théoréme, remplacer partout

(YS,—YS) par z(s,s')'

2.2) L'objet de ce sous-paragraphe est la démonstration des assertions 3) et 4).

Fixons 3 nouveau O < s < t. La variable (Bt-BS) étant indépendante de jss’

on a .
E[‘z(s,t)lp:l - JY(dX) E[Iq)%;),t) (x) + q)gi),t) (x)]P:],
od : s
RINCE J ag'® H(ux)
(5) ©
du(B -B )
(2) _ JS s u o .
q)(s,t) (X) 0 (s—u) - (U,X) ’
et
(6) H(u,x) = .

1 -1
(Bu > BS + V/t=5°X) (Bu > BS)

Les assertions 3) et 4) se déduisent immédiatement du

Lemme : Pour tout pe []g»[, il existe une constante universelle Cp telle que,

pour tout X :

() 1y Mo Vs

(1) H¢(s,t)(x)‘kp Cp (t-s) |x| s .

I A

(2) 1/ /5

(ii) H¢(s t)(x)llP c, (t-s) ' 2 |x| " <.
’ L

| A
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Démonstration du lemme : On suppose, pour simplifier la présentation, x > O

(le cas : x € 0 s'y raméne aisément), et on pose y = /(t-s) *x

i) On a, d'aprés les inégalités de Burkholder :

(S ]/2”

0aey @ lp <o lI¢) a1y <p B +y))

l//2”

I A
o
~

da L:)
P g L

, /2

1
*
f_C ”(L ) /"II (ot LS = sup L:)
a
1/
f_Cp y 2 5 4 (d'aprés [Z], par exemple).
ii) Le processus (Bs-u - Bs 3 ©<u < s) é&tant un mouvement Brownien, on a
s
(2) J du
x = —
Notons Cu = l B 27 autre mouvement Brownien. Il vient :
Y uey
S 0o
du _+ dv _+
— B 1 <y J — C 1 .
<y) — <
JO u u (Bu_y) oV v (CV_I)
I1 reste a montrer la finitude de : ” dv c’ .
v (C <1)'p
v— " L

Cette norme est majorée par :

{o0] d (o0}

\ + +
[fopes -2 e I
Y (E<—) L 0 (€<~) LP
v
Or, la fonction : “g+ l| est aisément majorée par : C ! T fonction
(&< P ye=
w P

intégrable 3 1'infini, d'ol le résultat.



- 144 -

2.3) Pour démontrer les assertions 1) et 2) du théoréme, on remplace la variable

_ . _ () N(2) -
z7‘(s,t) patr g(s,t) - EL.Z(s,t) /355] - %(s,t) ¥ z(s,t)’ o

(1) _ (1) B s (s)

Zs,0) - JY(dx) s,y ® = jo dB {JY(dx) H(u,x)}
(7

v(2) (2)

Z(s,t) jY(dX) q)(s,t)(x)'

D'aprés 1'inégalité (ii) du lemme, on peut, pour prouver les assertions 1) et 2) du

. e
théoréme, remplacer les variables E[YS,—YS /:B;] par ZES)S')‘

Notons enfin qu'il suffit de montrer 1l'existence d'une fonction C(s), strictement

positive sur _JO,AJ, et continue sur LO,AJ, telle que, pour tous O < s < t :

1
V(1) |2 /2
(8) E[kz(s,t)) ] C(s) (t-s) .

| v

Or, on a, d'aprés (7)

" 2 S
E[(ZE;),Q):’ - EUO du<Jy<dx> H(u,x)>2]

S
= E[J du ZJJ y(dx) y(dx') H(u,x) H(u,x'%].
0 x<x'

D'aprés (6), on a :
IH(u,x)I, si 0 < x < x'
H(u,x) H(u,x') = 490 s si x <0< x'

H(u,x') > 0, si x < x' < 0.

Ce produit est donc positif ou nul, et on a :

E[};(l) )%} > 2 J] Y(dx) P(E>x) E[]S du 1 ]
(s,t) - 0 Ho (BsiBuiBS*‘y)

ol on a encore posé y = Yt-s°x.

Or, on a :

s s vla
E j du 1 ] = j du J v Y (dx)
[ 0 (Bsfpuips+y) 0 0
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© »00

s 2
= J du J 1 5 Y(dx) inf{(§9 ,s} Y (dx)
0 0 (u<(y/x)%) ‘0

-X
;y/ /2 _22
> /vVs s dx e > ] Ce vy / Sy/;)
J0 V2T Vam

On en déduit :

[ (t—s) A/2s

El)t)) ] C Vs /t-s e EN > C /(t-s) e /s,

od C est une constante universelle. Le théoréme est démontré.

3. Quelques remarques complémentaires sur (Yt)'

3.1) (Yt) posséde un processus de "densité de temps d'occupation" trés régulier,

comme 1'indique la

Proposition : Pour tout t > 0, P(dw) p.s, la fonction ¢w(x) = J ds 1 B

® (W) >x)

est deux fois continument différentiable sur (0,%).

Nous commengons la démonstration de cette proposition par le

Lemme : 1) Pour toute fonction £ : R+ +IR+, borélienne, on a :

t B 0
J ds £(L %) = de £ (x) A:, oi AX = f da 1
0 s —co0 (L:>x)

o _ - . . . . .
2) At est égal 3 1'amplitude de 1'oscillation de la trajectoire Brownienne

sur (O,t).

Démonstration du lemme : 1) On a :

t B t
s, _ a a _ a
J ds f(Ls ) = Jda j f(LS)dSLS Jda F(Lt),
0 0

X

si F(x) = J dy f£(y). Le résultat cherché découle alors du théoréme de Fubini.
0

2) découle de 1'identité :

{a : L: > 0} = Jinf B, ; sup B [
s<t st
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Démonstration de la proposition :

Il nous reste 4 démontrer que : X > At est p.s continument ditférentiable sur
(0,).

~ . .T a .
Or, d'aprés E.Perkins [6] et T. Jeulin [é], a ~> Lt (a 2_0) est une semi-—

-~

martingale par rapport a sa filtration propre (les deux auteurs ont également des
résultats relativement 3 des filtrations plus grosses). On utilisera en fait les

propriétés suivantes de cette semi-martingale

(9) le processus croissant de sa partie martingale continue est

a
4 J Lz du (voir, par exemple, [3]).

0
(10) sa partie 3 variation bornée est absolument continue par rapport 3 da
.. . _ . . +,b
Pour tout t > 0 fixé, il existe alors un processus bicontinu n, (a >0, b i_O)

+,b

tel que, pour tout b > O, (na ,a > 0) soit le temps local de (Li,a‘i 0) en b.

En effet, d'aprés les résultats de [7], et (10), il suffit de montrer que, pour

GO
tout x > O, on a : J da 1 a = 0.
0 (Lt=x)

o]
Or, d'aprés (9), on a : 4 I du 1Y 1 u = 0, ce qui entralne le résultat
0 (L =x)
t
chercheé.
* 1 [ d b
. + - -
Enfin, on a : A = J da 1 = - {J db n’ +n ’b}} oi (n ’b,a > 0,b > 0)
t a Zl- b e o] [oo] a —_— —
—00 (Lt>x) X

est le processus temps locaux de (L;a,a > 0).

Le résultat découle alors de la continuité en b (pour b > 0) de n;’b = n;’b,
t
¢ bz b . ~ .
et n ' =mn__, avec : S, = sup Bs et s_=1inf B

s<t s<t

3.2) Voici la démonstration, donnée par Emery, de 1'identité

B
sup L = sup Li.
s<t s aeR
B a
On a évidemment : sup L S < sup Lt'

s<t aeR
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a (w)
a . -
Inversement, on a : sup Lt(w) = Lt (w), pour un certain réel at(w). Notons
aeR

o(w) = suplu <t / Bu(w) = at(w)}-

By

Alors, on a : LU = L

= Ltt, car le mouvement Brownien ne passe plus en a, dans
1'intervalle de temps ]o,t[.

Voici une seconde démonstration de la méme identité :

a fm a,p 1/p [t s\p-1.p s
sup Lt = 1lim ( da(Lt) ) = lim (p J ds(L 7) )¥ = sup L
aedR p>° ) o (p>°) 0 s<t

3.3) Le calcul -ci-dessous— d'un module de continuité (local) de (Yt) a éteée

suggéré par le travail de M. Barlow [1].

On a le résultat suivant, pour tout s > 0 fixé

3 1
ly, - Y | = =
— t *
(11) P-p.s, 1lim ] S - < 24(LS)2
t>s - Y
1.4 1 2
|t-s|=6 (& log, 3 (log —)
§ log2 6
*
ol LS = sup L2,
a€R s
Démonstration de (11) :
Bt Bt Bt BS
Ecri : -Y = (L - - .
crivons Yt YS ( c Ls ) + (LS LS )

D'aprés Itd - Mc Kean ([Z], 10.b), p. 65), pour tout € > 0, il existe o >0 tel
que, si ,Bt - BS| <o, on ait

B B 1 =

/
Fo1 3 <2ave) ) P (B, - B_|log 75— 1)2

At TE BT
BBy

S t

. 1 . .. <
La fonction (x log ;) etant croissante dans un voisinage de O, on a, d'aprés la

loi usuelle du logarithme itéré, pour ¢ suffisamment petit

(IB _BI 1 1/2
t s Los [B.-B, )
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1

1
2 2
< (1+g) (28 1og2 %)2 log ! ]?
1”2'}
(1+€) (26 log2 59

1 1

o=

|
24 (1+) (8 log2 %)4 log -i-—]———— + ]5 log 7
2 § log, 3
27 (1+¢)

. e . t
On en déduit alors (11), aprés avoir utilisé en ce qui concerne (Lt -L D), le

résultat 10.a), p. 65, de [ﬂ] :

L3 - 13
Tim ls = 0,
| t-s|=6+v0 12 /3
aeR  {8(log D }

1/3 1,
et le fait que § est négligeable devant 6 .
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