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SUR LE SCHEMA DE REMPLISSAGE POUR LES PROCESSUS RECURRENTS
M. POURCHALTCHI et D. REVUZ

Université PARIS VII

Cet article est la suite de l'article [6} dans lequel on
étudiait 3 quelle condition il existait des solutions o-finies positives
a l'équation de Poisson

n=nkP+A-u
ol P est une probabilité de transition de Harris et (A,u) une paire de
probabilités ou de mesures positives, bornées de méme masse, La
réponse i cette question, qui généralisait un résultat antérieur de
Baxter et Chacon ([2]) est fournie par le schéma de remplissage.
Lorsqu'il existe de telles solutions, il en existe une qui est minimale
et qui est fournie explicitement par le schéma de remplissage. Le but
du présent article est de voir si cette répomse tient toujours dans le
cas des processus récurrents au sens de Harris. Plus précisément, si
(Pt) est le semi-groupe d'un tel processus et (Ua) sa résolvante, on

cherche 3 quelles conditions il existe une solution o-finie positive a

1'équation
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n=aw + QA-~Wi, , a>0
et si cette solution peut encore s'exprimer grice au schéma de
remplissage, dont on sait qu'il est plus difficile & définir dans le
cas du temps continu ([8], [5]).

Cet article comporte trois paragraphes. Dans le premier nous
reprenons le cas des chaines de Harris de fagon 3 énoncer les résultats
dont nous aurons besoin dans la suite et & corriger une imperfection de
[6]. Dans le second paragraphe nous traduisons ces résultats dans le cas

des résolvantes récurrentes au sens de Harris (c.f,. [3]). Dans le

troisiéme paragraphe nous étudions le cas des semi-groupes.

1, RETOUR SUR LE CAS DES CHAINES DE HARRIS

On suppose ici qu'on a une probabilité de transition P de Harris
sur un espace (E,ég) de type dénombrable ; on note m sa mesure
invariante. Soit )\ et p deux probabilités sur & ; on définit les deux

suites (An), (pn) du schéma de remplissage par le procédé de recurrence

suivant
+ -
Ag = (X =~ w) y Uy = (A=W
+ -
A = QB - ) s oy = B s
n ©
on pose g = ) A & ZAk et y = limy .
) 0 n

On renvoie 3 [6] et 4 sa bibliographie ainsi qu'a [7] pour les termes
et les notations non définies ici. On montre facilement que

E=EP + (A=) + .
On dit que p est une balayée de ), ce qu'on note \—y, si p_ = 0.
Si £ est g-finie, c'est une solution de l'équation étudiée et nous
allons caractériser cette situation.
Nous rappelons que dans [6] on a associé i toute fonction spéciale f

telle que m(f) = 1, un opérateur e tel que
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Pl =T, ~ 1+ £(® m
L'ensemble de ces fonctions f est noté ?/'.

Proposition 1.1 Ou bhien £ est g-finie ou bien §(A) = = dé&s que

m(A) > 0. Si u n'est pas une balayée de A on se trouve obligatoire-
ment dans le second cas. Dans le premier cas on a

E=8(f) m+ A -wT,
pour tout f & {U'

Démonstration : Nous allons montrer que si U n'est pas une balayée de

A, la mesure § n'estlpas g-finie. Dans ce cas on a en effet Y_# 0
et si 1'on pose u' = u -y onau'(E) < 1.
D'aprés ce qu'on a dit plus haut on a

E=EP + A -u',
ce qui permet d'écrire

E=(RP+ A -u)P + A -y,
et en itérant ce procédé on obtient
n-1

=g +QA-u) ] P .

o

Soit A un ensemble spécial tel que m(A) > 0 ; on a
n-1
g(A) > (A - u") g o ly s

et d'aprés le théoreme limite quotient (p. 210 de [7]) le membre de
droite tend vers 1l'infini, ce qui démontre la deuxidme phrase de
1'énoncé.

Il suffit donc de démontrer la premiére lorsque A — U donc lorsque
lim ||An|| = lim ||un|| = 0. Or d'aprés les définitions données plus
hZut on a .

En+1 = gnP *Q-w Hoe ?

-

et si on multiplie cette identité & droite par I'_ on obtient

f

€n+1rf = Enrf - En + En(f) m + (>\ - U)rf + wn,._]rf °
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Toutes les mesures impliquées ici étant G-finies, on peut réécrire
ceci

£,(8) =& (£) m(g) + (A~ W) +u Tl -2 Te(8)

ol g est une fonction spéciale arbitraire, Lorsqu'on passe & la
limite sur n, les deux derniers termes tendent vers 0 et 1l'on trouve

donc

£(g) = €(£) m(g) + (A -~ WI:().

Donc ou bien E(f)

© et alors £(g) = « dés que m(g) > 0, ou bien
E(f) < » et & est g-finie. Dans ce cas on a clairement 1'égalité de

la derniére phrase de 1'énoncé.

Remarque On a déja remarqué dans [6] que & peut ne pas €tre G-finie
bien que A — U.

Avant de réénoncer le résultat principal de [6] dont la démons-
tration &tait entachée d'une erreur, rappelons que l'on a démontré
dans [6] que A\ — U si et seulement si la mesure Af = ((A - u)Ff)—

-~

est absolument continue par rapport & m et on a posé dans ce cas
dAf
¢¢ = 97— + Nous auronms aussi besoin du lemme 5 de [6] dont on voit

facilement qu'il peut &tre énoncé

Lemme 1.2 : Si n est une mesure O-finie positive telle que

n=nP+ A-ualors £ £ Nn.

Théoréme 1,3 (théoréme 6 de [6]). L'équation n =nP + A - u

a une solution G-finie positive si et seulement si A — U et
00 3 Cv,

¢f €L (m) pour une (donc pour toute) fonction f de V . Dans ce

cas & est la solution O-finie pesitive minimale, et la mesure

|€ = A + u| est spéciale et pour tout f de YV ona

e = |logll, -
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Démonstration : Si il existe une solution o-finie positive n, alors

d'aprés le lemme 1.2 la mesure £ est g-finie et donc d'aprés la
proposition 1.1 on a A — | et

E=8(f) m+ (A - Wl
Le fait que £ soit positive entraine alors immédiatement que ¢f est
bornée et le fait que & soit minimale (lemme 1.2) que E(f) = I|¢f||°° .

Le reste de la démonstration est facile.

2. RESOLVANTES DE HARRIS

Dans ce ‘paragraphe nous considérons une résolvante (Ua)a >0
récurrente au sens de Harris. Nous renvoyons a [3] pour les propriétés
élémentaires relatives & cette notion. Rappelons qu'il existe un

noyau W propre tel que

-1
U, oW =W+am Uh® m

(2.1)

-1
U, + oW, =W+ am) T (X (hmU,
ol h est une fonction spéciale telle que Uy > 1 (:) m. Si on pose
=aU , on a donc

o

P* + P%(awW) = oW + m(h) "' 2% ® mn
On posera =1+ oW, et pour £ EZ‘LP, F? =r*-r@ (f - m(h)_lPah)(:> m.
On a

Oypl _ o _
(I-POI;=I-£f @ m

Le noyau P? est simplement le noyau Ff du §1 relatif 3 la probabilité

de transition Pa.

La relation ci-~dessus peut encore s'écrire, en utilisant les formules

(2.1),
L

o _ o _
UL = @i -1+ ® mw
1

W= (f - TH(E - m(a) ! P*h) (X m

W+ 2 (f- (£ -mm P*h) - aWf +oW@® ™' Ph) @ m

W+ (m(h)”! Uh + OLWUa(m(h)-]h) - WE) () m
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On ohtient finalement
o

(2.2) UTe=W-WE (® m+ k() ® m

ol k(o) est une constante ne dépendant que de h et de o.

On posera Wf =W~ Wf (:) m ; la formule (2.2) s'é@crivant alors
o

uarf W + k(9 @ m.

Définition 2.1 Si A et u sont deux probabilités, on &crira p < A

si u(f) € A(f) pour toute fonction f bornée et excessive par rapport
a (Ua)'
On rappelle qu'on note avec l'exposant 1 les parties singuliéres des

mesures et des noyaux par rapport i m.

Proposition 2.1 Etant données deux probabilités A et uy, les trois

propositions suivantes sont équivalentes

i) uw<Aj

ii) (A - u)W]g > 0 pour toute fonction g positive négligeable ;
iii) ((A = WW) ™ << m,

Démonstration : i) === ii)., Il suffit de montrer que Wg = W]g est

excessive pour g bornée positive et négligeable. Mais les relations
(2.1) nous donnent dans ce cas
aUa(Wg) = Wg - Uag

d'ol il résulte immédiatement que aUan £ Wg et que lim aUan = Wg
o—>

L]

puisque |[U g| < o el
ii) ==> iii). On a Wé = W], donc ((A - u)Wf)- est nulle sur toutes
les fonctions négligeables et positives.,

iii) ===> i). Soit f une fonction excessive et bornée. Il est facile
de voir comme dans [6] que pour chaque o il existe une constante <,
telle que f = ey + (I + anq) oi 8a = f - P% est négligeable, On a
donc aUaf = f - ga =c, + awga et par suite

<SA-u,0Uf > =a - wWWg) 0.
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Lorsque o tend vers «, aUaf croit vers £ et on obtient donc

ACE) 2 p(E).

Notation : Quand les conditions équivalentes de la proposition 2.l
—t

sont vérifiées, on notera L la dérivée de Radon Nikodym de

(A - u)Wf)_ par rapport & m.

Théoréme 2.2 Il existe une mesure g-finie positive n telle que

n=onv, + A-wU,
pour tout o > 0 si et seulement si U < A et Lf€ cf?(m) pour une (donc
pour toute) fonction f de 7/“. Il existe alors une solution positive

minimale égale 3 (A - u)wf + ||Lf||mm.

Démonstration : Pour un o donné, 1l'équation ci-dessus s'écrit

n-= nPa + kUa - uUa
et 8'il existe une solution, on peut appliquer le résultat du §1 3 la
probabilité de transition P® et aux mesures de méme masse et bornées
AUa et uUa, pour obtenir que AUa-—>-uUa ce qui équivaut 5

((XUa - uUa)Pf)— << m, D'aprés la formule (2.2) ceci équivaut encore
a((- u)Wf)- << m et d'aprés la proposition précédente a Y < A

Les résultats du §! entrainent aussi de la méme fagon que L est

bornée et le reste de la démonstration est alors clair.

-~

Si on a affaire i un semi-groupe le résultat ci-dessus peut
évidemment s'appliquer 3 sa résolvante, mais on peut se demander si
on peut caractériser la solution minimale en terme de schéma de

remplissage comme dans le cas des chaines. C'est ce que nous allons

faire dans le paragraphe suivant.
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3. SEMI-GROQUPE RECURRENT AU SENS DE HARRIS

Dans cette section on considére un semi-groupe (P dont

t)t >0
la réalisation canonique est récurrente au sens de Harris (cf. [l]).

Sa résolvante est donc aussi récurrente au sens de Harris. On note
comme précédemment m sa mesure invariante.

I1 nous faut d'abord rappeler comment Rost ([d]) construit le
schéma de remplissage dans ce cadre (cf. aussi [i]). On posera
Ut = j;t Psds. Deux probabilités A et y étant données, on construit
trois familles (At) (ut), (Et) avec des propriétés analogues i celles
des familles (An), (un), (En) du temps discret par un passage du

discret au continu.

Soit (EE) la suite obtenue par le schéma de remplissage discret

basé sur Xk = \U , uk = uU et la probabilité de transition P .
-k -k -k
2 2 2
Si t est nombre diadique, on pose
. k
Eg = lm & ok

k —»

la limite ayant un sens méme si les premiers termes ne sont pas

définis. Alors & _ croit avec t et l'on pose & = lim €t et
t oo
- < - <A iadi
;t+u+s Et+u < (£t+s Et)Pu $ AP, U, pour t, s, u diadiques. On

définit Et pour tout t par continuité.

On définit ensuite At i partir de Et de fagon que

i) At soit vaguement continue A droite en t ;

11 < < <
11.) 0 S At'l‘ A }\tPS S }\Pt'!'s

s

iii) £_ = j;t A, ds.

Il existe alors un temps d'arr&t randomisé T tel que
A £2=E, &) 10, 4] -

On définit finalement M. par
M= Ue v A= APp,

et y_ = lim Me o
t
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Le lemme 1, page 9 de [8] dit alors que si £ est g-finie on a
EPt -&= O\PT - )\)Ut
solit encore, comme APT = U=,
E(I-P) = -u+u)u .

Rappelons encore le résultat suivant de Rost,

Proposition 3.1 Si & est o-finie, pour toute fonction f excessive et

bornée

N T f> = sup <u - A, g>
g<f

ol g est excessive bornée,

Proposition 3.2 Les trois conditions suivantes sont équivalentes

i) il existe un temps d'arr@t randomisé T tel que pu = APT 3

1) H, =03

0
iii) A(£f) 2 u(f) pour toute fonction f fortement surmédiane.
Lorsque ces conditions sont vraies on dira que U est une balayée de A
et on écrira A — |, comme les fonctions excessives sont fortement
surmédianes on voit qu'on peut avoir U < )\ sans avoir A— U dans le
cas général, mais on a la

Proposition 3.3 Si £ est o-finie les conditions y < A et A — | sont

équivalentes

Démonstration : D'aprés la proposition 3.1 on a

Mo 12 = sup <u - A,g>
g<l, g excessive

si u < A le second membre est <0 et par suite p_ = 0, donc A — .
L'implication inverse est triviale.

Nous allons maintenant essayer d'étendre les résultats du
paragraphe 1,

Proposition 3.4 Si n est solution g-finie positive de

n anUa + (A - u)Ua, ¥o > 0

alors n nPt + (A - u)Ut , ¥t > 0.
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Démonstration : D'aprés les résultats du §2 on sait que n est de la

forme n=O-=-WW+kmn

pour une constante k 2 0. On a donc

n(r-2)=@Q-~wWWI - P

t
o _ —at o _ —0s,0 . o _ _ o .
Posons Pt e Pt et Ut ./C e Ps ds ; on a UaPt U Ut ce qui

o
va servir dans les calculs suivants. Gréce aux formules (2.1) on a
(A = W =B = (0 = W (T + amu (1 - P
= A-wa+anu];
comme WU% est majoré par Ut et que l'on peut s'assurer que ce noyau
laisse invariant 1l'ensemble des fonctions spéciales on peut passer a
la limite et obtenir
A-~WWI=-P) =Q=-WU,

ce qui termine la démonstration.

Lemme 3.5 Sin= anUa + (A - u)Ua alors n > &.
Démonstration : D'aprés la proposition précédente, on sait que

n =nP _ + (A - WU _
27k 27k

Donc d'aprés [Q} onan 2 €k ol Ek est la mesure du schéma discret

Or Rost a montré dans [8] que

basé sur AU X uu X’ P x"
2

2 2

£ = sup Ek . On a donc bienn 2 &.
k

Nous pouvons maintenant passer a notre résultat final.

Théoréme 3.6 Il existe une solution O-finie positive N & 1'équation

no=any, + (A - WU,
o]
si et seulement si A — U et Lf€ L (m) pour une (donc pour toute)
fonction f de 1/7 Dans ce cas la solution G-finie positive minimale
est la mesure & du schéma de remplissage et l'on a &(f) = ||Lf||°° et

€= [lLgllam + A - Ww.
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Démenatration : S'il existe une solution g-finie positive n alors

1 > £ d'aprés le lemme 3.5 donc & est o-finie et d'aprés le §2 on a
donc y < A . D'aprés la proposition 3.3 on a donc aussi A —} on a
donc u_ = 0 et ¢ est hien solution de 1'équation proposée et d'aprés
le lemme 3.5 c'est la solution minimale. Le reste de la proposition
découle immédiatement de ce que l'on sait dans le cas des résolvantes,
Comme corollaire de ce résultat on peut généraliser le résultat

de Baxter et Chacon [2].

Corollaire 3.7 Si T est un temps d'arrét du schéma de remplissage

et si la résolvante de Pt est constituée d'opérateurs quasi-compactes,
lorsque A —y, T est PX -intégrable si et seulement si pj est bornée
et dans ce cas E,(T) = ||Ll||°°

Démonstration : Dans ce cas la fonction 1 appartient i 1f: d'autre

part d'aprés la théorie de Rost rappelé plus haut EA(T) = E(E) = E(1).

Le corollaire découle donc immédiatement du théoréme ci-dessus.
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