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RUPTURE DE MODELES : LOI ASYMPTOTIQUE DES STATISTIQUES DE

TESTS ET DES ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.

D. PICARD - J. DESHAVES.

Université de PARIS-SUD

Soient Xl""’xn des observations indépendantes. Le modéle paramétrique le
plus classique est de supposer les variables Xi identiquement distribuées de loi
G(.,0) avec 8 €@ : ouvert d¢ RP et d'en déduire des renseignements sur § .

Ici, nous supposons que les indices des variables correspondent & un ordre
(chronologique ou autre...) et nous voulons savoir si d partir d'un certain indice k
inconnu, il a pu se produire une rupture dans le modéle. Nous traiterons donc les
deux problémes : (1) tester 1'hypothése Ho : "pas de rupture". Xl""’xn ~ G(.,0)
contre 1'hypothése H1 : "existence d'une rupture" : 3k € {1,...,n-1} tel que

*
X -,XkNG(.,e )

1,..
*%k *% *
Xk+1,...,xn ~ G(-,e ) avec 9 # e
. - . - * *%
(2) dans ce dernier modéle, estimer les paramétres § , 9 et k.
Le paramétre k Jjoue un rdle particulier et 1'étude asymptotique conduit &
des vitesses non standard.
L'étude de 1a convergence de la suite des processus de sommes partielles

associée au processus de vraisemblance classique :

[0,1] x RP = R

A
(nt] g(Xi, eo +A/-; )

t,A 1
(e4) E T TRy

fournit 1a loi asymptotique de la statistique de test et celles des estimateurs.
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Théonéme 1 :

Sous des hypothéses de régularité classiques sur le modéle [4], 1la suite de
0
processus Zn° (t,x*,x**) de -€([0,1] x RP x llp) définie par la ligne polygonale

* *%
A

k 9(X;:8, +:}'"/“W) n 9(X;:84 +’:/_‘n—‘)

‘joignant les sommets (0,0) et (%3 Z Llog g(X-,0.) +* & Llog g(X;,0_) )
i=1 i i i

converge étroitement sous Ho(eo) dans €((0,1] x RP x RP) muni de 1a topologie de
la convergence uniforme sur les compacts vers le processus :

1/2

Z (£a"A") = W01 W(t) -3 AT 1) AT e

, [1(90)11/2 CHy (1= (0)] - 7 2™ 1e ) 2™ (1-1)

avec I(eo) : matrice d'information de Fisher de 1a Toi G au point 90.

W (.) : processus gaussien sur [0,1] & valeurs dans RP formé de p compo-

santes browniennes indépendantes.

Pour obtenir une loi asymptotique de statistique de test, nous sommes amenés

d renormaliser la vraisemblance afin de pénaliser les bords.

Conollaine 1 : Sous les conditions de régularité, la suite de statistiques

A ) n g(X; .0 ¥ 7r'4
Sup 2 E —_— Sup Sup Inf % ]og __..______..X.. + ]og
- n" n °

k=l,...,n A'€RP AeRP aerP iz (XSt k1 g(X;.0 +7=)

converge Sous Ho(eo) vers

S W (t) -twuW (1 W (t) -tW(1
S Tu(t) - £ W (1) TH (L) - & W(1)]

Les démonstrations de ces deux résultats figurent dans [4]. L'estimation des
* *x%x .
paramétres (k, 8 , 8 ) repose fondamentalement sur le comportement asymptotique de

1'amplitude de 1a rupture : e**-e* = d et nous distinguons trois cas, 1'instant de
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rupture sera toujours supposé éloigné des bords : k = m avec T € Jjo,1[ ,

i) d constant (lorsque n tend vers 1'infini). HINKLEY [1] a calculé la
loi asymptotique de 1'estimateur i par des méthodes de fluctuations, mais la limite

dépend de d (inconnu).

Log Logn
ii) d, tend vers 0 avec Hdnﬂ ———— = © . Le nouveau paramétrage

défini par :

T (k) = (k-mr) 4. 1(8) d

6 = T(l-1) d

(

(
§'9—=1e*+(1-1)6**
(

( o

s

n

fournit des lois asymptotiques simples.

Théoneme 2 :
Sous les hypothéses de régularité [6], 1la suite de processus Yn (T,h,0) de

3(122p+1) définie par la ligne polygonale joignant les sommets (0,0) et
dp E 5y

= . A
H (ky &+ 2=, 5+

1,n ’ I’ n n
(T,(k), Log : (XpseeaX)

converge étroitement sous Hl n (rr, 8, 6n) vers

172 1/2

YTX6) = WII@)] 5+ BLI@1 5, + W(T)

.
~ (T 1@ T+ % 1) 8 *"’zl}

ou §1 et §2 sont des vecteurs gaussiens indépendants UVYO, I ) et

pXp

T = W (M)l o (M + (Mg (M

wl et W, étant des mouvements browniens indépendants entre eux et indépendants de

(gls gz)’



- 118 -

Conollairne 2 :

Sous les conditions de régularité, et sous H1 n (nmr, 0, dn)’ les estimateurs

du maximum de vraisemblance convergent en loi respectivement
N = =1
Jre -5 -do @™
S, -8~ ko, 1@

tdn 1(9) dn (L -m) - Y et sont asymptotiquement indépendants . La loi Y

admet pour densité :

- _ u2 _ u2
1 e jr.du - %— 2~.du, T=20

K1) =y(T) =3¢ |

(0 0] 1 .
3T/ IJ; S

Les démonstrations de ces derniers résultats figurent dans [6] ainsi qu'une
extension au cas de rupture dans un modéle de régression du type : X. - te f (%) suit

i
une loi G connue, avec f fonction continue sur [0,1] & valeurs dans RP .
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