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LOI DU LOGARITHME ITERE POUR CERTAINES INTEGRALES STOCHASTIQUES

R. BERTHUET

Université de Clermont-Ferrand II

Nous remercions particuliérement M. YOR pour ses remarques,
G. FOURT pour les nombreuses discussions fructueuses que nous avons eues

et D. COURAGEOT pour le soin porté 4 la mise en page de cette note.

Etant donné un mouvement brownien [Xt, Yt]t 5 0 a valeurs dans Rz,

. ) ~ 2z . . — t -— t
issu de 0, on considere les processus définis par Ut—fo XSdYS,Vt—fD XSdXS.
On se propose d’établir un loi du logarithme i1téré pour les processus

(OLUt + RV o, B réels, a savoir :

t)t >0’

_ s _ - 2. ,2
(1) 1(a.B) =, 11$ :Pp |aUt + BVtI / tlog,t pTs |a~B| 7/ Arc cos(208/a“+B“)

Ce résultat est déja établi dans le cas :

i) o = B =1, la formule d'Ito donnant Ut * Vt = Xt Yt

on a 1(1,1) 1 ((1) donnant le résultat par continuité).

iiJa = - B=10nal(1,-1) = 2/l , le processus (Ut - Vt]t >0 Jjouant un
rdle important pour le groupe d'Heisenberg [3]1, [4].

La méthode suivie est celle utilisée classiquement [1] pour le Mouve-=

ment Brownien, ce qui suppose 1'établissement de quatre lemmes préliminaires,

Dans toute la suite, nous poserons Zt = aUt + BVt.

I. Quelques remarques évidentes

1. Compte-tenu des propriétés du mouvement brownien

Zt / t = Z1 et Zt symétrique
loi
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2. De par la définition de 1'intégrale d'Itd [2], si on pose :
1 n-1

Xe/nYietsn™ Yirn * B §1 k/n

1 K

n

T =0 (X )

3
nes-i

‘ ke1/n *k/n

n
- T T -
k§1[ & Xy qn B T X0 BT Ve

la suite [Tn, n = 1) converge en probabilité et donc en loi vers 21.

3. Si pour tout processus (Xt. t > 0), on pose e(s,Xt) = Xt+s - XS

Z . 3 — r\l
on a la décomposition G(S,Zt] = O[S,Zt] + aXS G[S,YiJ +B YS G(S.Xt]

N
oot t
avec 8 (s,2,) = af; 0(s,X ) dB(s,Y ) + B [, 8(s,Y) dB(s,X,)

v N
=0 8(s,U,) + BO(s,V,)

"
G[s,Zt) étant indépendant de [Zu, u < s) et ayant méme loi que Zt'

II. Quelgues remargues sur le processus Et = (Xt.Yt,Ut,Vt] a valeurs danis4.

LEMME 1
(Et, t > 0) est un processus de diffusion de dérive nulle et de matri-
ce de diffusion

1 0 0 Xy (i1 posséde donc la propriété de Feller

0 1 X, 0 et, en particulier, de Markov fort)
alx,t)= 2
0 X4 x1 0
x., 0 O x2 (x = (X,5 Xg» Xqs» X,J)
2 2 17 727 737 477"

Les probabilités de transition sont telles que :

0
t,0

X

(2) [eeyy oPL, o ) = [roPooy) oPy ((y)

avec LP[x,y] = (x1 tYgs Xg t You Xg ot yg ¥ XqVor X4 Y4t X%y y1].

Pour la premiére assertion, il suffit de remarquer gque (Et, t > 0) est solu-

tion de 1'équation différentiel stochastique d§

& o(Et. t) dwt

50 = (0).
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avec O(x,t)=

d'ol le résultat [2] avec alx,t) = olx,t) 0*[x,t] .

Compte-tenu de la remarque 3, on a :

n v
B(s,E,) = 0(s,X..Y, U, vt) + (0,0,x, 8(s,Y,), Y_ 8(s,X.))
d'ol &, =Yg, os, gtn

ce qui implique, pour toute fonction f acceptable, la relation (2) ou

N
E(FEE,, D | &g = E [fo Pix, 8(s, £,)] = E [foPlx, 17 .

LEMME 2 (lemme maximal)

Yt >0 Yz=>o0 P( Max Z_ >2z) =2 P(Z, > z).
s £t s t

Montrons d'abord la "propriété de 1'Image”.

t =2 0) étant continu, T est un

Soit T, = inf {t/zt = b} (7, b

b

t.a. relativement & celui-ci et, par conséquent, au processus [gt, t =2 0).

Compte-tenu du lemme 1 : propriété de Markov fort et relation (2), on peut

écrire :
(y)
P(2b -2 __€ B) = nya T ly)  dP. (x)
t+T, {ay3+6y462b -} @ t+Tb, b ETb
- J()h1 (x.y) (VIdP.  (x)
{oy,*ByY , +OX, Y *+BX. Y eb—B} t 0 ET
3 4 172 2°1 b
(PZ étant une mesure de Dirac en b).
T
b
Comme g et g' = (- X Y - Ut’ - Vt) ont méme loi et que Zt est symétrique,
on a :
P(2b-Z, . €B) = [/-i (x,y) (y) dP,  (x)
t+T t 0 3
b {ay3+6y4+ax y2+Bx2y1e;B b} T
= P(Z e B) (en remontant).

t+’rh
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Pour achever la preuve, il suffit de fagon classique de considérer :

, (z,= z sitst ,
Z;={t t b o =inf {t/z =b} =1
2b -2, sit>T

t b

PL Max ZS > bl = P [Zt >b] + P [Max Zs >b, Z < bl
s <t s <t t
= P[zZ, 2b] + PI[t < t, Z, < bl
t b t
I}
= 1
P [Zt >b]l] + P [ob < t, Zt < b’
= . 7 = r
P [Zt > bl + P[Max Zs 2 b.Zt > bl 2P _Zt > b]

s <t

ITI. Comportement asymptotique de la fonction de répartition de Z1

LEMME 3

La fonction caractéristique q’de Z1 est donnée par :

2
[chzt%—'3 ) + 1°LB]7 sh2 (%ﬁ 217172 sias8

Yty = (a-B)
[1 + a2 t2] -1/2 sio =28

Compte-tenu de la remarque 2, nous allons étudier la suite [Tn. n==1)
des fonctions caractéristiques des v.a. Tn.

Les v.a. (Yk/n - Yk—1/n]1 <Kk<n étant indépendantes et ayant méme loi

que Y , on a :

1/n

n n
_..n.n % )1y -0 2 _
Y ) = f‘RZn exp [it k§1 Lox, _4*B(x % )] ¥~ 3 kZ1 Vi

- %tXNX,’]dXdY

avec la convention X0 =0 et :
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correspondant & la loi de X = (Xk/n' 1<k <n)
n .n/2 n ot £2 0 2
[P - a— - — — - 11
d'ol L{n[t] (ZH) f 8P ( 5 [“XNX + 5 z [axk_1+8(xn Xk]J Ndx
IR n k=1
= E9™2 [ exp (- 2 Exwx) ox
not 211 R" 2
soit 1/42(t) = A = det (M)
avec :
{ab o000 a=2+ [+ g% t?/n%]
boa by b= -1- [agt?/n?]  d=-1-[g%t%/n%1
o+ .0
- l“ kS . . : - - 2 2 - - 2 2 2
M= T c = Rla-B) t</n e=1 + [(n-1)Rt"/n"]
0----0 ba d
c----cd e

Un calcul élémentaire

donne en développant suivant la premiére ligne :

(1'indice k notant la dimension)
B 2 k-1 _2 - -

Ak =a Ak—1 b™ A, 5 + (-1) be (E, 5 + Fk-2) c” A _, avec By =1, Ay=e
E =bE s (-8 3 o avec E. =1 E, =d

k-2 k-3 k-3 0 1
F =bF « (-1K3 A avec F_. =1 F, =d

k-2 k-3 k-3 0 1
A _=aA . -b%A avec A. =1 A, = a

k-2 k-3 k-4 0 1

avec si A

gne et colonne de M

k-2

est la matrice obtenue en enlevant la premiére et derniére 1i-

k
b
X 0.

0--- | .
b 0 ? ' Ak—2
k=1 7, -1 7 |0 4

k<2 C-.--C
. 2 2
En notant.r1 et r2 les racines de r” - ar + b [r1 > r,, @ # R)on

obtient successivement :
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o k¥ k#1 _
Ak = (r1 r, ]/(r1 r2]
(-r )k+1 (-r ]k+1
3 C c 1 2
Ek i} Fk =b e a+2b b r,-r b+r ) b+r
1 °2 1 2
- . k _ k ik
(r1 r2]Ak = A[r1, r2] ry A(rz, r1] r, * u(-b)
2
2 b-r cr
___.. _ 2bc c _ c 1 _ 2
avec (Alr,,r,)=e-r, bep (1* a+2b)+(k 1) T bir 5
1 1°2 1 (r,-r,)
1°2
) b-r1 . b-r2
b+r1 b+r2
r r
_ C 2 .1
\ Ho= o 20 (1 a+2b ) [b+r b+r )
2 1
De E =bE .+ (DT cA ., on déduit
k k-1 k-1’
‘ k-1 . K1
E,=b -c¢ I o-nd co J A, et le résultat concernant Epe
3=0 )
I1 en est de méme pour Fk'
P - - B2 -
Pour 1'étude de A., on a Ak = a Ak—1 b Ak—2 He o
d'od A a - b A H
k k=1 k-2
Ak—1 17 0 Ak—2 0
soit, avec de nouvelles notations, Vk = A Vk-1 - Bk-1
k-1
d’oil v, = ARy, -7 AT g,
k 1 & J
J=1
2
i a -b ) 1 r, T T, 0 1 r,
avec A= Rl ——
1 0 1 2 1 1 0 r, -1 T,

et le résultat

concernant Ak']
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Nous obtenons alors facilement les résultats :

N 1, _oB
Mr,], r2] / (r,1 1“2)..__.>2 + 5
n o (a-B)
_ 2
u/ (r1 - r2) = - 2aB/ (0-B)

b — [(a? +8%) chlo-B)t - 2 aBl/ (a-R)2

n o

et le résultat annoncé.

Remarquons qu'en fait, nous obtenons la transformée de Fourier du couple
(U1. V1].

Les calculs pénibles peuvent &tre évités en faisant appel & la formule de

PAUL-LEVY

. 2t X +y
- - = = - -'
E [exp 21t[U1 V1] | X1 X, Y1 y 1 >f eXP [ 5 (1-2t coth2t)]

comme nous 1'a fait remarquer M. YOR [5].

LEMME 4

Si F est la fonction de répartition de Z1 alors il existe deux cons-

tantes strictement positives C1 et C2 et deux fonctions F1 et F2 équi-

valentes au voisinage de 1'infini &

2

exp(-bx /|a -B| ) avec b = Arc cos (2aB /0% + B™)

telles que C F1(x) / x £1-F(x) <C, F2[x) (a # B)

1

Remarquons que Lf se met sous la forme :

kf(t /a -B) = ¥1-B / vcht - B

avec B = 2 aB/(a2 + 62) (|| < 1 si a# *B)

drod  Moa-Bf((a-Blx) / VB = [§ —2225X gt ob £ est la densité de Z,
cht-B

En intégrant elxa/ Y ch Z-B le long du contour :

(2=t, 0 < t < R) (Z =R+iy, 0 <y <) (Z=t+ill, 0 < t < R) (Z=iy, b+e < y < 1)

Z = (i(b-€ eie], 0<6<I) (Z=1iy, 0 <y < b -€)

et, par passage aux limites (R »> +wo,e > 0), on obtient en particulier :
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-xt
fg_é_ilﬂd“e'ﬂxfg@s_wdt: fg e gt
vcht-B vcht+B Ycost-B
II-b
t
d'od, on en déduit fg _£08 X 4t - 1 ID ch x t dt .
vcht=B chllx /cost+B
- t
En remarquant que Hob —dat . K< + o
vB+cost

on en déduit :

Y1-B sh [ (II-b) x/|a-B|1/ IVT+B x chlll x/|a-B|] < £(x)

f(x) <K Y1-B ch [(I-b) x /]|a-B|1/T |a-B|] ch [Nx/|a-B]]

d'ol :
F,(x)
/ 1-B Jo-B] 1 ) V1B
1°B TG ” <1 F(x) < T K F2[x)

et le résultat annoncé.

IV. Loi du logarithme itéré pour [Zt’ t > 0)

THEOREME

Etant donné un mouvement brownien (Xt, Y,, t > 0) & valeurs dans[Rz,

t

issu de 0, on a pour tout couple (a,R) de nombres réels

1im sup Iaj;XSdYS+Bf§YSdXS| / t Log,t = |a-B| /Arc cos (2a8/a2+82)
t o P.s

On procéde comme pour le Mouvement Brownien [17] .
Soient 6§ >0, g > 1

A. = {lim sup Zt/t Logzt > 1 + 8}e=1im sup { Max Zt > (1+6) anogzqn}
6 t t o n+1
t<g

d'ol, compte-tenu du lemme 2,

P(AJ) <21lim § P [Z

5 > (1+68) qk Log2 qkl
n o k>n o]

k+1
or, d'aprés le lemme 4, on a :

k k__ K
PLZ 414>(1+8)a Log,q 1=PLZ,>( (1+8)Log,q /g% CF, M(1+8) Logjf7q]

q
Sb

T4 4 b,
|a-8]

~C, / (kLogq]E{1
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avec 1 = |a-B|/ b, b = Arc cos (208/0° + B°)

bé
Soit, en choisissant 1 < g < 1 + T___T , ¥ >0 P(A.) = O
o-B 8

cad P [1lim sup Zt / t Logzt <1] = 1.
t o

De méme, d'aprés le lemme 4, on a :

n+1 n+1 q n+1
- = - — 1
P LZ > (1-8)g" 'Log, g '1=P [Z, >(1-6) a1 Log, g 7

qn(q-1]

n +1

- -8 -9 +1 - n
> C1(q 1]F1[[1 §) 01 Log2 g 1/ q1 6]Log2q

- =22
voocr/ Log, o™ (n+1) 977 [o-B]

soit, en choisissant g > lﬁé%l ,» le terme général d'une série divergente.

‘Compte-tenu de

— N

i)z =2 +o0(q", z J+a X _ 0(q",Y +B Y _ 0(q",X
n+1 n ’ n ’ ’

g q q (g-1) q" q"(g-1) q" a"(g-1)]

ii) la loi du logarithme itéré du mouvement brownien

iii) Zt symétrique
n
iv) (6 (qn, z n J, n 2 1) sont indépendantes et ont méme loi que Z n
g (g-1) q (g-1)

QQ lemme de Borel-Cantelli

on peut écrire :

/ qn+1Log2 LA g-(1+a)+1-5 +(a+B)

lim sup Z > 1-26 p.s.

n o q

/a1
n+1 q
pour g assez grand

soit, en considérant

Bs = {1im sup z, /t Log,t > 1- 8} D 1limsup { Z 5 (1-8)q" Log, q"}

t o n o q
> =
Yoo P(Bg) = 1
cad lim sup Zt / t Log2 t=>1 P.S.

t o

et le résultat annoncé, (Zt, t > 0) étant symétrique.
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