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LOI DU LOGARITHME ITERE POUR CERTAINES INTEGRALES STOCHASTIQUES

R. BERTHUET

Université de Clermont-Ferrand II

Nous remercions particulièrement M. YOR pour ses remarques,

G. FOURT pour les nombreuses discussions fructueuses que nous avons eues

et D. COURAGEOT pour le soin porté à la mise en page de cette note.

Etant donné un mouvement brownien (Xt’ valeurs dans R2,t tt&#x3E;0

issu de 0, on considère les processus définis par

On se propose d’établir un loi du logarithme itéré pour les processus

o’ réels, à savoir :

(1) 1 (a, S) lim sup aU + bVt| / tlog2tp.s=|a-b| / Arc 

Ce résultat est déjà établi dans le cas :

il 1, la formule donnant U t + Vt = X t Y t
on a 1(1~1] =1 ((1) donnant le résultat par continuité).

ii)a = - (3 = 1 on a 1(1,-1) - 2/lI , le processus (Ut ~ 0jouant un

rôle important pour le groupe d’Heisenberg [31, [4].

La méthode suivie est celle utilisée classiquement [1J pour le Mouve~

ment Brownien, ce qui suppose l’établissement de quatre lemmes préliminaires,

Dans toute la suite, nous poserons Zt - aUt + ~vt.

I. Quelques remarques évidentes

1. Compte-tenu des propriétés du mouvement browniens ~

et Zt symétrique
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2. De par la définition de l’intégrale d’Itô [2J~ si on pose :

la suite (Tn, n ~ 1) converge en probabilité et donc en loi vers Z1«

3. Si pour tout processus (Xt, t ~ 0), on pose 6(s,Xt) - Xt+s - Xs

on a la décomposition

avec

~

étant indépendant de u f s) et ayant même loi que Zt.t u t

II. Quelques remar q ues sur le processus Et = à valeurs dans R4.

LEMME 1

(§~, t ~ 0) est un processus de diffusion de dérive nulle et de matrir

ce de diffusion :

(il possède donc la propriété de Feller

~ et, en particulier, de Markov fort)

Les probabilités de transition sont telles que :

Pour la première assertion, il suffit de remarquer que (~t,, t ~ 0) est solu-

tion de l’équation différentiel stochastique
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d’où le résultat [2J avec a(x,t) = J(x,t) U*(x,t) -

Compte-tenu de la remarque 3, on a :

ce qui implique, pour toute fonction f acceptable, la relation (2) ou

LEMME 2 (lemme maximal)

Montrons d’abord la "propriété de l’Image".

Soit Tb - inf ~t/Zt - b} ,(Zt, t &#x3E;_ 0) étant continu, Tb est un

t.a. relativement à celui-ci et, par conséquent, au processus ~4-~ t &#x3E;_ 0).

Compte-tenu du lemme 1 : propriété de Markov fort et relation (2), on peut

écrire : 
_~

étant une mesure de Dirac en b).

Comme ont même loi et que Zt est symétrique,
on a :
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Pour achever la preuve, il suffit de façon classique de considérer :

III. Comportement asymptotique de la fonction de répartition de Z 1

LEMME 3

1 La fonction caractéristique ide Z est donnée par :

Compte-tenu de la remarque 2, nous allons étudier la suite (qn, n k 1)

des fonctions caractéristiques des v.a. Tn-
Les v.a. étant indépendantes et ayant même loi

que 
1

on a :

avec la convention X. = 0 et :
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correspondant à la loi de

soit

avec :

Un calcul élémentaire donne en développant suivant la première ligne :

(l’indice k notant la dimension)

avec si Ak-2 est la matrice obtenue en enlevant la première et dernière li-

gne et colonne de Mk

En notant.r 1 et r les racines de r2 - ar + b2 (r &#x3E; p)on

obtient successivement :
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avec 

1

on déduit

et le résultat concernant Ek*

Il en est de même pour Fk’
Pour l’étude de ~ 1

d’où

soit, avec de nouvelles notations,

avec

et le résultat concernant ,
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Nous obtenons alors facilement les résultats :

et le résultat annoncé.

Remarquons qu’en f ait, nous obtenons la transformée de Fourier du couple

v1).
Les calculs pénibles peuvent être évités en faisant appel à la formule de

PAUL-LEVY

2t x2+ 2

E [ exp 1 x, Y1 = ----- exp 1 % (1-2t coth2t)1

comme nous l’a fait remarquer M. YOR C5~.

LEMME 4

Si F est la fonction de répartition de Z1 alors il existe deux cons-

tantes strictement positives C1 et C2 et deux fonctions F1 et F2 équi-

valentes au voisinage de l’infini à

exp(-bx lia -$) 1 avec b = Arc cos (2as /a2 + S2)
telles que C1 F1(x) / x  1 ~- F(x]  C2 SJ .

Remarquons que if se met sous la forme :

avec

eix7 Vch Z-B

En intégrant le long du contour :

(Z=tl 0 ~ t  R) (Z = R+iy, 0 ~ (Z = t+ill, t  R) (Z=iy, b+C 5 y f fil

Z = (i(b-E eie), 0 _ 6  11) (Z = iy, 0 ~ y f b -e)

et, par passage aux limites (R -~ -~ 0), on obtient en particulier :
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d’où, on en déduit

En remarquant que

on en déduit :

d’où :

et le résultat annoncé.

IV. Loi du logarithme itéré pour (Zt, t &#x3E;_ 0)

THEOREME

Etant donné un mouvement brownien (Xt. Yt, t ~ 0) à valeurs dans e 2
issu de 0, on a pour tout couple (a,b) t nombres réelsissu de 0, on a pour tout couple (a,b) de nombres réels

On procède comme pour le Mouvement Brownien [1] .

Soient

d’où, compte-tenu du lemme 2,

or, d’après le lemme 4, on a :
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Soit, en choisissant

De même, d’après le lemme 4, on a :

soit, en choisissant q &#x3E; le terme général d’une série divergente.

Compte-tenu de :

ii) la loi du logarithmeitéré du mouvement brownien

iii) Zt symétrique" 

~

iv) (8 (qn, Z ), n &#x3E; 1) sont indépendantes et ont même loi que Z 
q n (q-1) q n ( q-1 )

v] lemme de Borel-Cantelli

on peut écrire :

pour q assez grand

soit, en considérant :

cad

et le résultat annoncé, (Zt, t &#x3E;_ 0) étant symétrique.
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