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COMPARAISON DE TESTS D'HYPOTHESES POUR DES PROCESSUS GAUSSIENS

D. GUEGAN

Université de Paris-Nord

On se propose d'étudier des tests du maximum de vraisemblance qui
sont une généralisation des tests de Neymann-Pearson. Ce sont des tests
sup/sup. On se place d'un point de vue asymptotique et non local.

On va tout d'abord présenter un test &tudié dans le cas des
hypothéses séparées asymptotiquement, test que l'on camparera ensuite 3
des tests étudiés dans le cas d'hypothéses emboitées ou contigles.

Test d'hypothéses séparées — Présentation du probléme

Soit un processus stationnaire du second ordre ()\(t) ¢ Supposons
teR

observés X,, ..., X, et soit & tester @o contre @1, hypothé&ses
canposées. En un point o € @, la densité spectrale Gu processus est
notée f()\,a), en un point g € @1, g(x,8). Il leur correspond une famille
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de distributions notée P_ sous ®o et P, sous @1' définies sur un
espace approprié d'échantillons satisfaisant les hypothéses précisges ci-
dessous :

L'espace des paramétres est supposé compact.

On note £', g', ... les dérivées des fonctions prises par rapport 3 A.

(1) £(A,0), £'(A,a), £"(\,a) appartiennent & L2(d)\).
(2) £(.,0) est continfiment dérivable jusqu'a 1l'ordre 2.
(3) g(A,B) est intégrable.
£2 0\, a)
Soit b(,a) = £ T(A,q), on suppose que ses dérivées premidre, seconde
et troisiéme par rapport & A existent :
(4) b'(A,0) est absolument continue en (A,q).
(5) b"(A,0) et b"'(A,0) sont continues en (A,a).
(6) m, et m, sont des constantes telles que Vo, WA

0sm & £0,0) et [£"(,0) | § m

On note LN(X,a) le log vraisemblance du processus sous 1'hypothdses
@o et L:](X,B) sa log vraisemblance sous @1, alars sous les hypothdses
(1) - (6), si INO‘) représente le périodogramme du processus, on a
1'approximation suivante du processus dd 3 Whittle cf. [3] :

oy
Sous @) L (X,q) = % [ flog £(\,0)d + ;NTYE) ar.

* N IN(A)
Sous @), L (X,8) =5 [ flog g(A,B)ar + sooE WM.

On note & et ﬁN, les estimateurs du maximum de vraisemblance supposés
existés et uniques, et soit B, le point de (), le plus proche de (@), il
est défini par la relation :

(AJBQ) d\x = 0.

[ £\ ,a) g
gig) B
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On a alors le théoré&me suivant dont on trouvera une démonstration
dans [6].
Théoréme 1
Sous les hypothéses (1) - (2) &N—> o Po p.s.
Sous les hypothéses (1) - (4) éN—-> Boz P, P.s.
Sous les hypothdses (1) - (5) &N et éN sont des estimateurs

asymptotiquement normaux sous @o et @1.

On fait l'hypoth@se supplémentaire suivante :
(7) On se fixe deux voisinages de a etdeBa tels que :
P G ¢ V) =0(), P (B GV, =0, alors les fonctions

£ 20009 08Y  fup,anh() od h() = —2— - —L
£\ ,0") g'(A,8") £0,0  g(4,8")

sont majorées par des fonctions de Lz(d)\) pour tout a'€ Va et B'E€ VB .
a

Si on note fN(X,a) et gN(X,B) le vraisemblance du processus sous @o
et ®1' on définit 1'information de Kullback K(o,B)de la maniére suivante :

étant donné la suite

_ fN X,0) _ 1
KN(OL,B) = Ealog i , soit K(a,B) = lim 5 KN(OL,B) , et on montre
g (X,B) N

(cf. [6]) que sous les hypothéses (1) - (6), pour les processus, elle vaut :

£()\ £(\
K(a,B) = _%-E[flogg()\'g d>\+1-f§-§—>\-'l%%-d)\].

Alors on dira que les hypothéses ®o et @ | Sont asymptotiquement

séparées si
J(®o' @l) = inf K(a,B) > 0.

a & @ol Be @1
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Nous considérons des tests basés sur la statistique
sup L _(X,a) -
] LA LN(X' OLN)
ZN = = —

sgp Ly&/B) Ly (X,By)
région de rejet {ZN > CN}.

, et pour un niveau a donné, on définit une

-

On note f, &, h, D = [ log f_-(—)-‘-lgl d) les fonctions prises aux points
- - g(A,B)
%y et By-

Sous @o, Zy tend p.s. vers une constante du type % avec

A -B=K(,B)). Ladistribution de Zj est symétrique sous ®o et @,
donc sous (@) 17 Zy tend vers la méme constante positive, et les
hypothéses ne se séparent pas a distance finie.
On considere alors la statistique L = L (X, ) - L (X,B). Sous @o,

L se camporte camme NK(cx,Ba) et tend donc p.s. vers +» et par symétrie
sous ®1’ L tend p.s. vers —» , Les hypothses se séparent bien et le
test basé sur cette statistique est consistant, malheureusement la
statistique L n'est pas libre sous @0 et ne permet pas de construire une
région de rejet indépendante de o. On peut alors espérer avoir un
canportement en loi qui soit libre en modifiant cette statistique, d'old
1'idée de la centrer et de la nommer. Nous allons dong étudier la

L - E-L
distribution de la statistique suivante : Ty = -—+17§ , ol E; et vary

(var~L)

o

représentent l'espérance et la variance prises pour P~ .

N

Etude de la distribution de TN

Cette &tude peut &tre trouvée en détail dans [6] et [7] . Nous en

donnans les grandes lignes avant de passer aux résultats.
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L'Etude repose
- sur la non corrélation asymptotique des statistiques de tests
et d'estimation (cf. [6])
- le développement de Taylor 3 1l'ordre deux des fonctions £(),a)
et h(\) aux points &N et §N
- le théoréme de Grenander et Rosenblatt (cf. [SJ et [6]) .
Alors :
Théoréme 2 : Sous les hypothéses (1) - (7), la distribution asymptotique

de la statistique TN sous ®o est une loi normale centrée N(0,I'(a)) avec

2
K'"(a,B)
1 o o £'(),0)
I'(a) = ol K'(a;B) = dx
4'rr2 I(a)V(a) o J gt
(A,0) £(0,0) £2 (0, 0)
I(a)=[T-L— ax et V() = 2m 1—2[-7—L— A\ + [ o= @)
£ (\,0) MiBy) (0,8,
On remarque que la statistique obtenue pour TN n'est pas libre, elle

dépend de a. On va donc estimer I'(a) par I‘(&N) o« T (a) ne fait intervenir
que des contantes dépendant de 1'information, obtenues par simples passages

d la limite sous le signe samme.

Par exemple :
5) = [ Y D= B0 gy G- L@ o
W Ty Y T Faw T

lN(oc) est une fonction bornée et (&N - a) est un c(—‘,—;_—) . Donc l'erreur

camise par ce genre d'approximation est de 1l'ordre de —A-%]-.-; on a donc
- 1 - 1,

Var T = T'(a) + O(E) et Ty tend vers N(O,AN) ol AN = T(a) + O(N).

Théoréme 3 : Sous les hypothdses (1) - (7), Ty x I‘(&N) "l tend vers wne
loi normale centrée réduite.
Et on montre sous (B p (ct. [:7]) , en faisant jouer un role symdtrique aux

hypothéses (B o €t ® L+ €n particulier en remarquant que
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GN —> 0 P, p.s. et éN —> B P,.p.s. que :

Théoréme 4 : Sous les hypothéses (1) - (7), la distribution de la
statistique T, sous 1'hypothdse ® | tend vers +x,

Les théorémes 3 et 4 permettent de construire un test consistant basé
sur la statistique TN renormée convenablement dont la distribution en

loi est libre, avec une région de rejet indépendante de o, de la forme

{Ty, > Gy} correspondant au niveau a défini par P_({Ty > C}) = a.

Gy = W&y
Alors la puissance de ce test est voisine de (——TBT—-S )ou ¢
représente la fonction de distribution de la loi N(0,1) et S(B) = %ﬂ """R(B)l/z
f(l,aB) A, 8) V(B)
avee RE) = forrgy &+ [ figy H -2
2
A,B) (A,B)
v(e) =2m [ § & a+1-[fpEal.
(Arag) £

Autres Points de Vue

Le test TN est un test d'hypothéses séparées. Il permet de tester
par exemple un processus autorégressif d'ordre 1, Xt - axt_l = €, avec
a > d.o # 0 contre une moyenne mobile d'ordre 1, Xt = Et + Bet_l avec
B > Bo # 0.

La situation peut étre schématisée de la maniére suivante :

: ~®, Q@)l

Mais si les deux familles ont un point cammun, et en particulier dés que
ce point cammn représente la vraie valeur du paramétre, alors on est dans
le cas des hypothéses continues. On est alors dans une situation du type

suivant : @
o
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Un article qui nous semble décisif pour ce probléme est celui de
K.O. DZHAPARIDZE [4]. Celui-ci &tudie la distribution du rapport de
vraisemblance sous (B) o et ® L Sous les hypoth3ses de LE CAM (8], donc
dans le cadre de la cantiguité. Il teste sous @ £(,a,0) contre
£(\,a,8) sous @, avec 8 = 0(—‘%—), soit donc B = 0 contre B # 0. Dans

ce cas DZHAPARIDZE montre alors que la distribution asymptotique de
Ly (X,2.,0) 5

-2 ————E- est un '
LN(A'a’Aﬁ)

La démonstration repose essentiellement sur les hypothéses de LE CAM,
le dévelappement de Taylor et la convergence des estimateurs i la vitesse

-3 . En fait en se plagant sous 1l'hypothése @ 1 il donne un résultat

g puissance, et étant dans le cadre des hypothéses contigues, cela lui
permet de définir une région de rejet et d'cbtenir ainsi un test.

Le point de vue de DZHAPARIDZE nous semble le bon point de wvue dés
que 1l'on est amené & tester des hypothéses emboitées, ce que l'on peut
schématiser par

I /®0

)

En effet, si on doit tester un élément de la région I contre un &lément de
la région III on peut alors traiter ce cas par les hypothéses séparées,
le seul cas posant un probléme est celui de la région II, la frontiére en
quelque sorte et ce cas entre dans le cadre envisagé par DZHAPARIDZE.
Néanmoins on peut noter le point de vue de AKATKE [1] repris par
BOUAZIZ dans sa thdse [2] ; il &tudie la distribution asymptotique du

rapport de vraisemblance par des estimateurs supposés asymptotiquement
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normaux et convergeants vers une méme valeur a. Soit

I1 montre alors que si p est le dimension de 1l'espace des paramétres @ o
et r la dimension de l'espace des paramétres @ B’ la loi du rapport de

vraisemblance est alors sous @o un X2 (px).

La démonstration revient 3 considérer qu'il est en présence d'une
différence de deux formes quadratiques qui coincident sur un ensemble
camun d cause des hypothéses emboitées.

On peut donc remarquer en définitive que la situation étudiée par
BOUAZIZ est envisagée par le test proposé par DZHAPARIDZE et n'apporte
donc pas d'information supplémentaire, et que le test TN se place tout a

fait hors du cadre étudié par DZHAPARIDZE.
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