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UNICITE DES LOIS OPTIMALES DU CONTROLE STOCHASTIQUE CONTINU DANS LE

CAS COMPLETEMENT OBSERVABLE

M, FuJisaki

Université de KOBE (Japon)

Dans [2], l'auteur a eu un critére pour unicité des lois optimales
du contrdle stochastique dans le cas continu et complétement observable.
Dans cet article nous résumons le résultat de [2] et ensuite nous

résolvons un probléme d'unicité des lois optimales 3 propos d'un exemple

qui est traité dans [2],

I PRELIMINAIRES, NOTATIONS, DEFINITIONS

Soit T un temps fixé, fini., Soit C 1l'espace des fonctions continues
. n . . P
sur [O,f] 3 valeurs dans R, muni de la norme uniforme, Désignons par w

un élément de C et ||w|| = sup |w(t)|. Soient F la tribu boré&lienne de C
OgtgT -

et (Et), 0 <t T, la famille croissante des sous tribus de F, telle que

pour tout t > O, Et soit engendrée par des ensembles cylindriques jusqu'a
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1l'instant t. Soit U un ensemble borélien de Rquue nous appelons
1'espace des contrdles, muni la sous tribu de tribu borélienne de "
Posons
g(t,wyu) : [0,TI xCx U +R".
Nous considérons le systéme des équations différentielles sfochastiques
suivant, avec condition initiale X(0) = x, ol x est un vecteur fixé de R :
dxt = g(t,X,u(t,X)) dt + dBt (1.1)
Xo = X,
oi B = (Bt)’ 0< t T, est un mouvement brownien 3 n dimensions.
u = u(t,X) est le paramétre du éontrale : il sera défini rigoureusement
plus loin. Nous allons tout d'abord considérer 1l'existence et unicité
des solutions de l'équation (1.1). Ici l'existence signifie celle des
solutions faibles et unicité de méme signifie unicité en loi (voir [3]
pour les définitions de solution faible et d'unicité en loi). Supposons
que le coefficient g = g(t,w,u) de l'équation (1.1) satisfait aux
conditions suivantes :
(g.1) g est mesurable en triple (t,w,u),
(g.2) pour tout (t,u), g(t, ..., u) est Et - mesurable,
3 |ett,ww|? <k + |u %,
Définissons la classe admissible des contrdles de la maniére
suivante :

Définition 1.1. Soit s <t (0 £ s <t < T). Ondit que u appartient a

ut si u est une application de [é,ﬁ] x C dans U qui est mesurable en

=s

(t,w) et pour tout t, u(t,.) est Et - mesurable. On dit que 2: est la

classe admissible des contrdles sur [ﬁ,t].

= T . . . s
Posons U = U0 » alors on dit simplement que U est la classe admissible des

contrSles. De plus, tout &lément u de U est appelé un contrdle admissible. [

Dans ce cas, la remarque suivante est claire.
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Remarque 1.1.

1) Soient u'€ g: et u" € I_J: (r<sgt)e Si

{u'(‘r,w) sur [r,s)
u(t,w) =

u"(t,w) sur [s,t]
alors u€ I_J: .

2) Siu€ Uet 0 8<tg T, alors la restriction de u sur [s,t]

(o]

appartient & U_, [

s.
Soit P la mesure de Wiener uniquement déterminée sur 1l'espace

canonique (C,F). Supposons que la famille (Et)' 0 tg T, satisfait

aux conditions habituelles, i.e. elle est continue & droite et compléte

par rapport & P. D'ailleurs nous supposons que go est P - triviale. Alors

on a le résultat qui assure l'existence et unicité de 1'équation (1.1).

Proposition 1.1. Pour tout u€ U , il existe une solution et une seule pour

1'équation (1.1). De plus, la solution pY (la loi) sur l'espace

canonique (C,F) peut s'&crire :

u

P = ag(u) PIF » pour tout t, (1.2)

=t
ol ozg(u) est définie par (1.3) :

az(u) = exp { f; g(s,w,u(s,w))dv_ - -;- fg |gs|2ds } .

(1.3)
Autrement dit, PY est une mesure (unique) sur (C,F) pour laquelle
t
B, = w, -Jo g(s,w,u(s,w))ds (1.4)
est Cgt) - mouvement brownien.[]
Remarque 1.2.
1) Il est bien connu que ag(u) définie par (1.3) est une martingale par

rapport i (gt,P), qui est positive et uniformément intégrable,
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2) Soit B, la filtration naturelle de (Bt) définie par (1.4). Alors
il faut noter que Et c gt » pour tout t.[J

Nous allons définir la fonction de perte. Soit h une application
borélienne de [O,T] xl:Rn dans II{1 satisfaisant aux conditions suivantes :
1) pour tout u€ U , E" [ lh(T,wT)l ] < o,

2) pour tout u&€ U , tout t > 0, il existe une fonction

fu(t,w) c Ll(C,I;',P) telle que pour tout ve& I=J§.
a;(u) E [a']é(v)h(T,wT)[ Et] > fu(t,w) p.s.(P), ol ol désigne l'espérance
relative i P" définie par (1.2).

Remarquons que si h est positive alors la condition 2) est satisfaite.

Définition 1.2. Pour tout u & U posons

3 = & [n(tup) ] (=E [al@nrw) ] ). (.5

On dit que J(u) est la fonction de perte associée & u.[]

Définition 1.3. On dit que u € U est optimal si

J(u) = inf J(v).[O (1.6)
vel
Remarque 1.3. Dans la définition 1.2, la fonction h ne dépend pas de u.

Toutefois nous pouvons démontrer que certains cas ol h dépend de u se
réduit au cas ol la fonction de perte peut s'écrire comme (1.5). Par
exemple, prenons comme la fonction de perte

J(u) = Y [fg L(s,w,u(s,w))ds + h(T,wT) ].
Dans ce cas, en introduisant un autre espace probabilisé et un pouvement

brownien 3 une dimension sur cet espace, il est possible que la fonction de

perte ne dépend plus de contrdle u, (pour le détail, voir [2]) O
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IT LE PRINCIPLE OPTIMAL ET UNICITE EN LOI OPTIMAL

Soient u,v€ U et si on définit ugv par

ugv(s,w) - J u(s,w) sur [O,t) (2.1)
v(s,w) sur [t,T] ’

alors ugv appartient & U. Dé&finissons la fonction de valeur qui jouera

un rdle trés important plus loin.,

Définition 2.1. Pour tout t > 0, et tout u€& U, posons

t
o . u v
Wt = P - ess., inf T E o [h(T,wT) | Et]' (2.2)
v€l=1t

On dit que W, est la fonction de valeur.[]

Remarque 2.1, I1 faut noter que Wt est Et - adaptée (plus précisément,

gt_ optionnelle puisque gt est continue 3 droite en t). De plus, dans ce

veyu

t
u . uv
cas, pour tout u€ U, Wt = P -ess, inf T Eo [h(T,wT) | EJ p.s. (P).
t

(voir E11)0O

Le théoréme suivant est fondamental pour nos discussions

ultérieures,
Théoréme 2.1, (Rishel, Davis, Varaiya)
1) Pour tout u € I-I,(Wt, Et' PY) est une sous-martingale,
o . . . . u
2) Pour que u € U soit optimal il faut et il suffit que (Wt’ F.» P )

soit une martingale uniformément intégrable,
3) De plus, pour que u € U soit optimal il faut et il suffit que u soit

conditionnellement optimal ; i.e. pour tout t 3 O,

W, =E [h(Tw) | E,] pes. (B). D (2.3)
Remarquons que si u est optimal alors Wt est une martingale continue
par rapport a (1_"t, Pu). Plus précisément, si u est optimal alors il existe
une fonction (gt) - prévisible <1>t telle que, pour tout t 3 O, wt peut
s'exprimer :

W= W+ f(t) (®,, dB) p.s. (?Y), (2.4)
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oli B = (Bt)’ 0L t T, est un mouvement brownien sur l'espace canonique
(C, F), défini par l'équation (1.1) associée 3 u, et Wo = J(u).
Définissons trois ensembles des mesures sur l'espace (C, F) de la

maniére suivante :

M={";u€y} (2.5)
EP ={ ; ue U et u est optimal }, (2.6)
g{W} ={Q; (Wt. Fo» Q) est une martingale }. 2.7)

. 212 o . . . o
Disons que tout élément de M~ est une loi optimale. Alors il résulte

{w}

immédiatement du théoréme 2.1 que Eo =MnM" . Le théoréme suivant

d'aprés Jacod-Yor donne un critére pour unicité des lois optimales.

Théoréme 2,2. Soit Q{W}’Q ={R €)M{W} ; R est absolument continue par
{w} {w},Q

rapport 3 Q }. Supposons que Q €M , alors pour que 1l'ensemble M
consiste en un seul point (= Q) il faut et il suffit que (Wt) ala Erogriété

de représentation prévisible par rapport i (Et, Q) : i.e. pour toute

(gt, Q) - martingale Mt’ réelle bornée, il existe une fonction (gt) -
prévisible @t, convenablement intégrable, telle que

M= M+ f; o, dW_, p.s. (Q. 0 (2.8)

~

Donc on a un résultat i propos d'unicité des lois optimales ainsi :

Proposition 2.3, Soit u optimal dans U. Si Wt est une martingale ayant

la propriété de représentation prévisible par rapport i (gt, Pu), alors la
loi optiméie unique, [

Pour la démonstration, il suffit que l'on note que pour tout u, P' est
équivalente 3 la mesure de Wiener Pcd'aprés la proposition 1.1. La
proposition suivante donne une condition suffisante pourqu'une martingale

ait la propriété de représentation prévisible.
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Proposition 2.4. Soit (Bt) un mouvement brownien & n dimensions sur

un espace probabilisé (R, I, u) et soit (Zt) la filtration naturelle de
(Bt)' Si ¢ est un élément de Lioc(B) ne s'annulant jamais sauf des
ensembles évanescents et si Y = ¢,B (i.e. Yt = Yo + f; (@s, st)), alors
Y= (Yt) a la propriété de représentation prévisible. [J

En effet, l'énoncé découle immédiatement du fait que & # 0 et (Bt) a lui

méme cette propriété.

ITI EXEMPLE
Considérons un exemple dont le systéme de contrdle est défini par

1'équation différentielle stochastique suivante :

dX_ = u(t,X)dt + dB_, X_=xE R, (3.1)
et la fonction de perte est définie par

Jw =& [FT, [X,D ], (3.2)
oi B = (Bt)’ 0L t T, est un mouvement brownien & n dimensions, et x
est un vecteur fixé deR", F(t,x) est une application de [0 H T] X RJ_ dans
Ri, mesurable en (t,x), croissante en x pour tout t. Dans cet exemple;

nous allons définir la classe admissible contrdle de la maniére suivante :

on écrit u € gb si

1) u est une application de [p H I] x C danslfl, mesurable en (t,w),
2) Et - adaptée,
3) pour tout (t,w), Iu(t,w)l < k,

ol k est une constante positive, On ditque u est un contrdle admissible

siu €Z§b.

Remarquons que pour tout u E:gb, il existe une solution de 1'équation (3.1)
et une seule (toujours en loi), et la classe gb est aussi relativement
compléte. En ce qui concerne le probléme de trouver un contrdle optimal,

le théoréme suivant est bien connu :
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Théoréme 3.1. Soit w*'l'application de R" 3 valeurs dans R" telle que,

pour tout x = (xl, ceey xn),

-kx./|x|, six#0
w;(X) = { * (3.3)

0 , s8ix=0.,

Alors u*(t,X) = w*(c.xt) est un contrdle optimal, ol X = (Xt) est la
unique solution (en trajectoire) de 1l'équation (3.1) sur un espace
probabilisé (R, I, u) associée a u*. Par ailleurs cette solution
X = (Xt) est forte (i.e. U{Xs, st} = G{Bs, s<t). O

Nous allons considérer unicité des lois optimales. Dans ce cas,
la fonction de valeur Wt définie par (2.2) peut s'écrire :

W, =P - ess. inf . E [ F(T, IXTI) I

v'é:gt

L)

t]'

u*(t,x) = w*(t,xt) étant optimal, d'aprés le théoréme 2.1, W£ est égale

a (3.4)
W, = ' [ Fer, %[> | . ] pes. (@ (3.4)
*

ot E¥ signifie 1l'espérance relative i PY . On sait que la solution de

. s s K a
1'équation (3.1) associée 3 u est un processus de Markov, de méme, IXtI
est aussi un processus de Markov. En utilisant le semigroupe de ce

processus, si F appartient au domaine du générateur, alors Wt peut s'écrire :

= t 3 *
W, = B, gF(O, X, [) + /== Py rF (s |x [>aB_ ,  (3.5)
ol Pt T est le semigroupe de processus (|Xt|t) et (B:) est un mouvement
’ *

brownien sous P i une dimension, défini par (3.6)
* . - . -
dB_ = (X, dB.) / [X.| (si X_ #0), =0 (si X =0). (3.6)

a_
9x
la mesure produit dt (X) dP, alors (Wt) a la propriété de représentation

Si 1'ensemble {(s,w) ; Ps T F(s,]Xs|) = 0 est négligeable par rapport a
]

prévisible d'aprés la proposition 2.4, Par consequent, il résulte de la

proposition 2.3 que la loi optimale est unique-
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Cependant, on peut aussi vérifier unicité directement sans
utiliser les propositions 2.3 et 2.4, En effet, si 4 € Qb alors il faut
remarquer que

dB) = 4By - {(u_,X_/ |X.]) +k} dr, (3.7)

-

* . . . .
B apparaissant dans (3.6), est un mouvement brownien 3 une dimension sous

o
P . En substituant (Bo) a (B*) dans la formule (3.6), on a alors
t o 0 t o
W, PO’TF(O,lxl) I PS’TF(S,IXSI)dBS + [ == PS’TF(s,IXSI)

{(us, Xs / |Xs|) + k} ds.

D'aprés le théoréme 2.1, pour que u soit optimal il faut et il suffit que le

terme de variation fini est nulle. Par conséquent, si %; P TF(s,IXsl) ne
14

s'annule jamais sauf des ensembles négligeables(ds (x) dP), alors u° est
optimal si et seulement si
(u:, X,/ [X[) + k=0, p.s. (ds @ dP).

- o LN _ .0 _ -
Posens v Su -u_, alors (vs,us) = ( sz/|Xs| u_, sz / [Xs|)
2

k™ + k(u:, Xs / IXs|) 0. Par conséquent, v et u* sont orthogonales.

Finalement,

W ,u*) + W) = k2 + (v,v).

. . ~ b =
Toutefois, en tant que u® appartient a U, |u°| < ks Donc v 0, En

(uo, uo) = (u*-v, u*—v)

m‘

récapitulant les arguments précédents, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. Si {(t,w) : %;-Pt T F(t,|xt|) = 0} est un ensemble négligeable
H]

(dt &) dP), alors la loi optimale est unique. [
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