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MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES DES GROUPES

NILPOTENTS CONNEXES A GENERATION COMPACTE

R. SCHOTT

Université de NANCY I

I - GENERALITES

Soit G un groupe localement compact à base dénombrable (L.C.D), p une proba-

bilité adaptée sur G, H un sous-groupe fermé de G et Xl,X2,...,Xn des variables

aléatoires indépendantes à valeurs dans G et de même loi p. Soit n l’application

canonique de G sur l’espace homogène M = G/H, Zg - tt (X X - ... X g) = X n X n- j...Xn§
où g E G, g = n(g) E M, est une chaîne de Markov appelée marche aléatoire de loi p
partant de g, la probabilité de transition est : P(x,A) = (x E M, A boré-

lien de M).

On dira qu’un point x E M est transitoire s’il existe un voisinage V de x

tel que : P ~] = 0, x est dit récurrent si : P(Z 1 (Zx) - = 1 pour
nV 

n n V n
tout voisinage V de x.

II - BUT DE L’ARTICLE

Etudier les marches aléatoires sur les espaces homogènes M du type suivant :

M = G/H où G est un groupe nilpotent connexe à génération compacte et H un sous-

groupe fermé de G. Grâce à un théorème de structure de ces groupes G, nous ramenons

l’étude des marches aléatoires sur M à l’étude des marches aléatoires sur l’espace

homogène M’ = G’/,, où G’ est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et

H’ un sous-groupe fermé de G’. Nous indiquons également une méthode utilisant des

résultats dûs à L. AUSLANDER [1] qui permet en fait de se ramener au cas où H’ est

connexe. Cette hypothèse de connexité était jusqu’à présent nécessaire dans les études

faites sur les marches aléatoires sur les espaces homogènes. Voir [5] [7] et [11].

III - UN THEOREME DE STRUCTURE

THEOREME 1. - Si G un ghaupe niîpotent connexe, à génération compacte, U
ewte un sous-groupe compact distingué maximal K tel que G/K soit un

qnoupe de Lie connexe et connexe.

Preuve : On pourra consulter [8].
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IV - CARACTERISATION DES MARCHES ALEATOIRES

Nous désignons par A(H) le plus petit sous-groupe fermé connexe contenant H.

THEOREME 2. - Soit G un gnaupe nilpotent connexe à génération compacte, p une

probabililté adaptée sur G, H un sous-groupe genmé de G et K te 4ou,6-9,toupe

de G pax te 

Alors :

i) 4i A(H.K) distingué d.an6 G, état de t’e,6pace
homogène GIH ut 

est distingué dam G, t’espace homogène G/H est de

même nature que le. gnaupe 1 récurrent 4i

2).

Preuve : Nous allons tout d’abord établir quelques lemmes (souvent assez élémentaires).

LEMME 1. - H et K étant du sous-groupes ÓeJuné.6 de G, ut un 

fermé de homogène GIHK 

Preuve : La première partie du lemme est facile.

Pour la deuxième partie remarquons que : H.K ~ H donc gH.K m g.H.

Soit s la surjection canonique de G/H dans est continue et ou-

verte.

Ainsi tout voisinage ouvert de G/H.K est l’image d’un voisinage ouvert de G/H.

LEMME 2. - le~ apacu GIH et 4ont de même 

Preuve : K étant un sous-groupe distingué de G est aussi un sous-groupe distingué
de H.K

On peut alors appliquer le lemme 1 de [11] : il existe un isomorphisme (appli-
cation bijective, bicontinue, équivariante) entre G/H et G/K/ d’où le résultat.

HK/K

LEMME 3. - e,6pacu 4ont de même 
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Preuve : Posons G’ = G/K et H’ = HK/K
Nous allons utiliser les deux lemmes suivants.

Lemme a : soit r de G/ H dam pa4 :

r(g.H) = 9 A(H)

AiolL6 r ut continue surjective et poun tout compact C de

G/ r -1 (C ) e6~ un compact de G/ .

Preuve : r associe à la classe g.H l’unique classe modulo A(H) qui la contient.

Le diagramme suivant est commutatif :

où Pj 1 et p2 sont les projections canoniques.

Soit alors

. la continuité et la surjectivité de r sont évidentes.

t Soit K un compact de G/, on peut le recouvrir par un nombre fini de
compacts Vi tels que F soit compact. Alors :

est fermé (car r est continue) dans le compact

Leme b : Lu upacu homogènes G’/H’ et 6ont de même natute.

Preuve : Il suffit de montrer que les marches Un et V 
n 

définies respectivement
sur G’/ut et G’/ A(H’) passent simultanément dans deux mêmes compacts : soit K un

compact de compact de GIH, et on a :



-240-

En effet, grâce à l’équivariance on a :

LEMME 4.- ta. H21K avec H gtoupe deptmé de
G HK, de ptU6 HK dans fl2 (i. e : ut 

Preuve : A(HK/K) étant un sous-groupe de G/K est donc de la forme : H2/K avec

K.

Or : H2/K = A(HK/K) est fermé connexe et K est fermé connexe.

Par conséquent H2 est un sous-groupe fermé connexe de G et HK.

La deuxième partie du lemme découle d’un résultat da à L. Auslander [1] :

si A(H) est le plus petit sous-groupe fermé connexe contenant H (l’enveloppe

algébrique de H) alors H est uniforme dans A(H).

LEMME 5 . - H 1 / K distingué daYL6 G/K .6i et H 1 ut dL6üngué
dam G.

La preuve de ce lemme est facile, pour plus de détails on peut consulter [2].

Fin de la preuve du théorème :

1) Si A(HK) est distingué dans G 
- 

alors G/H est de même nature que le

groupe G/H (G/H est récurrent si et seulement si 2).
1 1 1

2) Si A(HK) n’est pas distingué dans G :

Nous appliquons alors successivement les lemmes 1, 2, 3, 4 : on est ainsi ramené

à démontrer le résultat dans le cas d’un groupe G de Lie, nilpotent, simplement
connexe et d’un sous-groupe H fermé connexe de G.

THEOREME. - Soit G un gnaupe de Lie nilpotent simplement connexe, H un 

ghoupe connexe non dL6üngué de G. Soient X1,...,Xn des variables

indépendante,6 â valeurs dans G, de même loi p, n 
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de G dan6 t’u pace Zgn 
la matche atéatoixe partant de n(g). 
Alors tout état de ut tumitoite, de plu6 6i p ut étalée le pontentiel
de tout compact M~ 

Preuve : Le détail de la démonstration se trouve dans [11].

Nous allons en donner ici les principales étapes :

! - Eta e : : On montre qu’on peut se ramener au cas où G est un groupe nilpotent
de classe 2.

Etape : Si % est l’algèbre de Lie de H et si -t est un supplémentaire de

~2 [~,~] dans ~ (avec 5 algèbre de Lie de G) alors on peut supposer k C*

3 - Etape : On peut supposer que dim($) = J.

4eme Eta e Si B est la forme biliné-aire antisymétrique associée à [*~*] dans

~~ en appelant ’6 le noyau de B on peut supposer 9 inclus dans un supplémentair(
de 16.

5 " Etape : On explicite l’action de G sur G/H en utilisant la formule de

Cambell-Hatisdorf.

6ème Etape :
a) si p admet des moments d’ordre 4+6 on montre le résultat voulu en utili-

sant la méthode des fonctions barrières.

b) on établit ensuite le même résultat sans hypothèse de moment en utilisant

le lemme suivant [2].

LEMME.- Poux que l’espace homogène G/H soit transitoire il faut et 

que toute marche symétrique et du moments de otdte,6 
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