ANNALES SCIENTIFIQUES
DE L”UNIVERSITE DE CLERMONT-FERRAND 2
Série Mathématiques

R.SCHOTT

Marches aléatoires sur les espaces homogenes des groupes
nilpotents connexes a génération compacte

Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-Ferrand 2, tome 69, série Mathéma-
tiques, n° 19 (1981), p. 237-242

<http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1981__69 19 237_0>

© Université de Clermont-Ferrand 2, 1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-
Ferrand 2 » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1981__69_19_237_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

=237~

MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES DES GROUPES
NILPOTENTS CONNEXES A GENERATION COMPACTE

R. ScHoTT

Université de NANCY I

I - GENERALITES

Soit G wun groupe localement compact 3 base dénombrable (L.C.D), y une proba-

bilité adaptée sur G, H un sous-groupe fermé de G et XI’XZ”"’Xn des variables

-

aléatoires indépendantes a valeurs dans G et de méme loi y. Soit § 1l'application

an_]...X g) = Xan_l...XAg

oi g€ G, g =mn(g) €M, est une chalne de Markov appelée marche aléatoire de loi y

canonique de G sur l'espace homogéne M = G/, Zﬁ = (X

partant de g, la probabilité de transition est : P(x,A) = u*ex(A) (x € M, A boré-
lien de M).

On dira qu'un point x € M est transitoire s'il existe un voisinage V de x
tel que : P [ZIV(Zz) = +o] = 0, x est dit récurrent si : P(E lv(Zz) = 4+0) = 1 pour

tout voisinage V de x.

IT - BUT DE L'ARTICLE

Etudier les marches alé@atoires sur les espaces homogénes M du type suivant :
M= G/H oi G est un groupe nilpotent connexe 3 génération compacte et H un sous-
groupe fermé de G. Gri3ce 3 un théoréme de structure de ces groupes G, nous ramenons
1'étude des marches aléatoires sur M & 1'étude des marches aléatoires sur 1l'espace
homogéne M' = G'/H. oi G' est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et
H' un sous—groupe fermé de G'. Nous indiquons également une méthode utilisant des
résultats dlis 3 L. AUSLANDER [1] qui permet en fait de se ramener au cas oi H' est
connexe. Cette hypothése de connexité était jusqu'ad présent nécessaire dans les é&tudes

faites sur les marches aléatoires sur les espaces homogénes. Voir [5] [7] et [I11].

III - UN THEOREME DE STRUCTURE

THEOREME 1.- S{ G est un groupe nilpotent connexe, a génération compacte, AL
existe un sous-groupe compact distingue maximal K tel que G/g s0it un
aroupe de Lie connexe et simplement connexe.

Preuve : On pourra consulter [8].
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IV - CARACTERISATION DES MARCHES ALEATOIRES

Nous désignons par A(H) 1le plus petit sous—groupe fermé connexe contenant H.

THEOREME 2.- Soit G un groupe nifpotent connexe d génération compacte, m une
probabilite adaptée sur G, H un sous-groupe fermé de G et K Le sous-groupe
de G dégini par Le théorneme 1.
Alons :
L) 84 A(H.K) n'est pas distingué dans G, tout état de £'espace
homogene G/, est transitoire.

i) 84 A(H.K) est distingué dans G, L'espace homogéne G/y est de
méme nature que Le groupe G/ A(H.K) (c'est-a-dirne nécwurent 84

Preuve : Nous allons tout d'abord &tablir quelques lemmes (souvent assez élémentaires).

LEMME 1.- H et K @etant des sous-groupes fermés de G, H.K est un sous-groupe
ferme de G et 84 L'espace homogene G/y, est transitoirne, G/y L'est aussd.

Preuve : La premiére partie du lemme est facile.
Pour la deuxiéme partie remarquons que : H.LK o H donc gH.K o g.H.
Soit s la surjection canonique de G/H dans G/H g /S est continue et ou-

verte.

Ainsi tout voisinage ouvert de G/H gk est 1'image d'un voisinage ouvert de G/H'
LEMME 2.- Les espaces homogenes G/y et G/K/HK/ sont de méme nature.
K

Preuve : K é&tant un sous—groupe distingué de G est aussi un sous—groupe distingué
de H.K
On peut alors appliquer le lemme 1 de [11] : il existe un isomorphisme (appli-

cation bijective, bicontinue, &quivariante) entre G/H et G/K/HK/ d'ol le résultat.
K

LEMME 3.- Les espaces homogenes G/K/H.K/K et G/K/A(HK/K) sont de meme nature.
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Preuve : Posons G' = G/K et H' = HK/K

Nous allons utiliser les deux lemmes suivants.

Lemme a : Soit T XL'application de G/y dans G/A(H) déginie par :
T(g.H) = g A(H)

Alons T est equivariante, continue surfective et pour tout compact C de
-1
G/A(H)’ I "(C) est un compact de G/H.

Preuve : I' associe 3 la classe g.H 1l'unique classe modulo A(H) qui la contient.

Le diagramme suivant est commutatif :

G

G/ 4£____G/ oi p, et p, sont les projections canoniques.
A(H) H 1 2

Soit alors : x = g.(H) € G/H et g' €G ona:

I'(g'.x) = I'(g'g.H)

g'g.A(H)

g'(g.A(H))

g'T(x)

* la continuité et la surjectivité de [I' sont é&videntes.

+ Soit K un compact de G/ y» on peut le recouvrir par un nombre fini de

A(H

compacts V; tels que P-](Vi) soit compact. Alors :

Tw.)

-1 -1 _ -
I e W) =yro

F—](K) est fermé (car I est continue) dans le compact U P_l

1

v.).

1

Lemme b : Les espaces homogenes G'/y et G'/A(H’) sont de méme nature.

Preuve : Il suffit de montrer que les marches Un et Vn définies respectivement

sur G'/H. et G'/A(H') passent simultanément dans deux mémes compacts : soit K un

compact de G/A(H') d'aprés le lemme (a), T_l(K) est un compact de G/H, et on a :
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')

V €EKeoU €T
n n

En effet, grace a 1'équivariance on a :

...XAx) x €G'/

I‘(Vn) = I'(Xn.Xn_] A(Hl)
= XX _ ...XT®)
=0T
n

LEMME 4.- A(HK/() 4'Ecnit sous La forme Ha/ avec H, sous groupe ferme de
G contenant HK, de plus HK est uniforme dans H, (Li.e : Holyg est compact)

Preuve : A(HK/K) étant un sous-groupe de G/K est donc de la forme : HZ/K avec
H2 o K.

Or : H2/K = A(HK/K) est fermé connexe et K est fermé connexe.

Par conséquent H2 est un sous—-groupe fermé connexe de G et H2 > HK.

La deuxiéme partie du lemme découle d'un résultat di 3 L. Auslander [1]
si A(H) est le plus petit sous—groupe fermé connexe contenant H (1'enveloppe

algébrique de H) alors H est uniforme dans A(H).

LEMME 5.- Hy/ est distingul dans G/, 84 et seulement s{ H; est distingue
dans G.

La preuve de ce lemme est facile, pour plus de détails on peut consulter [2].

Fin de la preuve du théoréme :

1) Si A(HK) est distingué dans G alors G/, est de méme nature que le
H

groupe G/H] (G/H] est récurrent si et seulement si rg(G/H]) < 2).

2) Si A(HK) n'est pas distingué dans G :

Nous appliquons alors successivement les lemmes 1, 2, 3, 4 : on est ainsi ramené
34 démontrer le résultat dans le cas d'un groupe G de Lie, nilpotent, simplement

connexe et d'un sous-groupe H fermé connexe de G.

THEOREME. - Soit G un groupe de Lie nilpotent simplLement connexe, H un sous-
grhoupe fermé connexe non distingué de G. Sodlent X,,...,Xn des varniables
aléatoines indépendantes a valeurns dans G, de méme LodL yu, w L'application
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caninique de G dans £'espace homogéne Gly et Zﬁ = n(xn...xAg) = Xn...XAn(g)
La manche aléatoine partant de nlg).

Alons tout état de G/H est thansitoine, de plus 84 y est étalée Le potentiel
de tout compact est borne.

Preuve : Le détail de la démonstration se trouve dans [11].

Nous allons en donner ici les principales étapes :

-~

ér - .
1°5€ Etape : On montre qu'on peut se ramener au cas oi G est un groupe nilpotent

de classe 2.
2°T€ Etape : Si Jé est 1'algébre de Lie de H et si & est un supplémentaire de

gz = [‘3.,%] dans "9 (avec ‘9 algébre de Lie de G) alors on peut supposer X
3€0e Etape : On peut supposer que dim( ‘32) =1,

452 Etape : Si B est la forme bilinéaire antisymétrique associée & [+,] dans

g?z, en appelant 6 le noyau de B on peut supposer AS inclus dans un supplémentaire
de 6.

éme
s_

Cambell-Hatlisdorf.

Etape : On explicite 1l'action de G sur G/H en utilisant la formule de
65 Etape :

a) si p admet des moments d'ordre 4+§ on montre le résultat voulu en utili-

sant la méthode des fonctions barriéres.

b) on établit ensuite le méme résultat sans hypoth@se de moment en utilisant

le lemme suivant [2].

LEMME. - Pour que L'espace homogene G/y 804t trhansitoire 4L faut et L suffit
que toute marche symétrique et ayant des moments de tous ordres s04it trhansitoire.
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