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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D'UN SYSTEME INFINI DE PARTICULES

ADDITIF SUR Z

C. COCOZZA - M. ROUSSIGNOL

Université PARIS VI

1 Présentation du modéle

Nous allons montrer comment des méthodes de percolation permettent
d'étudier des systémes infinis de particules qui é&voluent par naissance
et mort. Nous commencerons par &tudier le processus de contact, puis
nous montrerons que ces méthodes s'appliquent plus généralement.

Le processus de contact est un processus de Markov & valeurs
dans E = (O,I)Z qui évolue par naissance et mort ; chaque particule
existante meurt au bout d'un temps exponentiel de paramétre A
indépendemment du reste de la configuration ; une particule ne peut
naitre en un site que si au moins un site voisin est occupé et alors la
naissance a lieu au bout d'un temps exponentiel de paramétre proportionnel
au nombre de voisins occupés; enfin il ne peut arriver qu'un seul
événement, naissance ou mort, & la fois.,

I1 est possible de construire une version de ce processus sur le

schéma percolatif dans 1l'espace temps (Z x[R) suivant :



figure I

Sur chaque fibre ({x} xR) on met trois processus ponctuels de
Poisson indépendants : le premier de paramétre A qui estreprésenté par les
croix sur le schéma; les deux autres de paramétre 1 qui sont représentés
sur le schéma par des flé&ches reliant la fibre voisinne vers la droite ou
vers la gauche suivant le processus ponctuel. Les processus sur chaque
fibre sont indépendants les uns des autres. Nous allons définir le
processus 5: partant de la configuration initiale x a4 1'instant 0., Sur
le schéma percolatif, définissons un chemin comme une ligne orientée
composée de segments horizontaux et verticaux, les segments horizontaux
étant composés de fléches, les segments verticaux &tant sur les fibres
verticales; la ligne suit le sens des fléches et le sens croissant du
temps; elle s'arréte dés qu'elle rencontre une croix. On définit alors
E: comme l'ensemble des points de (Z x {t}) reliés a ({x} x {0}) par un

tel chemin. Pour une configuration initiale quelconque n, on définit



52 =xugt. On peut alors verifier que §2 a les propriétés voulues :

€
c'est un processus markovien vues les propriétés d'indépendance des
processus de Poisson; il est homogéne dans le temps. Si f appartient
a éZ)(E), ensemble des fonctions de E dans (R ne dépendant que d'un
nombre fini de coordonnées, on vérifie que si £F1 est la filtration

engendrée par les processus de Poisson jusqu'au temps t

f(Eg) - f(m) - f; ds Lf(EZ) est une ( EF;, P) martingale

o Lf(n) = } {1 AEM\D-£(M)] + 1 (x’én)[n(xﬂ)m(x-l)] [E(ux)-£(n)] }
xe2

(xen)

ce qui est une traduction des propriétés décrites au début.

Le processus de contact a &té étudié par Harris et par Griffeath
dans plusieurs articles. Ces travaux sont exposés dans le livre de
Griffeath [G]. Ici nous redémontrons leurs résultats et nous complétons
leur étude en donnant des résultats pour toutes les valeurs du paramétre
A

II Mesures invariantes

-

Un des problémes naturels 3 résoudre pour un tel modéle est
l'identification des mesures invariantes et la détermination des bassins
d'attraction des différentes mesures invariantes.

Il y a une mesure invariante &vidente, la mesure de Dirac sur le
vide 5¢ : si le systéme est vide, il le reste.

Sur le schéma percolatif, il est possible d'identifier une autre
mesure invariante. Sur (2 x {0}) considérons les points qui sont
connectés a l'infini vers le bas, c'est 4 dire qui sont sur un chemin
infini vers le bas. Ces points constituent un processus ponctuel sur 7
dont la loi Vv est invariante par le processus de contact. En effet, si
on note E: le processus de contact ayant comme configuration initiale le

processus ponctuel des points connectés d& 1l'infini vers le bas, par
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construction les points de Ez sont les points de (2 x {t}) connectés a

1'infini vers le bas, donc la loi de E: est V.

Proposition 1 : Si f appartient & GED(E), lim Ef(€:5 = y(f).
tl4o

Démonstration : S: a méme loi que l'ensemble des points de Z x {0}
connectés 3 Z x {-t}. Si t tend vers +», la loi de ce processus ponctuel
tend vers la loi v. [

On a identifié deux mesures invariantes v et 5¢. Elles peuvent &€tre
égales si A est assez grand. Les propriétés de croissance du modéle
donnent :

Proposition 2 : Il existe une valeur 2" telle que

si A > A* v=20

)
A *
si A <A v#ES, .
9
Cette valeur A" est le seuil de percolation du schéma percolatif utilisé,
On a trouvé des bornes inférieures et supérieures pour 2 (cf [G] page 35).
si A>2" 1a proposition suivante montre qu'il n'y a qu'une seule
mesure invariante 5¢ et que le systéme de particules s'étend :

P . * . . .
Proposition 3 : Si A > A et si f est une fonction croissante ou

décroissante de cza(E), pour toute loi initiale M

lim Ef(E:) = £(0).
th+oo

Démonstration : La propriété de croissance montre que
Ef(Ei) > Ef(&ﬁ) > f(P) si £ est croissante
d'oli la propriété a la limite. [

III Décomposition ergodique 3 haute concentration

. * ° -~ - .
Si A < A, v est différent de 5¢ ; le systéme ne s'&teind pas
nécessairement. Nous' allons alors montrer que v et Gﬂ sont les deux

seulés mesures invariantes extrémales.
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Pour cela nous commengons par montrer que lorsque Sn ne s'éteind pas,
il s'étend dans tout l'espace. Plus précisément si r (resp. 22) est
l'extrémité droite de 52 quand 52 n'est pas vide (resp. gauche) et si
n

T est le temps d'extinction de En, nous avons :

Proposition 4 : Si A < A" 1im £ l = + ® p,8,

tho € (T=4)

n
1 2' = = © x-X
t:: t! (N=ter) p.s

Cette proposition se démontre de deux maniéres différentes. Durrett
dans [D] a démontré par des techniques de sous additivité que si

¥ p.s.

X
= +®) —= —> (o et ensuite, en utilisant les propriétés d'additivité

(T
que a > 0 s8i A < A", Dans [C,R] nous utilisons une autre technique qui
est basée sur la proposition suivante. Sur (Tx = ©) nous nous interessons
a m: l'extrémité droite des points de E: connectés a 1'infini vers le
haut.

Proposition 5 : Sur (t* = ®) muni de la tribu induite et de la probabilité

conditionnelle sachant (Tx = ), o

N est un processus markovien de saut

transient.

Démonstration : L'idée de la démonstration de la propriété de Markov est
que si t > s, m: est nécessairement sur un chemin issu de m: donc 1le
couple (Ei, m:) est markovien. Ensuite on identifie le générateur de ce
couple sur une fonction de mi seul en remarquant sur le schéma percolatif
que l'instant de saut aprés s a une loi exponentielle fixe et qu'd un
instant de saut la loi de saut ne dépend que de la position de mi a

cet instant de saut. La transience se montre en constatant un déséquilibre
vers la droite du fait que l'on regarde 1l'extrémité droite. [

Il est alors clair que la proposition 4 est vraie.

Proposition 6 ¢+ Si A < A* pour toute fonction f de JED(E) P.8.

[;(52) - f(E:&]l(Tn = 4w) " 0 pour t assez grand.
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. . * . .
Démonstration : Puisque A < A", P(TX = @) > 0 et p.s., il existe un
point x tel que * = #0, Sur (‘l:n = + ®) il existe un point y de n tel

que Ty = 4o, Donc sur Tn

= +o, d'aprés les propositions précédentes
1l'intervalle [L{, r{] n [2:, ri] tend vers Z tout entier. Or sur cet
intervalle Ei = 52 d'ol la proposition. []

On a alors la décomposition ergodique suivante :

o . . * .
Proposition 6 : Si A < A" pour toute fonction f de ia(E) et pour tout

loi initiale W, lim E£(E)) = [fu(dn)P(t"<=)]£(p) + [u@@me(t"=+=)] v (£).
oo

Démonstration : On remarque que
"y - g n
Ef(E) = £(MP(T < t) + E(£(E,) I(Tn 5 t)).
Le premier terme tend vers f(ﬂ)P(Tn < ®),
Pour le deuxiéme terme si t est assez grand f(EE) = f(Ei) sur (1.'n =) ,
Donc, modulo un décalage du temps et l'utilisation de la propriété de

Markov le deuxiéme terme tend vers f(Tn =0) 1im Ef(Ei) = P(Tn =0) \,(f).
tt+o

Le résultat avec toute loi Y s'obtient par intégration. [J

* . .
Corollaire 7 : Si A <X, Vv et 6¢ sont les seules mesures invariantes

extrémales.

Proposition 8 : Si A < A pour tout fonction f de ag)(E) n L'(v) p.s.

n . 1 ¢t n
sur (T' = o) lim — £(§) du =v(f).
u t*m t fo u

Démonstration : D'aprés le théor@me de Birkhoff

. 1 t V)
1lim — f(E)du = v(f).
t:+w t fo u

z ~
Or sur (‘rn = o) gi t est assez grand, f(EX) = f(gz) = f(Eu) d'ol 1a

proposition. [J

IV Processus de naissance et mort avec interaction selon plus proche

particule

La technique décrite ci-dessus pour le processus de contact
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s'applique sans grand changement 3 des processus plus généraux,
modulo une difficulté expliquée plus loin.

Construisons un nouveau schéma percolatif sur Z x [R de la maniére
suivante : sur chaque fibre on met un processus ponctuel de Poisson de
paramétre A (les croix sur le schéma) qui arr€teront les lignes de
percolation; sur chaque fibre on met un autre processus ponctuel de
Poisson de paramétre C, indépendant du premier, avec des marques (a,b)
a valeurs dans{NZ de loi m(da, db), ces marques &tant indépendantes
entre elles et indépendantes du processus ponctuel. Sur le schéma, on
trace autour de chaque point du processus ponctuel une fl&che i droite
de longueur a et une fléche a gauche de longueur b. Ce point x correspondra
a la naissance d'une particule si 1'intervalle Ex - b, x + q] rencontre
une particule vivante.

De la méme maniére que précédemment on peut alors définir un

processus 52 i valeurs dans E, markovien dont le générateur s'écrira :

Lf(n) = zz{)‘l(xen)

Xe

[E(\x)-£(n)]+ € (xdn) [1-m([0,r (x,n)]x[0,2(x,m])]

E(ux) - £m)]1
oi r(x,n) et 2(x,n) sont les distances de x au premier point de n &
droite et 3 gauche de x.

Cela couvre une catégorie assez grande de processus de naissance et
mort dont le coefficient de mort est constant et dont le coefficient de
naissance ne dépend que des distances aux particules les plus proches 3
gauche et 3 droite.

On peut alors refaire tout le travail fait aux paragraphes II et
ITII, a ceci prés qu'il y a ici deux seuils de percolation : 2" seuil de

. *% . .
percolation vers le bas et A seuil de percolation vers le haut.

On a alors les résultats suivants :
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. e . * . . .
Proposition 9 : «Si A > A" 8i f est une fonction croissante ou

décroissante de ED(E) pour toute loi initiale u

lim Ef(g‘é) = £(g).
tho

siA<A sif appartient 3 éD(E) pour toute loi initiale u

Lim E£(ED)=[/u(@nB(t"<)] £()+[fu(@p(t"=)] v(£);
thoo

Vv et 6¢ sont les deux seules mesures invariantes extrémales, Si A<X*Ak**,
on £ a0 D) 01 .
pour toute fonction f de (E) n L"(V), p.8. sur (T = x)

NN T R K
3:? [, £(E)du = V(D).

L . . * **
Nous n'avons pas d'indication sur les valeurs de A et A .
*% * . ' Py
Nous pensons que A = A mais nous n'avons pas été capables de le
démontrer, sauf dans le cas du processus de contact, ol c'est &vident par

symétrie.,
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