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AU SUJET DU CONTENU PROBABILISTE
D'UN LEMME D'HENRI POINCARE

L. GALLARDO

Université de Nancy I

Dans un article de 1975 (cf [1]), C. Borell utilise de maniére
cruciale le lemme suivant de H. Poincaré :

Lemme. -

Soit d un entier » 1 fixé et soit n un entier > d. On no-
te m la projection (xl,...,xn) - (x ,...,xd,O,...,O) de R"

d /n —_ . . X
sur IR™ et oM 1a mesure superficielle (normalisée) de la sphére
s;ﬁ de centre 1'origine et de rayon v/n dans R". Alors pour

tout borélien A de le on a :

1,2
N | n-1 1 - zlxl
Tim oM(nl(A) n s - fe dx
Notow NN A em¥2 I

ol Ix| désigne la norme euclidienne de x € Rd.

En d'autres termes, 1'aire normalisée, hachurée sur la figure
ci-dessous, converge vers la mesure gaussienne du borélien A de
Rd quand n tend vers 1'infini.
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L'importance de ce résultat dans diverses questions avait été
révéléepar H.P. Mc Kean (cf [4] et les références s'y trouvant)
mais & ma connaissance on ne s'é@tait pas encore jusqu'a présent in-
téressé d ce lemme pour lui-méme. Pourtant 1'intervention de l1a me-
sure gaussienne est assez inattendue. Ceci nous a incité a penser
que ce résultat (démontré de fagon purement analytique dans [3])
était de nature probabiliste. Dans ce qui suit nous montrons en
effet que 1le lemme de H. Poincaré est 1ié & une curieuse propriété
asymptotique du temps de sortie d'une boule pour le mouvement brow-
nien.

Théoréme. -

Soit Bl(t),...,Bn(t),... une suite de mouvements browniens
linéaires, indépendants et issus de zéro. Soit (rn)n>o une suite
de nombres positifs telle que T1im r;/n = 1. Soit T, 1'instant

N+ n

de sortie de la boule euclidienne de centre 0 et de rayon " dans
R" pour le mouvement brownien (Bl(t),...,Bn(t)). Alors Tt_ con-

n
verge en probabilité vers 1 quand n tend vers 1'infini.

Démonstration : Notons d'abord, pour justifier les calculs qui vont
suivre, que T, 2 des moments de tous les ordres (cf. par exemple
[2] page 44).

D'aprés la formule de Ito on a pour tout t >0 :

(1) Bi(t)+...+B;(t) = 2M 4nt,

ou M, = fgsld31+...+j83ndsn est une martingale. En faisant t = 1
dans la relation (1), on a

n

2—
(2) rn = ZMTn+"Tn

et en prenant 1'espérance des deux membres de (2), on obtient

l-s
sis’s

(3) E(t,) =
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puisque E(Mrn) = E(Mo) = 0. On a ainsi

4 E(MZ )
(4) Var(t,) = E(t}) --Eﬂ = 4.__5;2_ ,

d'aprés la relation (2). Or comme E(Tn) > 1 quand n - +e, il

. E(Mz,)
reste a voir que —r 0 quand n - +ow.

On a

M2

t t \
2 - (f031d31+...+[03nd3n>

n ,,t t t
fl(f081d8 ) e lsiijm(.(osidai)([oajdaj)’

A

(5)

La deuxiéme somme de (5) est une martingale puisque pour
i*J, Bi et Bj sont indépendants. De plus il est facile de voir

t
que pour tout 1, J B?(s)ds est le processus croissant associé
0

t
a la semi-martingale (I BidBi)z. Autrement dit, pour tout i,
0
t ) t,
(8) (IOBidBi) } IOBi(S)dS est une martingale.

t
IT en résulte que M [ (Bl(s)+ +B;(s))ds est une martin-

gale d'espérance nulle. Par le théoréme d'arrét de Doob on obtient
donc :

Th, 2 2
(7) E(MTn) fo (Bl(s)+...+Bn(S))dS.

A partir de (7) on obtient alors immédiatement 1a majoration

r‘o

(8) E(M: s r2 E(r)=—n".
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2 4
o EMg) oy oo .
Ainsi 7 €33 0 quand n - +w, ce qui achéve la dé-
monstration.
Corollaire.-

Soit d > 1 un entier fixé. Sous les hypothéses du théoréme,
le vecteur aléatoire (Bl(r )s- "’Bd(T )) converge en loi, quand
n - 4+, vers une 10i gaussienne centrée de covariance K = qu

Démonstration : I1 existe une sous suite d'entiers n; - 4o, telle
que Tng 1 presque sirement quand i - +o. Par continuité des
trajectoires browniennes, on a donc pour tout entier k fixé :

Tim B (tpn;) = B, (1) p.s.
jrtoo S k

Ainsi (Bl(Tni)”"’Bd(T"i)) converge presque slrement (donc
en 10i), quand 1 - +=, vers (Bl(l),...,sd(l)).

Or i1 est facile de voir que la suite des lois de probabilité
de (Bl(Tn),...,Bd(Tn)) (n €N) n'a qu'une seule valeur d'adhé-
rence (pour la convergence étroite) qui n'est autre que la loi de
(Bl(l),...,ﬁd(l)) (pour le voir procéder par extraction de sous
suites comme ci-dessus). D'aprés le théoréme de Helly-Bray le corol-
laire est donc démontré.

Lien avec le lemme de H. Poincaré : D'aprés la continuité des tra-
jectoires et 1'invariance par rotation du mouvement brownien, le
point (Bl(r )seensBy (T )) est uniformément d1str1bue sur la sphe-
re Sn 1 . IT en resu]te que la mesure Awm o (n (A) n S n-1

n est autre que la loi de (Bl(r )s- .,Bd(T )) qui converge vers
la loi gauss1enne centrée réduite quand n - +o- d'aprés le corol-
laire.

Remarque 1 : Heuristiquement notre théoréme dit que si n est trés
grand, le brownien (Bl(t),...,Bn(t)), issu de zéro, sort a peu prés
a 1'instant 1 de l1a boule de R" de centre 0 et de rayon vn. A cet
instant la composante sur Rd est, bien entendu, normalement dis-
tribuée.
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Remarque 2 : Par notre corollaire nous obtenons que

1.2
. 1. ds2f 2%
Tin P((8y (%), oBg(ry)) € W) = (3% e T ax

pour tout borélien A ayant une frontiére de mesure nulle. C'est
un tout petit peu moins fort que le résultat du lemme de Poincaré.
Cependant, par 1a méthode utilisée par A. Ehrhard dans [3], i1 est
trés facile d'obtenir la densité de probabilité du vecteur

(Bl(rn),...,Bd(Tn)) ; c'est (avec n = /) 1a fonction a support
compact suivante :

 (xprening) = 1 1 r(g) - 7(1- x1+..+xd)—2—-
n(Xgseens -

{x2 1t +xd<n} 37 ( )

et 1'on voit immédiatement, compte tenu de 1'inégalité classique
(1 —%)nse'a pour 0 g agn,

qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout n>d :

1, 2 2
= B(X1+. . +Xg)
fn(xl,...,xd) <Ce .

Par le théoréme de convergence dominée, on obtient alors le
lemme de Poincaré pour tout borélien A.
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