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FILTRAGE DE DIFFUSIONS BIDIRECTIONNELLES
POUR UNE OBSERVATION PONCTUELLE DE POISSON A
DEUX PARAMETRES

G. MAzzIOTTO ET J. SZPIRGLAS
CNET, 196 rue de Paris, 92220 BAGNEUX

Résumé : Une répartition de données ponctuelles sur un rectangle
D de Ri est représentée par une mesure aléatoire de Poisson Y.
On suppose que son intensité est une fonction connue d'une dif-
fusion bidirectionnelle X 3 deux paramétres. Comme dans le cas

a un paramétre, le modéle est identifié& grdce a une estimation
récursive du signal X. On donne relativement & une relation d'or-
dre partielle choisie sur R? l'expression des trois é&quations du
filtrage, horizontale, verticale et diagonale, correspondant a
trois types d'exploration de D. Ces &quations sont obtenues par
la méthode de la probabilité de référence.
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I - INTRODUCTION.

On décrit une distribution spatiale observée sur un
rectangle D de R? par une mesure aléatoire ponctuelle sur D :

Y(w;dz) )(dz) ol ey(dz) est la mesure de Dirac de R?

%% €yi(m
qui charge le point y. On suppose que l'intensité de Y est une
fonction instantanée, positive et bornée d'un processus d deux
paramétres X. C'est-a-dire que, conditionnellement & une trajec-
toire X° de X, Y est une mesure aléatoire ponctuelle de Poisson
sur D (cf COX et LﬁWIS [6]), caractérisée par la propriété sui-
vante (NEVEU [16]) : "Pour toute suite finie(A,...A)) de boréliens
de D, deux & deux disjoints, les v.a.aY(Ai) i=1...n sapt in-
dépendantes, de Poisson,de paramétre A(A;) = J;iH(x;)dz . La dy-
namique du processus d'état X sera précisée plus loin comme so-

lution d'équations différentielles stochastiques.

Ce modéle a &té utilisé pour décrire des hétérogénéités
de surface sur un matériau (BARTLETT [1]). La mesure aléatoire Y
représente, par exemple, une manifestation ponctuelle de quelque
défaut de structure. Dans ce cas, le processus X, mesure la plus
ou moins grande propension de ce matériau & porter un défaut au
point z. Comme dans le cas d& un paramétre pour des données tem-
porelles (SNYDER [18]), la répartition observée de Y est identi-
figée par 1l'estimation Q‘de X, sachant Y. Dans l'exemple précé-
dent,‘§~peut souligner une fracture dans le désordre apparent

des points observés.

Dans ce papier, l'attention est portée sur les estima-
tions'ﬁ'de X qui peuvent étre calculées de fagon récursive au
cours de l'exploration du domaine D. Plus précisément i‘est cher-
ché comme solution d'équations différentielles stochastiques dé-
pendant de Y. Il est évident que 1l'utilisation de toute 1l'obser-
vation Y sur D aurait donné une estimation §'de X plus précise,
mais en méme temps aurait nécessité dans la pratique plus de cal-

culs et un stockage plus important d'informations.

Dans ce qui suit, on définit une relation d'ordre par-

tielle sur R? : (s,t) < !s',t') si s ¢ s' et t g t'. On sup-
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pose que D est le rectangle : {(s,t)eR?/0<s<s,, O0<tgt,} pour
Zo = (so,to) fix&. Un tel choix est fondamental car il privilé-
gie les deux directions des axes de D. Il est alors possible
d'envisager différents modes d'exploration de D pour y compter

les points de Y. On étudie plus particuliérement les balayages
horizontal, vertical et diagonal du rectangle D. Les notions de

"temps", "causalité" et "récursivité" qui en découlent sont défi-
nies comme dans (WONG [21], WONG et TSUI [22]) et illustrées

par les figures 1, 2 et 3. A un point z = (s,t) de D est asso-

cié& son passé strict : Agt = {(s',t') : s'<s, t'<t} (resp. pas-
. Al — p® : . A2 = a0 -

sé& horizontal : AS Asto' passé vertical : At Asot). Le com

plémentaire de chacun de ces domaines est appelé le "futur"

1

aprés z et leur frontiére, axes exclus, 9A~, le "présent" a

1'instant z. A chaque passé est associé une estimation causale
e |

= , i =
de X par : xSt = E(xst/Yuv,uv eAst) pour i = 0,1,2. Le filtrage

est dit "récursif" [21] , si pour (s',t') > (s,t), le calcul de

Te !

A .
X" sur aAi,t. ne nécessite que la connaissance de Xi sur aA; et

et les observations Y entre aA;t et BAi,t.. Comme dans toutetla
théorie du filtrage non linéaire, les équations obtenues sont
seulement "pseudo-récursives", car le filtre est généralement de
dimension infinie. Ce probléme technique se résoud souvent dans
le cas 3@ un paramétre par des approximations, sujet qui ne sera

pas abordé ici.

Ce travail est une application d'une étude générale
sur le calcul stochastique et le filtrage pour des se -
mi-martingales d'un processus de Poisson (MAZZIOTTO et SZPIRGLAS
[13]). Le modéle est construit & partir de la méthode de la pro-
babilité de référence (ZAKAI [29])dont les applications au fil-
trage sont maintenant bien connues. (Par exemple : BOEL, VARAYA
et WONG [2], BREMAUD ‘et YOR [4], GERTNER [8], SZPIRGLAS et
MAZZIOTTO [19]). Dans le cas a deux paramétres, les équations
du filtrage non linéaire ont &té& obtenues pour le modéle clas-
sique continu par (WONG [20], KOREZLIOGLU, MAZZIOTTO et SZPIRGLAS

[11]).

IT -~ MODELE MATHEMATIQUE.

L'idée de la méthode de la probabilité de référence
est de définir le processus d'observation Y et le signal X sur
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un espace de probabilité ol leur loi jointe est trés simple. La
dynamique physique du systéme est alors obtenue par un changement
de probabilité é&quivalente.

1° - Préliminaires.

Tous les processus considérés dans ce papier sont in-
dexés sur le rectangle D de R? muni de la relation d'ordre par-
tielle définie précédemment. On utilise le calcul stochastique
développé par WONG et ZAKAI [23 & 28], CAIROLI et WALSH [5] pour
le mouvement Brownien d deux paramétres, et par MAZZIOTTO et
SZPIRGLAS [13] pour la mesure de Poisson sur le plan. Pour les
définitions et propriétés des intégrales stochastiques du mouve-
ment Brownien 3 deux paramétres, on peut voir par exemple [5],
[23]. Dans le cas des mesures aléatoires é&tudiées ici, toutes les
intégrales sont des intégrales de Stieljes. Si par exemple H est
un processus mesurable borné on définit 1l'intégrale :

(H.Y), = lﬂ H_, Y(ds,dt) = % Hy T(y;<z)

z
ol les points yi portent la masse de Y et I(A) est la fonction

indicatrice de l'ensemble A. Dans [13], cette définition est
étendue 3 une classe plus large de processus et sera ainsi impli-

citement utilisée dans la suite.

Un processus X est dit continu 3 droite et pourvu de
limites a gauche (c.a d.-1.3 g.) si et seulement si, pour toute
suite (sn, tn) décroissante vers (s,t), telle que (snzs, tnzt),

X converge vers X ., et pour toute suite (s_, t_) croissante
Sntn st n n

vers (sit) telle que (sn<s, tn<t), Xsntn converge vers une limite

notée xst‘

Sur un espace de probabilité (Q, A, P), on appelle fil-
tration, une famille E de sous-tribus de A qui vérifie les pro-

priétés usuelles F a F, :

. 1 '
I.“1 : Si z<z EzCEz-
F2 :go contient tous les ensembles P-négligeables
F3 3 Pour tout =z E, = f\ E_ .

z'zz
z'#2
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F, : Pour tout z = (s,t), E. sont condition-

to et gSot

nellement indépendantes sachant gst‘

Un Processus X est dit g—mesurable (resp. g-adapté),
si, en tant que fonction sur QxD, il est gz @D-mesurable avec D
o
la tribu borélienne de D (resp. il est E-mesurable et pour tout

z de D, xz est une v.a. gz—mesurable).

2° -~ Construction du modéle.

Sur un espace de probabilité (Q, A, P), on considére
un mouvement Brownien B et une mesure aléatoire de Poisson Y, in-
dexés sur D, d'intensité A, la mesure de Lebesgue sur D, mutuel-
lement indépendants, A toute mesure aléatoire M sur D on peut
associer un processus M = (MzzeD) en posant Mz = M(Ag). On note
F(resp. G) la filtration naturelle de (Y, B) (resp. Y) com-
plétée par les ensembles P-négligeables de A. Il est facile
de vérifier [13] que ces filtrations possédent les propriétés Fl
a F4 sans lesquelles le calcul stochastique associé n'a pas enco-
re été défini.

On obtient les équations du filtrage dans [13] en sup-
posant uniquement que le processus signal X est une semi-martin-

gale du mouvement Brownien B au sens de WONG et ZAKAI [28].
1) X, = X+ o dy+¢ B +f £ . dxB(dy)+ B
(1) X, ° ‘Lg{ yay+éy (dy) } Angg{ x,ydXB(ay) +g,  B(dx)dy

+y

ol les processus 0, ¢, £, g, P sont tels que les intégrales sont
bien définies (voir [28]).

x’yB(dx)B(cly)}

Cependant, comme dans le cas a un indice, il parait
utile de particulariser la forme du signal. On suppose donc¢ que
celui~ci est donné comme solution d'un systéme d'équations dif-
férentielles stochastiques dont 1'étude fera 1'objet d'un futur
papier. Plus précisément, on dit que X est une diffusion bidirec-

tionnelle s'il est défini de fagon unique par le systéme :

t S
— Ll h .
(2) xst = xo+j;h(u,t,xut)du-+J;‘J:g (u,t,xut)GuvB(duchn
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t trs k
x°+ 5 k(s,v;xsv)dv+S g g (s,V;st)GuvB(du dv)

3) X
(3) Xg¢ o oJo

(4) Xoe = X+ V(O{e(uv;xuv)du av + ¢ (uv;xuv)s(au dv) }
Az
+ {f (ab,uv;xub)da db B(du dv) + g(ab,uv;xub)du dvB (dacdb
A%xa°
2 +tlr(ab,uv;xub)13(da db) B(du dv) }

ol Gst

est une fonction certaine telle que jG;tds dt < =,
D
Il est bien &vident que trois é&quations pour définir
un seul processus, impliquent des liaisons trés fortes entre les
différents paramétres. Un exemple de tels processus est donné
par les processus Gaussiens Markoviens suivant ([10], LEFORT [12]):

(5) X, = Y(z)ULOY-l(x)G(x)B(dx)

z
ol Y est une fonction déterministe continfiment différentiable et
strictement positive et G est définie comme précédemment. A par-
tir de ces exemples, il est possible d'utiliser différents con-
cepts de propriétés Markoviennes (NUALART et SANZ [17], KOREZLIO-
GLU [10]) avec des interprétations physiques intéressantes. En
particulier, on peut montrer que la solution unique de (3), (4),
(5) est un processus de diffusion sur tout chemin croissant de D.

De maniére a décrire 1'évolution du systéme physique,
on munit l'espace (Q, A, P) d'une autre probabilité @ équivalen-
te 3 P, sous laquelle les processus X et Y ont les distributions
désirées. On utilise pour ce faire le théordme de changement de

probabilité suivant :

Théoneme 1. Soit H une fonction néelle continue bornée telle que H > a > 0
pour o donné. Sur £'espace de probabilité (Q, A, P). On considere Le proces-
dus L dégini parn »

6) 1, - exp[jAo{Log[H(Xy)]V(dy) -~ (H(X,)~T)Aldy) )]
Z

Alons :

a) L est une mantingale strictement positive de toutes puissances p, ]1<p<w,
intégrables. On en déduit que La formule :

(7) @QIA) = Ep(L,;A) VAeE, VzeD

définit une probabilit? Q equivalente a P sur A.
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b) Sous La probabilité @, Le processus B neste un mouvement Brownien et X a

La méme Lod sous P et Q.
c) Sous La probabilité Q, Le processus Y est un processus de Poisscn mélangé

d'intensité A dégini par :
(8) A(u) - ‘LH(XZ)A(dz) WU eD

La démonstration est analogue 3 celle donné&e dans [26]

pour le mouvement Brownien.

Ce théoréme montre que les processus X et Y définis sur
l'espace (2, A, Q) représentent bien le modéle décrit dans 1'in-

troduction.

I1I - LES EQUATIONS DU FILTRAGE.

Un des avantages de la méthode de la probabilité de ré-
férence est de permettre un calcul facile des équations du fil-
trage. L'application de cette méthode ne suppose qu'un théoréme
de changement de probabilité, une formule de Ito et une hypothése
générale sur l'espace de probabilité (voir BREMAUD et YOR [4],
GERTNER [8], SZPIRGLAS et MAZZIOTTO [19] pour des exemples dans
le cas @ un paramétre, WONG [20], KOREZLIOGLU, MAZZIOTTO et
SZPIRGLAS [11] dans le cas 3 deux paramétres).

Avant de poursuivre il est nécessaire de donner une
définition plus précise des estimations X de X.

1? ~ Projections d'un processus sur une filtration.

Etant donné un processus X, E-mesurable et intégrable
sur l'espace (9, A, @), on veut définir un processus Q: G-mesura-
ble qui est une bonne version de 1l'espérance conditionnelle
ﬁ; = EQ(XZ/QZ). On remarque, par définition de la probabilité Q
sur (2, A, P) que :

0 -1
X, = Eb(Lzoxz/gz)EP(szgz' :
De plus, une structure particuliére de l'espace de probabilité
(2, 3, P) va permettre d'exprimer ces différentes espérances con-

ditionnelles au moyen d'un noyau trés simple.
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Dorénavant, on suppose que l'espace ({, A, IP) est
construit comme un produit tensoriel des espaces canoniques as-
sociés 3 B et Y, c'est-d-dire :

o = oPxa¥, a=2P=aY, p(aw’® v’ = PP(au®)ap¥(dw’)

On identifie Gzoet A'.SoitK lenoyau de (2, G, , P) dans
(o]
(Q, Ez , P) défini par :
R o]
K(w' ;deB,dw’) = eB(auwB)m ey (aw¥)
avec € ., la mesure de Dirac en w'.

Si U est une v.a. Ez -mesurable,
=20

K(U) (oY) =f U(wB,wY) pB(awd).

Théoneme 2. Soit U une v.a. Ez -mesurable intégrable surn (Q, A, P). Alons :
_heoieme < =z, A
a) EP(U/QZO) = K(U) P-p.s.

b) Si U est E -mesunable, K(U) est G -mesunable.
La démonstration est une conséquence directe du théoré-
me de Fubini sur (%, A, P).

Le résultat suivant montre que l'opérateur K de G-pro-
jection préserve la régularité des processus. Pour p>1 on définit

HP(P) comme 1'espace des processus séparables X F-mesurables tels
que : qp(sgpllep)<m.

Théoneme 3. S{ X est un processus meeéunable de #’ (P) (nesp. C.a d.-2.a g.),
K(X) est un processus G-mesurable de W (P) (resp. c.a d. £.a g.. On a de ptup
K(X)_ = K(X_)).

Démonstration : Gr&ce au théoréme de Fubini, il existe un ensem-
ble 2'Y, tel que pY(a"Y) =1, sur lequel suplle est PP-intégra-
D

ble. On en déduit que
)

K(X)_ (w K(X_) (wY) si wieq'¥

=0 sinon

définit un processus G-mesurable de Hl(P).

De méme, si X est c.d 4. 1.3 g. et z une suite crois-

sante de D vers z, les v.a. XZ , Ssur Q'Y , sont dominées par
n _ - .
suplle et convergent p.s. vers X . Le théor2me de Lebesgue en-
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traine alors que les K(Xz ) convergent vers K(x;) = K(X);.

n
Remarque. Grdce aux in&galités maximales de CAIROLI-DOOB [5],
ce théoréme s'applique aux martingales L, c.a d.-1.a g. de

carré intégrable.

Les estimations ﬁi, i=0,1,2, définies dans 1'in-
troduction peuvent alors s'exprimer en fonction de la martin-
gale L et de l'opérateur K dans une formule du type“KALLIANPUR-
STRIEBEL" [9]. Pour un processus X, F-adapté, intégrable, on
définit :

= = -1 X

(9)  En(X /Ggy) = x;t = K(L_ X_ )JK(L_ ) = noté& X(st/st)
=X = -1 LD

(10) EQ(xst/gsto) = X3, = R(Lgy Xgp) K(L to) noté X(st/sto)
__/\z _ -1 )

(11) EQ(xst/gSot) =Xy = K(g ot Xg)K(Lg ) = note X(st/spot) .

Etant donnés deux processus U et V, E-adaptés et inté-
grables de produit UV intégrable, la covariance conditionnelle
de U,V est définie par :

(12) pst(Uab'vuv) = K(L t ab uv)K(L ) K(L U b)K(Lst uv)K(L )

ol (a,b) et (u,v) sont dans Ast' On utilisera souvent :

-1
(13) Rst(U p t(Uab,Vuv)V (uv/st) .

ab'vuv)
Les &quations du filtrage sont obtenues en exprimant
les processus LX et L sous forme intégrale, puis leur projection
par l'opérateur K et enfin en utilisant les formules'(9), (10)
et (11). On a donc besoin d'un résultat de projection d'intégra-

les stochastiques analogue i celui de BREMAUD et YOR [4].

Théoneme 4. Solent Y et B Les processus défd déginis sun L'espace (Q, A, IP).
a) Pour un processus ¢, F-mesurable tel que E(|¢]. V) < e, on
: K(9.Y) = K(g).V.
b) Pour un processus ¢, F-mesurable tel que £'intégrale ¢.B so0it
une martingale, K(¢.B) =

Démonstration : a) se déduit par application du théoréme de
Fubini a la mesure u(dz,dw®, du’) = Y(o¥,dz)P¥ (du¥)PB(du®) ;

b) est démontré dans [13] pour des fonctions é1&-
mentaires et par densité pour des martingales de carré intégrable.
Le résultat est finalement obtenu par un passage 3 la limite.
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2° - Les équations latérales du filtrage.

La distribution Y est observée par une exploration ho-
rizontale (resp. verticale) du rectangle D. Les notions associées
de temps, causalité et récursivité [21] sont repré&sentées dans la
figure 1 (resp. figure 2). Comme dans [21], [10], [11], on peut
remarquer que les formules obtenues sont en fait des formules de
filtrage @ un paramétre. Ici, Y évolue comme un processus ponc-
tuel marqué, dont les &quations associées du filtrage sont bien
connues (BREMAUD [3]).

Pour plus de simplicité, on introduit les notations
suivantes : si p est une mesure donnée et"Ust - Ug auvu(du,dv)
o

st

s
dsust = S:asvu(ds,dv),dtust = Soautu(du,dt),dsdtUst = astu(ds,dt)
Théoneme 5. Les équations horizontales du §iltrage.
Soit X un processus de H?(Q) défini par La formule (2). Alons

Le processus R est solution de t'équatéon :

< - . 0p- 1
(14) dX(st/82y) = his, ;X ,/82,)ds +‘Io Ryt Woprfygl Ve (d5,d8)
avec La mesure d'innovation horizontale v définie pan :
(15) v}, (ds,d8) = V(ds,d8) - Hlsp/sty)A(ds,ds)
Hy ¢ d@signe La fonction H(X ) et R;to La Limite a gauche en & de Réto'

Démonstration : La probabilité de référence est utilisée explici-

tement en exprimant :
/\1 =
Xst K(I"stoxst)K(Lstc,)

les processus L X ., etL sous forme d'intégrales stochasti-
sty st st

ques relativement & Y et B. Le théoréme 4 donne les projections
de chacun des termes et la formule de Ito appliquée enfin au

-1. On écrit, grdce & la formule de Ito,

rapport définissant X! montre (14).

Cette équation montre que tout calcul récursif de Qi
fait intervenir le vecteur X indexé sur [o,s ], & valeurs dans
l'espace des fonctions c.ad. 1.3 g. sur [o,to], définie par
X, = Xst,t.e[b,to]. Ceci confirme le point de vue de WONG [21] et
KOREZLIOGLU [10]. Dans ce dernier papier, 1'équation du filtrage
linéaire pcur un processus 3 deux paramétres était obtenue en

utilisant les résultats sur le filtrage linéaire des processus a



=135-

valeurs dans un espace de Hilbert. L'équation verticale du fil-

trage est analogue.

3° - Les équations diagonales du filtrage.

On suppose maintenant que D est exploré suivant les
deux directions a& la fois comme il est montré dans la figure 3.
On obtient par une démonstration analogue a celle du théoréme 5,
1'&quation que vérifie le processus/)?o

st
que l'on peut trouver dans [13] est assez lourde. Cependant, sous

. Cette équation générale

les hypothéses de ce papier, ou si plus généralement le processus
Hst est aussi une semi-martingale du mouvement Brownien B, 1l'é-
qguation se simplifie, faisant intervenir les mesures d'innova-
tion et celles engendrées par les covariances conditionnelles.

Plus précisément :

Thondme 6. Le processus R (X ., H,,,) est une 1-semi-martingale et virifie
L'équation (16) :
(16) d,R (X, esHry) = {R RIS, 4X D)+

L

Sokét(HA ) RyelXyz Hyre)- Ry ¢ X pitlgr g Hgy) 1 dvIds

y[ (Xy ety r ) RypXygitlg) R (X gitlyr ) Jvgolds,du).

La démonstration repose sur l'application du théoréme 5
aux processus xstHs't' XSt et Hs't'

On a alors le résultat fondamental :

Théonéme 7. L'équation diagonale du §iltrage.
Soit X un processus de H?(Q) défini parn Les formules (2), (3) et

(4). Atons Lo processus X, satisfait £'Equation suivante :

(17) dédtj(\(ét//st) Blst/st)dsdt + R, (X

Yo At)" (ds,dt)

At

8 74
2
+j dARAt( sttt )Vat‘du’d’t) +So t( ot 5v)\’5t‘d's’d‘))

3 - -
joS {Rb/t( Xotitlgy) * RoeXgpitlye) - R»st(xét‘HAvHu P

{\);Jt(dé,du)\)2 (du,dt) + p (H V)dudvdédxt}
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avec Les innovations nespectivement, diagonale, hornizontale et verticale,

déginies parn : A

(18) Vo, lds,dt) = Vids,dt) - H(st/st)h(ds,de)
(19) v lds,dv) = Y(ds,dv) - Rlsv/st)n(ds,dv)
{20) V2 (du,dt) = Yldu,dt) - Alut/st)A (du, dt)

et R et p désignent nespectivement Les Limites & gauche de R et p.
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"Passé” "Présent" "Futur"
|
L}
. 4- 9
Information NouveTles”
stockée a (s,to) données
i
A} .
3 A; §S=(Xst, o<t<t°) Signal au temps s.
— i >
Figure 1 : filtrage horizontal.
1: T —4 "Futur"
Nouvelles données entre t et t' )
A
t e YPresent”
Information stockée A2 "Passa"
a (s.,t) t
09
\&
So ‘
Figure 2 : filtrage vertical.
"Futur"
WD " Nouvelles
Présent données P_,’,,—-)_( t=(X , ogvstsX ., ogugs)
1] an / =S sV ut
Passeé Signal au temps (s,t)
Information stockée Agt
st
- >
[}
s S So

Figure 3 : filtrage diagonal.
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