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REFLEXION DISCONTINUE ET SYSTEMES STOCHASTIQUES

M. CHALEYAT-MAUREL

Université de Paris VI

Le sujet de cet exposé est un travail fait en collaboration
avec N. E1 Karoui et B. Marchal, & paraitre aux Annals of Proba-
bility. On y montre 1'existence et 1'unicité des solutions d'un
systéme stochastique de réflexion sur R; associé a des semi-
martingales continues a droite et pourvues delimites & gauche ;
on en déduit 1'existence et 1'unicité d'un processus de Markov
dont le générateur infinitésimal peut étre dégénéré et dont le
domaine est limité par une condition frontiére simple du type

Neumann.

Nous allons donner briévement les résultats dans un cas
simple de cet article [3] auquel nous renvoyons le lecteur inté-
ressé.
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La difficulté principale dans le cas discontinu est de
bien poser le probléme de réflexion.

Dans le cas continu, 1'exemple du mouvement brownien

réfléchi |B,_| , processus de Markov qui vérifie :

¢l
|By| - L = martingale, o L, est le temps local de B, ,

=~

donne la forme du probléme de réflexion & résoudre ; c'est-
d-dire : @étant donnée une semi-martingale Y , la recherche
d'un couple (2Z,K) tel que 2, =Y, +K, 5 Z >0 ; et K
ne croit que sur les zéros de £ .

Le probléme se pose en fait de maniére déterministe et
admet une solution unique.

Dans le cas discontinu, méme pour un processus déterministe,
la maniére de formuler le probléme n'est pas évidente car il faut
une condition sur les sauts.

Nous expliciterons tout d'abord le probléme de réflexion puis,
une fois que nous aurons posé le systéme stochastique, la résolu-
tion se fera par une méthode standard de point fixe, et nous
évoquerons un cas simplifié, analogue, dans le cadre de la

=

réflexion, & celui de C. Doléans-Dade et P.A. Meyer [4] .

1. Le probléme de réflexion sur R .

L'origine du probléme dans le cas cadlag se trouve évidem-
ment dans le cascontinu et pour ceci on pourra consulter [1] et

[ -

Avant de poser le probléme, donnons quelques notations :
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On désigne par ¥ 1'ensemble de fonctions cadlag de

R' dansR ; si y €W, on definit les fonctions y_ et
Ay par : |

y_(t) = 1im y(s) et Ay(t) = y(t) - y_(t)
sft s#t

L'ensemble des instants de sauts de y , c'est-a-dire
{t>0 : |Ay(t)|>0} est noté par :fy .

On pose également y(t) = sup (-y(t),0) ; enfin pour
toute fonction k de 3¢ , croissante, nous notons k 1la
fonction croissante :

kd(t) = }__ Ak(s) et k® 1a fonction continue,
o<s<t
croissante : k© = k - kd

Définition : Soit ye.'ét; on dit que le couple (z,k) ol
z et k appartiennent a o est une solution du probléme de
réflexion associé @ y (en abrégé PBR (y)) si :

1)~ z=y+k
2) z>o0
3) est croissante , k(o) = o et

(ii) WVt €ka s Ak(t) = 2z(t) .
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Remarque : Cette condition sur les sauts n'est pas totalement
arbitraire ; en effet si on considére 1a fonction a un saut :

y(t)=a1{t <t} ’
0 —
il est naturel d'exiger que |z| = lall{toﬁt} c'est-a-dire
z(t) = a l{toit} si a>0 et k(t) =o \ft
z(t) = - al si a<o et k(t) = -201
{t <t} {t <t}

k(t) a alors un saut en t, qui vaut Zz(to) . Et cette
condition sur les sauts nous donnera 1'unicité.

On démontre alors le théoréme suivant :

Théoréme 1. : Vyf. 3", y(0)>0 , il existe une solution et
une seule au PBR (y) noteée (z,k) .

Dans le cas continu 1a résolution est assez rapide ;

on voit que le couple k(t) = sup y(s) , z(t) = y(t) + k(t)
0,t

convient, car k est croissant, continu et ne croit que sur les
zéros de z . On montre ensuite facilement que c'est la seule
solution en évaluant la différence de deux solutions .

Dans le cas discontinu 1a résolution nécessite deux
étapes :

Tout d'abord, on commence par supposer qu'il existe une suite

(t)) croissante qui épuise les sauts de la fonction
"hEN

définie par :
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a(t) = sup _y(s) »
[o.t]
et on définit la fonction k par récurrence dans chaque inter-
valle [t , t ;[ par la formule :

k(t) = a(t) Vv k(tn)

et au point it

to4p Par:

k(tn+1) = lk_(tm.l) - a(tm_l)l + a(tm.]_)
et on vérifie que (z =y + k,k) convient.

Ensuite, pour le cas général, on considére le nié-!"e
saut de a d'amplitude supérieure @ e et on fait tendre ¢
vers zéro ; i1 faut vérifier ensuite que les fonctions k® et
z® définies comme précédemment convergent vers une solution du

PBR

Quant & 1'unicité, elle résulte d'un lemme de changement
de variable.

Notons que contrairement au cas continu on n'a pas de
forme explicite pour k et Z en fonction de y mais seulement
un encadrement :

a f_k <a+ ad

Le PBR se traduit immédiatement en terme de processus : on énonce
alors le probléme trajectoire par trajectoire .
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2. Un systéme stochastique sur R .

Soient (9,3:, 37t,P) un espace de probabilité

satisfaisant aux conditions habituelles , Mt une semi-
martingale nulle en {o} , cadlag et Ht un processus cadlag
a valeurs dans R+

Pour toute f(t,w,x) fonction aléatoire définie
sur R" x @ xR s pﬂMﬁ* mesurable, nous dirons que
le couple (Xt’Kt) est solution du systéme différentiel stochas-

tique S si :

1) Xt est cadlag , adapté.

2) Kt est cadlag , adapté , croissant et tel que KO =0

t
+ f f"(s,Xs_)dMS + Kt
0

c _ ,C
°[ lix =0y s = K¢
s
0
.te:S’K = AKy = 2X,
On montre alors le théoréme :
Théoréme 2. : Si pour tout (t,w) fixés, f(t,w,+) est lipschi-
tzienne de rapport k , S posséde une solution
et une seule.

s Atn vimeide e B awirene W vy mdRRey.
coutimuae a %’.uc.\a.g ) qclar‘\'ég .
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Pour établir le théoréme on utilise un procédé

=

standard qui consiste a construire une suite strictement
croissante de temps d'arrét T1 ces Tn ... tendant vers

1'infini telle que sur chaque [Ti s T [ les processus

i+l
qui interviennent aient des propriétés suffisamment régu-
1iéres pour pouvoir utiliser une méthode de point fixe.

Nous supposerons ici que grdce aux opérations de
réduction habituelles nous nous sommes ramenés a 1'espace
suivant :

3- {X adaptés, cadlag sur [0,T[ , & valeurs dans R

tels que X* = sup IX,| € L2}
s<T

On munit alors :9 de 1a norme :
X 0 = Il x|
Ix1 )

si X €%, on définit sur [0,T[ 1le processus S(X) par
t

S(X), = Hy+ j Fs Xy ) dMg
0

et par (R(X)t s K(X)t) la solution du PBR associé & S(X)t

I1 suffit alors de démontrer les deux propriétés suivantes
pour conclure :

(i) xe¥- rxed.
(i1) Vxx'€ F. [RX) -R(X') J<h [xXx'[

0 f_h <1
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En effet ceci entraine bien évidemment que 1'équa-
tion R(X) = X a une solution unique dans ¥, d'od 1'exis-
tence et 1'unicité cherchée.

Donnons une esquisse de la démonstration de (i) et
(ii) .

On suppose d'abord (ii) vérifiée ; pour prouver
(i) 11 suffit alors de montrer que R(0) € <.

IR <20 0P + 0] fso0ag P+ [ ko) [F)

La réduction & un intervalle [0,T[ bien choisi
permet alors de conclure pour H et 1'intégrale stochastique
feM ; et pour le terme [ K(o) ﬂz » en utilisant la majo-

ration du PBR : a <k<a+ ad s on a un majorant en fonction
des données.

De 1a méme fagon pour prouver (ii) on écrit :

I RO - RC) B < 2( ] j (F(s:Xg ) = F(s.x ))am [F

0
+ K - kx') 1)

On voit que tout revient a des majorations de la dif-
férence de deux solutions du PBR en fonction de 1a donnée. En
fait on établit d'abord une majoration de 2 - Z' si Z =Y + K
et 2 =Y'+ K' et on en déduit une majoration de K - K'
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Dans le cas continu on a

t t
] 2 [} ] 1 )
(Zt - Zt) = 2[ (ZS - Zs)d(YS - YS) + 2[ (ZS - Zs)d(KS - Ks)
0 0
+ <Y - Y'>t

mais les deux propriétés du PBR

t t
]
I ZSdKS = I ZSdKS et Zs et ZS positifs
0 0
entrainent que
t
1 2 1 - [} 1
(Zt - Zt) f_ZJ (ZS - Zs)d(YS Ys) + <Y - Y >4
0
Dans le cas discontinu ce qu'on obtient c'est :
t
2 ] ] ]
(32, - #)" < 2] (2 - Zg )d(Yg - Yg) + v - v ]t
0

On en déduit une majoration pour (Kt - K1';)2 ce qui
sert ainsi que 1'hypothése de Lipschitz sur f & montrer la
propriété (ii) .

Le théoréme 2 est valable pour R; et dans un cadre

plus général ol on intégre par rapport a la mesure de comptage
des sauts de la semi-martingale.
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