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DEMONSTRATION “ATOMIQUE” DES INEGALITES DE BURKHOLDER-DAVIS—GUNDY
Lucien CHEVALIER

Université de Grencble

On désigne par (11.,57,p) un 2space probabilisé complet, et par
(éﬁt)té‘R+ une famille croissante 2t continue a droite d= sous tribus
de & . On suppos2 que EFB contient tous les ensemblas néglig=sablas
da F , 2t que T = Sup(?Fk). Par "martingale", on entand "martin-
Jale locale cadlag".

Pour tout p> 0, on désigne par 3(P (resp. HP) l'a2space des
martingales X telles que\lxﬂgtp = H)qup & +00  (resp. {\X“Hp =
|H3,X1152“Lp < +% ). On se propose ici de montrer, sous certaines
conditions, 1l'équivalence des normes ainsi définies (ou des métriques
qui en tiennent lieu si p < 1).

Pour simplifier, on se bornera a donner la demonstration dans
l2 cas de martingales continues; elle ast basée en partiz sur la
particularité qu'ont ces martingales d'admesttre des "décompositions
atomiquas" (prop. 2 2t 3), qui donnent immédiatement 12s inégalités
visées pour 0< p£1; enfin, un lemme (" Hp/2 C%/Z implique
HP = i%é ") donne les inégalités pour tout p > C.

Dans un deuxieéme paragraph2, on indique briévement d'autres
résultats que les decompositions atomiques permettent d'obtenir.

L'idée des décompositions atomiques provient de [1].

I. Démonstration des inégalités dans 12 cas continu.

Définition 1. 50it p > 0; uns martingale continu2 a.ast.un
p—atoma dz 1érs catégoris s'il existe un temps dtarrst T t2l que

(i)at=Csi t £ T;

(i1) fa% | ¢ p(r<w0)™? T
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Dafinition 2. La définition d'un p-atome d=2 2éme catégoria

s'obtiz2nt =2n remplagant dans la deéf.1 {: par Ca,a];/Z.

Un das avantagess des atomes est 1la
Proposition 1. Pour 0<p<£2, tout atoma de touts catégorie
a une "norme" ¢ Y2 dans 9P et uP.

Démonstration : Il est trivial qu'un atome de 1ére (resp. 2éme)
catégoris est dans 1la boule unité de %P (resp. HP); il reste donc
4 estim2r, par exemple, 3Z(a* P), ol a est un atome de 2éme catégo-

rie. Soit T un temps d'arrft associé & a; on a :
2(a¥P) = 3(a* P%{Tax";) EP/2(a*2) (p(T< ))1"P/2 d'ol,

* 2 sm(22) _ om ar % P ?/;p/z 1--f
comme T(ay <)< 2B(ay) = 22([a,a],), E(ag ) €23 ([a,a_']w)(p(Taa)) 2
< 32 (((p(1¢w )TVRIP 2 (5(1<00)) P2 (p(1<0a))1 TR 2 2P,

On en déduit assez facilement que, si (an) est une suite

d'atom2s (de 1ére catégorie par exompla), et ( X ) une suite de 1P(z),
+00

alors la série EE.X al

- oo

la topologie de #P. on n'aura pas besdin de cerésultat ici; en

D
converge vers un elemﬁent de KP, pour

revancha, on utilisera les réciproques suivantes

Proposition 2 : Pour toute martingale (continue )X telle que
I|XKKP < +00 , il existe une suite (an) d'atomes da 1ére catégorie

2t une suite (,X ) de scalaires telles que

=0
(i) 1a série > ) al converge vers X dans 3MP

- 6Q
(11i),pour tout t, la série jZ:) converge p.s. vers X,;

(iii) “( kn)ulp(.z) £ CP “X“%p, ol CP ne dépand que de p.

Proposition 3. Pour tout2 martingale (continue) X telle gque
nxﬂHp < +60 , il existe une suite (b™) d'atomes 2t une suite (/~h)

de s5calaires telles que :
‘N"‘

(i) 1la série :: Fa b convergs vars X dans HP;

(ii) pour tout t, 1la série _,% /‘n ? converge p.S. Vars Xt’

(iii) “(/*n)nlp(z)'é Dp “XﬂHp , Ol DP n2 dépend que de p.
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1,25 démonstrations sont voisina2s; bornons-nous a &tablir la

prop.3
Soit X € HP; posons, pour tout né€ Z,

1/2 n .

Inf {t, [X,X]N/> 2
_ Sh+1 1/P

=277 p(T <o)

b = ()7 (xTne1 - xTn) si Fon

= 0 si }ln=0.

Il est clair que 1les b? sont des atomes associés awx temps d'arrét

-3
"

n

T,i montrons que les assertions (i) et (ii) sont vérifiées
soient P et QO deux entiers > 0; on a

Q T T
S pa = (x - x 1) + x 7P,
Puisque [X, X] °°p S., On 2 1121 T =+6 p.s.; donc, pour tout t,
n->',m
Xt - Xt:“'1 tend vers 0 P.sS. quand Q tand vers +® , d'ou une moitié
T
Q+1

T P2
Q+17 p/2 _ "
r X = X ]ooy N ([I\,X]N— I:X'xlTO)H

tend p.s. vers O quand Q tend vers + & , en restant& [X,X]a/z, d'ou

de (i); d'autre part, [X - X

une moitié de (i). Enfin, on obs2rve que, pour tout t, on a

T
L—X 'P, X —P] N £ 2-P, ce qui permet de compléter facilament 1la

preuve d2 (i) et (ii). D'autre part,

> g P 2 212 g < 00)

né€ z ne€z
= S p(m1)p p(B(X]1/2 o)
ne€z
=2 3= (2P0 (% X2 > (2P)P)
nez

£ (0)F 5([x:xX) B/2).

Corollaire {1 : Pour tout p< 1, HP < AF.

ZIn =2ff=2t, soit X €& HP; on lui applique la prop.3; d'apres (ii)
on a, avac des notations évidantes:
(x¥)P ¢ U"’ lp(Dna\‘)p . En prenant 1las
bo nez

espérancas et en appliquant successivement la prop.1 et la. prop.3(iii .

on obtient “X“%p < \2 Dp (\ X"HP'



-22-

On pourrait procéder de la méme maniére, la prop. 2 rempla-
¢ant la prop. 3, pour obtenir 1'inégalité en sens inverse (pour
p£ 2); comme on n'obtiendrait pas ainsi les indgalités pour tout
P >0, on préfére utiliser 1le

Lemme : Soit p> 0; s'il existe AP/2'>'O tel que “Xn p/2

< AP/Zl\XﬂHp/z pour toute martingale (continue) X, alors il existe

Aﬁ et BP > 0 telg que BP “X“Hp ﬂxmﬂ? AP “X“HP pour toute mar-

tingale (continue) X.

De ce résultat et du cor.1 découlent immédiatement les inéga-
lités de Burkholder-Davis-Gundy pour tout p = O.

Démonstration du_lemme

Grdce & un argument d'arrét, on peut se limiter aux martin-
gales de AP NHP. Soit X une telle martingale; la martingale

Y = X% - [X,X) vérifie 1'inégalité
(a) ﬂYqu/z 3 hxﬂdépl\Xqu ; en effet, pour tout t> O,

[Y,Y:]t = 4_( x dfx ,x] £ 4 x{ *2 ax, x]t ; en élevant 1les deux

membres & la puissance p/4, en les intégrant et en appliquant
1'inégalité de Schwartz au second, on obtient 1'iré&galité (A).

Pour établir 1l'existence de AP' on écrit, pour tout t 2= 0,
x )P = (x%)f’/2 < 2P/2((X,XJE/2 + lYt|P/2), et par suite

(Xf‘, )P < 2P/2(EX,X)£/2 + (Yz )p/2); en prenant les espérances, en

utilisant successivement l'hypothése et 1l'inégalité (a),( et la

S

finitude de toute les "normes"), on arrive a 1l'inégalité
IxZe - 2P/2(JxlBp + (a,,,)P/2 aP/4 I\XHI;Q% Ix|P48 ) £

En con31derant le premler membre comme un trindme du sacond degré

par rapport a ]\an 2 , on obtient finalement
HX“ b £ 24/P g4 Apja * VE){IX“HP . La preuve de l'axis-

tence de BP est similaire.
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II. Autras exemples d'applications des décompositions atomiques

-~
-

- S - —— - ———— ———— —— S - ——— —— — e o —— ———

g l'espaca des martingales X tellas que

“Xu p'< +d , ol cette quantite désign2 la borne inférisure des
H
g
nombres(E(AP))1/P, A parcourant l'ensemble des processus prévisibles
qui sont 2 fX,X]1 2, on définit de la m8me maniére l'espace ‘965 .

On désigne par H

En adaptant convenablement les méthodes du § I, on psut mon-

trer qua 1l2s espaces Hg et ‘ﬂcg sont isomorphes (résultat df, je

crois, & P.A. MEYER).

- Espace uP construit avac_le procassus_prévisible )

Certains des résultats de M. PRATELLI (Cf. [2] ) peuvent
s'obtenir par des décompositions atomiques, avec parfois un gain en ;3
généralite.

Considérons ici le cas des martingales dyadiques, =2t appelons
bmoP l'espace des martingales Y ferméss dans L2 telles qu'il existe
C verifiant ||v, - Y‘I‘“Oo £ C p(T<w)1/P pour tout temps d'arrét T,
normé comme on 1l'imagine. En généralisart les méthodes d= [I] ,
on voit qua 1l2 dual de P est isomorrhe 2 bmop, a2spac2 qui a une
sighification géométrique simpls : il ast isomorphe au sous-2space
de L2 fles fonctions f telles gu'il existe C vérifiant, pour tout

intervalle dvadique I, 5 ‘f -\—}-Jfl £ c [Il1/P‘, équipé de 1a
I

"norms" “f" = Inff C... }. Ce dernier espace est lui-mZme isomorphe,
si p< 1, 2 la classe de Lipschitz LiP(% -1). On retrouve 2ainsi une

partie des résultats de C. HERZ (Cf [IIIJ ).
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