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SUR LA CLASSE DES MORPHISMES PROPRES

DANS LA CATEGORIE DES ESPACES DE CONVERGENCE

Bernard BRUNET
Université de Clermont Il

Dans ce qui suit, I’auteur développe les résultats énoncés dans sa note a I’Académie des Sciences,
note présentée le 20 décembre 1976 par Monsieur André LICHNEROWICZ : généralisation a la catégorie
des espaces de convergence séparés et a celle des espaces de convergence complétement réguliers des
théorémes d’extension propre d’une application continue de G.L. CAIN ([1] et [2]) et de
G.T.WHYBURN ([10] et [11] ) et étude de la classe des morphismes propres de la catégorie des
espaces de convergence complétement réguliers.

Plan :
I : Rappels sur la catégorie des espaces de convergence.

II : Compactification d’un espace de convergence ; espaces de convergence complétement
réguliers .

III : Applications propres d’un espace de convergence dans un autre.
IV : Sur la classe des morphismes propres dans la catégorie des espaces de convergence
complétement réguliers.
Notations :

Nous désignerons :
-par > larelation sur 'ensemble des filtres sur un ensemble X définie par (& > ¥ )siet
seulement si @ est plus finque VY .
- pour tout point x d’un ensemble X, par % l'ultrafiltre trivial de base { x}.
- pour toute application f d’un ensemble X dans un ensemble X’, par f, @  le filtre image directe

parf d’un filtre © sur Xetpar f*9’ le filtre, éventuellement impropre, image réciproque par f
d’un filtre ¢ sur X’.
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I- RAPPELS SUR LA CATEGORIE DES ESPACES DE CONVERGENCE :

1) On appellera espace de convergence tout couple formé d’un ensemble X et d’une relation q entre
I'ensemble @ (X) des filtres propres sur X et X satisfaisant aux deux conditions suivantes :

C)) Vx € X,xqx
Cy) Vx €X, VOEO (X), VYEO (X), bqxet ¥>0 =V qx

et on dira qu’un filtre ® sur X converge pour q vers un point x de X ou que x est valeur limite pour q
de @ (etonnoterax € lim  ¢) sietseulementsi & qx.

q
Etant donné un espace topologique (X, T), on appellera structure de convergence associce o T
la structrure de convergence, notée q , définie par ¢ g x si et seulement si & converge pour
T vers x.

<

On dira qu’un espace de convergence est pseudotopologique si et seulement si, pour tout filtre
sur X et tout point x de X, ¢ converge pour q vers x si et seulement si tout ultrafiltre plus fin que <
CONverge pour q Vers X.

Etant données deux structures de convergence qq et qo sur X, on dira que qy est plus fine que qa .

si et seulement si, pour tout filtre ¢ sur X, lim % estinclusdanslim__ ¢ .

q1 92
Etant donné un ensemble {q;:i € I} de structures de convergence sur X. on désignera par
sup  q; la structure de convergence sur X définie par

i€ 1

o ( sup gi) x *® Viel ogqg;x

1€l
etpar inf g lastructure de convergence sur X définie par
i€l

3 ( iinefl q;) x ® Ji€l, ¢q;x

Pour toute application f d’un ensemble X dans un ensemble X’ et toute structurc de convergenc e o

sur X', on désignera par f*q’ la structure de convergence induite de q par f. c’cst-a-dire Ja structure
de convergence sur X définie par :

o f*q’)x ) fy o q f(x)

(Dans le cas particulier ot X est une partie de X’ et f 'injection canonique de X dans X', le  onpie

(X, f* @) sera appelé sous-espace de convergence de (X’, q°)).

Il est immédiat que. pour toute application f de X dans X’, toute application g de X’ dans X" rt fouty

structure de convergence q”" sur X, (gof)* q” = f* [g*q”] et que, pour tout ensemble

{q;: 1 € I} de structures de convergence sur X’ ,
f* (sup q) = sp  ( q}
i€l i€l
Etant donnés deux espaces de convergence (X, q) et (X’, q’), on dira qu’une application f de X dan= X*
est une application continue de (X, q) dans (X", q’) si et seulement si q est plus fine que f* ¢ ot on

appellera plongement toute application injective f telle que f* q* = q.

On désignera par Conv la catégorie dont les objets sont les espaces de convergence et les morphismes
les applications continues, et par k le foncteur inclusion de la catégorie Top dans Conv.
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Etant données une apllication f de X’ et une structure de convergence q sur X,
on appellera structure de convergence coinduite par f de g, la structure de convergence sur X’,

notée fx q, définiepar: @’ (f. q)x’ siet seulementsi @’ = X’ ou sl existe un filtre ¢

sur X et un point xde X telsque ¢ = f, ¢ ,x* = f(x) et @ gx.

(Dans le cas particulier out X’ est un quotient de X, f, q sera appelée structure de convergence quotient).
Notons que f,, q est la plus fine des structures de convergence sur X’ rendant f continue.

Etant donné un ensemble d’espaces de convergence (X, ,q, ), cp »onappellerastructure de

convergence produit, 1a moins fine des structures de convergence sur I X, rendant continues les
a

applications projections pr , , c’est-a-dire la structure sup (pr; q, ) et on appellera structure de
o
convergence somme la plus fine des structures de convergence sur 1 X, rendant continues les
a

injections canoniques ja , ’est-a-dire la structure inf (G, ). q Q)
o

PROPOSITION 1.1. Tout sous-espace de convergence (resp. tout espace de convergence quotient)
est un noyau (resp. un conoyau) dans Conv.

2) Topologie associée a une structure de convergence.

Etant donnés un espace de convergence (X, q) et un filtre ¢ sur X, on dira qu’un point x de X est
valeur d’adhérence pour g de & (et onnoterax € adhq @ ) si et seulement si x est valeur limite

pour q d’un filtre plus fin que ¢ (On conviendra que pour tout filtre impropre ¢ sur X, adh, ¢ = @).

. q
Il est trivial que toute valeur limite est valeur d’adhérence, et que pour tout ultrafiltre ¢ sur X,

limq % = aldhq ® . Signalons d’autre part, que si f est un plongement de (X, q) dans (X’, q’),

adhqu = fl[adhq-» f, ol .

Pour toute partie A de X, on appellera adhérence pour q de A (et on notera Adhq A) ’ensemble des
valeurs d’adhérence pour q du filtre de base A.

Rappelons (cf. [3 ]) que I'opération adhérence est extensive, isotone, commute avec la réunion finie,
mais non idempotente en général, et que, pour tout filire ¢ sur X, adhq ¢ est inclus dans

N
Feo Adhq F.

Signalons d’autre part que, si Aj est une partie de (X, q;) et Ag une partie de (X9, q9),
X =
Adhqlx dg (A] * Ag) (Adh(11 Ap) x (Adhqz Ay).
Etant donné un espace de convergence (X, q), on dira qu’une partie A de X est fermée si et seulement

si 'une des deux assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

F) A est égale a son adhérence pour q.
Fg) Pour tout filtre ¢ sur A et tout point x de X tel que x soit valeur limite pour q de i_¢

(i injection canonique de A dans X), x appartient a A.

et on dira qu’une partie 0 de X est ouverte si et seulement si I’'une des deux assertions équivalentes
suivantes est vérifiée :
07) le complémentaire de 0 est fermé
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09) Pour tout point x de 0 et tout filtre ¢ sur X convergeant pour q vers x, 0 appartienta ¢ .

Il convient de noter que :

- ’ensemble des parties fermées (resp. ouvertes) de (X, q) est I’ensemble des fermés (resp. ouverts)
d’une topologie sur X que nous appellerons topologie associée a q et que nous noterons 7 (q)-

- pour toute topologie T sur X, 1 (qp) = T.

- 1(q) est la plus fine des topologies T sur X telles que q soit plus fine que q.

- toute application continue de (X, q) dans (X’, q’) induit une application continue de I’espace
topologique (X, Tt(q)) dans ’espace topologique (X°, T (q’)).
Dans ce qui suit nous désignerons par 7 le foncteur de Conv dans Top, défini pour tout espace
de convergence (X, q) par T (X,q) = (X, T(q))et, étant donnée une propriété topologique 2 ,
on dira qu’un objet (un morphisme) de Conv posséde la propriété T - P  si et seulement si son
image par T posséde la propriété P .
Comme pour tout es pace de convergence (X, q), tout espace topologique (X’, T’) et toute application
f de X dans X’, f est un morphisme dans Conv de (X, q) dans (X, q») si et seulement si f est un
morphisme dans Top de (X, 1 (q)) dans (X’,T"), T est adjoint a gauche du foncteur «
PROPOSITION 1.2. T commute avec la somme et le quotient.

Etant donnés un espace de convergence (X, q) et une partie A de X, on appellera fermeture pour q
de A, ’adhérence pour la topologie  1(q) de A. Il est immédiat que, pour toute partie A de X, la
fermeture pour q de A est le plus petit fermé de (X, q) contenant cette partie, et que I'adhérence de
A est inclus dans sa fermeture.

PROPOSITION 1.3. Si q est une structure de convergence sur X telle que tout ultrafiltre plus fin que
le filtre des voisinages pour 1(q) d’un point de X converge pour q vers ce point, alors, pour toute
partie A de X, Uadhérence et la fermeture de cette partie sont égales.

Etant donnés deux espaces de convergence (X, q) et (X°, q°) et une application f de X dans X’, on
dira que f est une application fermée (resp. ouverte) de (X, q) dans (X’, q°) si et seulement si I'image
par f de toute partie fermée (resp. ouverte) de (X, q) est une partie fermée (resp. ouverte de (X’, q°)).

1l est immédiat que, pour tout espace de convergence (X, q) et toute partie A de X, I'injection
canonique de A dans X est fermée (resp. ouverte) si et seulement si A est un fermé (resp. un ouvert)
de (X, q), et que, pour tout «o, les injections canoniques de (X , , q, ) dans’espace de

convergence somme ( 11 Xa » O q ) sont ouvertes et fermées.
o

PROPOSITION 1.4. Si (A4, i) est une partie fermée d’un espace de convergence (X, q), la topologie

associée a i* q est la topologie induite sur A par 1 (q).
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II - COMPACTIFICATION D’UN ESPACE DE CONVERGENCE ;
ESPACES DE CONVERGENCE COMPLETEMENT REGULIERS.

On dira qu’un espace de convergence (X, ) est séparé si et seulement si tout filtre sur X admet
au plus un point limite pour q.
Il est immédiat que tout sous-espace d’un espace de convergence séparé, tout produit d’espaces de
convergence séparés, sont des espaces de convergence séparés. Remarquons d’autre part que, puisque
dans un espace de convergence séparé, toute partie réduite a un point est fermée, I’espace topologique
associé a un espace de convergence séparé est accessible.

Dans ce qui suit, nous désignerons par Convy la sous-catégorie de Conv dont les objets sont les espaces

de convergence séparés.

PROPOSITION 2.1. (Théoréme de prolongement des identités)
Si deux applications continues f et g d’un espace de convergence (X, q) dans un espace de
convergence séparé (X’, q°) sont égales sur une partie A de X, elles sont égales sur la fermeture de A.
Eneffet {x | f(x) = g(x)} estunferméde (X,q) (19]).
On dira qu’un espace de convergence séparé (X, q) est régulier si et seulement si, pour tout filtre ¢

sur X convergeant pour q vers un point x de X, le filtre & debase {Adh_ F;F € 9} converge

q
pour ( vers X.
Comme pour toute application continue f de (X, q) dans (X’, q") et tout filtre & sur X, le filtre

f *6 est plus fin que le filre  f_¢ , tout sous-espace, tout produit d’espaces de convergence

réguliers sont des espaces de convergence réguliers.

On dira qu’un espace de convergence (X, q) est quasi-compact si et seulement si 'une des deux
assertions suivantes est vérifiée :

K,) Tout filtre sur X posséde une valeur d’adhérence pour q.
K,;,) Tout ultrafiltre sur X posséde une valeur limite pour q.
Il est immédiat que tout sous-espace fermé d’un espace de convergence quasi-compact, tout produit

d’espaces de convergence quasi-compacts sont des espaces de convergence quasi-compacts. I)’autre
part, comme q est plus fine que q 1q) ’espace topologique associé & un espace de convergence

quasi-compact est quasi-compact.
On dira qu’un espace de convergence est compact si et seulement s’il est séparé et quasi-compact, et
étant donné un espace de convergence séparé non compact (X, q), on appellera compactifié de cet
espace tout couple formé d’un espace de convergence (X, q) et d’une application i de X dans X tels
que :
- (X,q) soit compact .
- i soit un plongement de (X, q) dans (X, q)
- i(X) soit T -partout dense dans (X, fl)
PROPOSITION 2.2. Pour tout espace de convergence séparé non compact (X, q) il existe un espace de
convergence compact (X, q) et un homéomorphisme i de X sur le complémentaire d’un point w de X.
(i, (X, q)) sera appelé compactifié de (X, q) de point a Uinfini w .
En effet, si on pose X = XU {0} (w étant un point n’appartenant pas a X)
et si on désigne par :
- i linjection de X dans X
- q larelation entre 'ensemble ¢ ,(X) des filtres sur X et X définie par :
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Vo€ ’P(,()Z), vV x € X, 3);11()() si et seulement s’il existe un filtre @ sur X tel que
¢ =10 et ¢ qx

-

Vo e 2o(X) Q;(i w  siet seulement si adhq i*o=¢

a, (X, (i)) est un compactifié de (X, q).

Signalons d’autre part que dans le cas particulicr oii g est la structure de convergence associée a une
topologie localement compacte T sur X, E[ est identique a la structure de convergence associée a la
topologie du compactifié d’Alexandroff de point a l'infini w de (X, 7(q)).
On dira qu’un espace de convergence régulier (X, q) est complétement régulier si et seulement si
I'une des deux assertions équivalentes ([ 7]) suivantes est vérifiée :

CR7) (X, q) posséde un compactifié régulier(*) .

CRo) (X, T (q)) est un espace topologique complétement régulier et tout ultrafiltre sur X

plus fin que le filtre des voisinages pour T (q) d’un point x de X converge pour q

vers ce point.
Notons (cf. [ 7 ]) que tout espace de convergence complétement régulier (X, q) posséde une compacti-
fication réguliere de Stone-Cech ( 3x (B (X), B(q)))cest-d-dire une compactification réguliére
telle que, pour tout espace de convergence compact régulier (X’, q°) et toute application continue f
de (X, q) dans (X’, q’) il existe une application continue g de ( £ (X), 8 (q)) dans (X’, q’) telle que
f = go 3y.
Notons d’autre part que tout sous-espace fermé d’un espace de convergence complétement régulier,
le produit de deux espaces de convergence complétement réguliers sont des espaces de convergence
complétement réguliers.
Dans la suite, nous désignerons par Convp la sous-catégorie de Conv dont les objets sont les espaces

de convergence complétement réguliers.

(*) un espace de convergence compact n’est pas nécessairement régulier.
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III - APPLICATIONS PROPRES D’UN ESPACE DE CONVERGENCE DANS UN AUTRE.

On dira qu'une application continue f d’un espace de convergence (X, q) dans un espace de
convergence (X’, q°) est propre si et seulement si 'une des deux assertions équivalentes (v.f) suivantes
est vérifiée :

Py) Pour tout ultrafiltre ¢ sur X et toute valeur limite x’ pour q’de f ¢ , il existe une

valeur limite x pour qde ¢ telle que x’ = f(x).
P,) Pour tout filtre ¢ sur X et toute valeur d’adhérence x’ pour q’de f_o , il existe une
valeur d’adhérence x pour g de ¢ telle que x> = f(x).

De nombreux résultats concernant les applications propres d’un espace topologique dans un autre
sont également valables pour les applications propres d’un espace de convergence dans un autre.
Signalons notamment que :

- tout homéomorphisme d’un espace de convergence dans un autre est propre

- la composée de deux applications propres est une application propre

- toute application continue d’un espace de convergence quasi-compact dans un espace de
convergence séparé est propre

- pour tout espace de convergence quasi-compact (X, q) et tout espace de convergence (X’, q’),
application projection pry est une application propre de (X x X’,q x q’) dans (X’, q’)

- 8i f est une application propre de (X, q) dans (X’, q°), f est fermée et I'image réciproque par f de
toute partie quasi-compacte de (X’, q’) est une partie quasi-compacte de (X, q) (ce qui implique que
f est une application t-propre).

Au nombre des différences, il convient de noter qu’une application injective continue fermée d’un
espace de convergence dans un autre n’est pas nécessairement propre, comme le prouve ’exemple
suivant : soit (X, ¢) un espace pseudotopologique, q n’étant associée a aucune topologie sur X ;
’application identité sur X est une application injective continue fermée de (X, q) dans (X, q, (q)),

mais n’est pas une application propre puisque q est une pseudotopologie strictement plus fine que
9 +(q) Remarquons que cet exemple prouve également qu*une application t- propre n’est pas

nécessairement propre.

PROPOSITION 3.1. Tout plongement fermé d’un espace de convergence dans un autre est propre.
Soient f un plongement fermé de (X, q) dans (X’, q°), ¢ un filtre sur X, x’ une valeur

d’adhérence pour q’ de f_o . Comme f est fermée, x’ appartient a f(X) et par suite, il existe un
-1

point x de X tel que x> = f(x). Comme, puisque f est un plongement, adhq<1>= f [adhqa tel,

x appartient a adhq ¢ , d’ou le résultat.

COROLLAIRE. Si f est une application propre de (X, q) dans (X’, q’), la restriction de f d toute partie
fermée (A, i) de (X, q) est une application propre de (4, i* q) dans (X, q°).
PROPOSITION 3.2. Si f est une application propre d’un espace de convergence séparé (X, q) dans un
espace de convergence séparé (X’, q°), et, si (i, (X, q)) est un compactifié de (X, q), (i, f) est un
plongement fermé de (X, q) dans X x X, qx q)

Posons h = (i, f). Comme h* (3 x q’)= h* (sup [pr¥ q,pr q’1)
= sup [h* (pr*y q), h* (pr*o q)] = sup (i* q ,f* q’), et comme i est un plongement, il résulte
de la continuité de f que h*(@ % q’)= q et par suite, que h est un plongement. D’autre part, comme
f est propre et (X x X°,q x q’) séparé, h est propre (v.f) et par suite fermée.
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THEOREME 1 (Théoréme d’extension propre d’une application continue)

Etant donnés deux espaces de convergence séparés (resp. complétement réguliers) (X, q) et
(X’, q°) et une application contmuefde (X q) dans (X°, q°), il existe un espace de convergence

séparé (resp. complétement régulier) (X q), une application injective j de X dans X et une
application g de X dans X tels que :

- j soit un plongement de (X, q) dans (X, 'tli)

- J(X) soit T -partout dense dans ('X, ’(\i)

- g soit Uunique application propre de (X, 3} dans (X°, g°) telle quegoj = f.
Le triplet (j, (X, ?{l), g) est appelé extension propre de f.
La démonstration ci-dessous est une généralisation de celle proposée dans [4].
D ésignons par (i, (X (i))tm compactifié de (X, q) (compactifié d’Alexandroff si (X, q) et (X’, q’)
sont seulement supposés séparés, compactifié de Stone- Cech s'ils sont completement réguliers) ,
par h I'application de X dans X x X’ définie par h’x) (i(x), f(x)), par X la fermeture pour
(i x ¢’ de I'image de h, par kI’ mJeetlon canonique de X dans (X X X’), par q la structure de

convergence induite sur X par ¢ x q’, par j 'injection de X dans X et posons g = prgok.

L) (X q) est un espace de convergence séparé (resp. complétement régulier).
(X q) et (X’, q°) étant séparés, (X, q) est séparé comme sous-espace de I’espace séparé
(X x X',q x q’).Dansle casou (X, q) et (X’,q’) sont supposés complétement réguliers,
(X, f(\i) est complétement régulier comme sous-espace fermé de ’espace complétement régulier
X xX,gx q).

Lz) j est un plongement de (X, q) dans (X, 5).
Une démonstration analogue a celle proposée dans 3.2 prouve que h est un plongement de
(X, q)dans (X x X, qx q).
Comme j*q = (koj)* (q X q’) = h*(q x q’),onen déduit quej*r\(ll = q.

L3) j(X) est T-partout dense dans (X q)
Comme k est un plongement fermé de (X q) dans (X x X', q x q°),

Adh (& LiX)] = X n Adh c@x q) (ko) X = X NAdh G gy [hOT,

d’ot, puisque Adh n [h(X)] = X, Adh (@ I = X

T(@x q
L,) g est propre comme composée d’applications propres.
Enfm, d’apreés le théoréme de prolongement des identités, g est la seule application (continue)
de (X q) dans (X*, q") telle que go j = f.

Dans le cas particulier ol les espaces de convergence sont seulement supposés séparés, on peut
généraliser de la facon suivante le résultat obtenu par G.T. Whyburn.

THEOREME 2.

Soient (X, q) et (X’, q°) deux espaces de convergence séparés, f une application continue de
(X, q) dans (X°, q’). Désignons par :

- Z lasomme de X et de X’, i et i’ les injections de X dans Z et de X’ dans Z’

- h l’application de Z dans X’ définie par h = (f, IdX’)
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- 0 larelation entre ensemble ¢ (Z) des filtres sur Z et Z définie par :
vYe o (Z), Vx € X, ¥ o i(x)siet seulement s'il existe un filtre ¢ sur X
telque ¢ qx et ¥ = 1*‘1>

) ) 39 : : % - LI )
VY €90(Z), Vx € X°, ¥ 0i’(x’)sietseulementsiadhyi* ¥ =@ eth vq'x

q
n n n
- X la fermeture pour ¢ de 'image de i, k I'injection canonique de X dans Z, q la structure
Y
de convergence induite sur X par 0 , j I'injection de X dans X

etposons g = hok
n
1) G, (X, ;\1'), g) est une extension propre dans Convs def.

2) Si q et q’ sont les structures de convergence associées a deux topologies localement compactes
Tet T’ sur X et X°, o est identique a la structure de convergence associée a la topologie ©
définie sur Z par G.T. Whyburn, c’est-a-dire, la topologie dont les ouverts sont les parties 0 de Z
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

i) 0 N X est un ouvert de (X, T) et 0 N X’ un ouvert de (X°, T°)

ii) Pour tout compact K’ de (X’, T’) inclus dans 0 N X’,-tl (K’) N (X \ 0) est un compact de (X,T).

Démonstration :

1Y
1) Comme (Z, o ) est un espace de convergence séparé (v.f), (X, d) est séparé.

Y
Ll) j est un plongement de (X, q) dans (X, 1’]\’).
Il résulte immédiatement de la définition de © que i est un plongement de (X, q)
dans (Z, 0 ). Par suite, comme j* § = i*c ,j est un plongement de (X, q) dans

N
X, q).
n,
L2)j(X) est T-partout dense dans (X, a').

Ce résultat se démontre de fagon analogue a celui de Lg du Théoréme 1.

v
L3) g est une application propre de (X, 5) dans (X°, q°)-
Montrons pour cela que h est une application propre de (Z,0 ) dans (X', q’).
h est continue par définition de o . Soit alors ¥ un ultrafiltre sur Z et soit x’ un point
de X’ telqueh V¥ q’x’. Si limq i* ¥v= ¢ ,y = i"(x’) estvaleur limitede y pour ¢
eth(y) = x’. Silim_i* ¥ # @, il existe un point x de X tel que i(x) soit valeur limite

i
q
pour ¢ de ¥ ;f étant continue, on en déduit que (i* ¥) c’est-a-dire h, V¥ converge
pour q’ vers f(x). Comme (X’, q°) est séparé,x’ = f(x) = hl[i(x)]. c.q.f.d.
2) Lp) La structure de convergence 9 associée ¢ O est plus fine que o.
Soit ¥ un filtre sur Z convergeant pour © vers un point z de Z.
-Siz = i(x), comme i est une application ouverte de (X, T) dans (Z, © ),i* ¥ est plus
fin que Vp(x). Comme ¥ =i_ (i* ¥ ), on en déduit que v ¢ z.
-Siz = 1’(x’), comme h est une application continue de (Z, © )dans (X’,T’),h_v
converge pour q’ vers h(z) = x’. Soit alors x un point quelconque de X. Comme
(Z, 0O) est séparé, il existe un voisinage ouvert pour 0 de i(x), V, et un voisinage
ouvert pour 0 dez,W,telsque VN W = @.Comme V N X est un voisinage
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ouvert pour Tde xetque (V. N X) N (W NX)=@¢ ,xn’appartient pas a
adhpi* ¥ , ce qui implique que ¥ o z.
o est plus fine que q ¢ .
Comme ¢ est plus fine que q (o) il suffit de montrer que q r (o)t plus fine que

qg etpourcelaque 1 ( o)estplusfine que 0

Soient alors 0 un ouvert de (Z, ©),z un point de 0 et ¥ un filtre sur Z convergeant
pour o vers z. Montrons que 0 appartient a ¥ .

-Siz = i(x), le résultat est immédiat.
- 1 2 - 1) )
- Supposons que z = i’(x’), auquel cas adhpi”¥ = @ eth ¥ converge pour T vers x’.
i) Si ¥ n’induit pas un filtre sur X, X’ appartient 2 ¥ et par suite
r, (@)*¥ =¥ .Comme0 N X’ estun voisinage ouvert pour T’ de x’,
0 N X’ appartient ah ¥ .1l en résulte que 0 appartient a
. . sy gron . . .y Iy
r, (h* v) =1, (h*(l L) ¥)),soit puisqueho i’ = Idy-,a ¥ .
ii) Supposons que ¥ induise un filtre sur X. Si 0 n’appartenait pasa V¥ , il existerait
un filtre ¥; sur Z plusfinque Y et contenant Z \0.D’aprési) ¥; induit
nécessairement un filtre i* Y1 sur X. D’autre part, comme (X’, T") est localement
compact, il existe un voisinage compact K’ de x’ inclus dans 0 N X’. Comme
h ¥ converge pour T’ vers x’, K’ appartient ah ¥ et par suite,

? (K’) appartient 2 i* ¥ .i*¥ | étant plusfin quei* ¥ , on déduit de ce qui

-1
précéde que K = f (K’)n (X \ 0) appartient a i* ¥1.K étant par définition
de © uncompactde (X, T), adhpi* ¥ serait non vide, ce qui est impossible

puisque i* ¥ est plus fin quei* ¥ et adhpi* ¥=@ .0 appartient donca V¥ .



Sur la classe des Morphismes propres ...

IV . SUR LA CLASSE DES MORPHISMES PROPRES DE LA CATEGORIE Convop
Notations : Reprenant les notations utilisées par G.E. Strecker ([8] ), nous désignerons, pour toute

classe o de @-morphismes par :

- A(a)laclasse des  €-morphismes f, tels que pour tout diagramme commutatif de €

s 1_——g‘:1t oug € a ,ilexisteun % -morphismedtelquedog =setfod = t.

- T(a ) la classe des % -morphismes g, tels que pour tout diagramme commutatif de € du type
précédent ou f € o il existe un € -morphismedtelquedog = s etfod= t.

- D(a) la classe des objets X de € tels que tout % -morphisme de source X appartienne & o

XD(o)la classe des €-morphismesf : X + Y, tels que, pour tout objet Z de D(a ) et tout
€-morphisme g : X~ Z, il existe un €-morphismeh : Y~ Z telquehof = g.
et nous dirons que o est une classe parfaite de morphismes si et seulement si o= A[Fpi N % D(a )]
(Epi désignant la classe des #®épimorphismes). Nous nous proposons, dans ce qui suit ,

de montrer que la classe des morphismes propres de Convgp est parfaite.
PROPOSITION 3.1. Tout plongement de Convg (tout plongement fermé de Convp) est un noyau.

Soit f un plongement (resp. un plongement fermé) d’un espace de convergence séparé
(resp. complétement régulier) dans un espace de convergence séparé (resp. complétement régulier)

(X, q). Désignons par F I'image de f, et par (p, (Y q)) la somme fibrée dans Conv, (X, q) HF (X, q),
c’est-a-dire ’espace de convergence ainsi déterminé :
- Y étant la somme de X par lui-méme etj; (i = 1,2)les injections de X dans Y, (p, Y) est le

quotient de Y par la relation d’équivalence R définie par :

Y1= Yo
_1 ou _1

Y1 R Y9 i10y) =g (y9) € F
1 ou 1

jo 0P =i1 Oo) € F

- q est la structure de convergence quotient sur Y (’(\i =P, 9 > qu étant la structure de conver-
gence somme sur Y).
1)Sionposeu; = pojy et uy = pojg ,uyetug sontinjectives et F est le noyau de (uy, ug)
dans Conv.

2) .4 q) est un espace de convergence séparé.

Soient 9‘ un filtre sur Y et soient ¥ et deux points de Y tels que ¥ q y et Fq 7.

Par définition de q g, il existe deux filtres @ et ¥ sur Y et deux points y et z de Y tels que
Put = P,y =F ¥ -py):%i-p@ 0q;y et ¥Yq, z
lercas: (y,z) € Imij x Imiy.

Par définition de U il existe deux filtres ¢ et y sur X et deux points a et b de X tels que
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¢ =(j), ¢ , ¥= (), v,y = i@,z =ij(b), ¢qaet ¥ qb.Comme
(u)), o= (ul)* ¥ = & et comme uy est injective, ¢ = ¥ . (X, q) étant séparé, on en déduit
quea = b, ce qui entraine } -z
2éme cas: (§,7) €Imij x Imig
Il existe deux filtres ¢ et y sur X et deux pointsaetb dc X telsque ¢ = (il)* ® ,
=(ig), ¥,y =1y, z =ig(b), ¢qaet yqb.Commeilexiste (v.f) un filtre sur X plus
finque ¢ et ¥ etque(X,q)estséparé,a =b d’oil"}'f =%

v
3) (Y, &') est complétement régulier si f est un plongement fermé de Convp.

a) Comme la topologie 'r(qIJ ) est la topologie somme t(q) LI < (q) sur Y et comme,
d’autre part, T (q) est la topologie quotient sur Y (cf. Prop. 1.2.), (Y, t(q)) est un espace
topologique complétement régulier.

b) Soit maintenant ¥ un ultrafiltre sur ; convergeant pour -r(f\q') vers un point r)\; Comme ¥
est I'image par p d’un ultrafiltre ¢ sur Y et comme p est fermée a fibres quasi-compactes,
donc T -propre, il existe un point y de Y tel que ¢ converge pour t (q__ ) versy et

= p (y)- Supposons que y= j;(x). Comme j; est ouverte, Im J1 appartient 4 ¢ et par suite
¢ induit un filtre sur Im j , J; ¢ . Comme j ’1‘ ® converge pour T (q) vers x, et comme
(X, q) est complétement régulier, J’{ & converge pour q vers y; , ce qui implique que ¢

n v
converge pour qH Vers 'y et par suite que Y converge pour q vers y.
Y

c) Il résulte de ce qui préceéde que, pour toute partie de Y (resp. de Y) I’adhérence et la
fermeture de cette partie sont égales. Comme les applications j; (i= 1, 2) et p sont continues

fermées, on en déduit que (Y, q) est régulier et par suite complétement régulier d’apreés a) et b).

COROLLAIRE :
Les plongements fermés de Convg et Convcp sont les monomorphismes stricts et les

monomorphismes forts (i.e. les éléments de Mono N A (Epi)) de ces catégories.

PROPOSITION 3.2.
Les épimorphismes de Convg et de Convep sont les morphismes d image t-partout dense.
Il résulte immédiatement du théoréme de prolongement des identités que tout morphisme
aimage t-partout dense de Convg ou de Convy est un épimorphisme de cette catégorie.
Réciproquement, soit f : X » Y un épimorphisme de Convg (resp. Convcp ). Comme la fermeture
F de I'image de f est un fermé, il résulte de la Proposition 3.1., qu’il existe deux morphismes u; et ug
de Convy (resp. Convip) tels que F soit le noyau de uj et uy. On a alors, pour tout point x de X,
uy [f(x)] = ug [ f(x)] d’oi, puisque f est un épimorphisme, uj = uy. Par suite F =Y, d’ou
le résultat.

THEOREME 3.
La classe des morphismes propres de Convp est parfaite.

Nous désignerons dans ce qui suit par o cette classe de morphismes et nous poserons
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Y =Epi n 1D (o).

Ll) D(a ) est la classe des espaces de convergence compacts réguliers.

Toute application continue d’un espace de convergence compact dans un espace de convergence
séparé étant propre, tout espace de convergence compact régulier appartient a D(a. ). Récipro-
quement, soit (X, q) un élément de D(a ) : comme tout morphisme ponctuel de source (X, q)
appartient a o , (X, q) est compact régulier. g
Y— Y
L2) a est inclus dans A ( v).
S t

f
X X

Soientf € o ,g € v,sett tels que le diagramme

commute dans ConvCR.

Comme g appartient & ¥ D( o), il existe un morphisme v de Y’ dans
le compactifié de Stone Cech de X, B8 (X). Comme f est propre, ( By, f) est un plongement
fermé (Prop. 3.2) de X dans 8 (X) x X’ et par suite un monomorphisme fort de Convg:; : il

en résulte, puisque g est un épimorphisme, qu’il existe une application d de Y’ dans & (X) x X’
tellequedo g = set (B X’ f)od = (v, t). Comme cette derniére égalité implique fo d = t.

f appartient a A (v).
L3) A (v) est inclus dans o .
Soit f : X + X’ un élément de 7 (v ) et soit (j, 3)(, g) une extension propre de ( 3y, f). Il

résulte de la définition du compactifié de Stone-Cech que gy

B(X) N o L X
, . ‘me .
] appartient & Y . Par suite j appartient également a v
X r D’autre part, comme f appartient a A (v ). apparlient a
Pry P PP ] app
N
( BX’ f) A (). ] est alors un homéomorphisme de X sur X et par suite

X = 8X)x X" 4y morphisme propre. Comme pry est également un morphisme

pro propre, comme projection parallélement a un espace de conver-

gence compact, on en déduit que f = prg 0 g o j est un mor-

X’ phisme propre.

THEOREME 4.
La classe o des morphismes propres de Convp est fermée inférieurement, c’est-a-dire que
a = AT (o)

Montrons pour cela que vy = T(a), vy étant la classe de morphismes définie dans la
démonstration du théoréme 3. Comme o C A(y )équivauta vy C T (a),il suffit de montrer
que tout morphisme g : Y >~ Y’ de T (a ) appartient & y. Soient s un morphisme de Y dans un
espace de convergence compact régulier K et f un morphisme de K dans un espace ponctuel. Comme
f est propre, il existe un morphisme d tel que d o g = s, ce qui implique que g appartient a ¥ D ().
D’ autre part, d’apreés le théoréme d’extension propre d’une application continue, il oxmt( un triplet
G X h) tel que j soit un plongement fermé de Y dans Y et h un morphisme propre de Y dans Y’
telqueg = h o j. Par suite, comme g appartient & T (a ), il existe un morphisme d telqued o g = j
ethod = Idy-; cette derniére égalité impliquant que h est surjective, g = h o j est alors a image

T -partout dense, et par suite, un épimorphisme de Convcp , d’ot le résultat.
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Remarque :
Lorsque o est la classe des morphismes propres de Convy , des démonstrations analogues a

celles de la partie 1) du théoréme 3 et a celle du théoréme 4 permettent de montrer que
[Epi N D (a)] = T(a).
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