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MARCHES ALEATOIRES RECURRENTES SUR LES DEMI-GROUPES
LOCALEMENT COMPACTS

G8ran HOGNAS

Abo Akademi, Finlande

Résumé On montre que sous certaines conditions
les points récurrents d'une marche aléatoire
sur un demi-groupe abélien localement com=-
pact forment un groupe topologique. Dans le
cas discret ce résultat a été obtenu par
Martin-L&f.

1.

Soit S un demi-groupe topologique localement compact & base
dénombrable. Soit u une probabilité réguliére sur S, telle
que son support engendre tout S, et {Zn} la marche & droite

de loi u. Nous désignons P le noyau de transition de {Zn}.

Pour qu'une marche 3 droite sur un groupe ou un demi-groupe
complétement simple ou un demi-groupe discret quelconque soit
récurrente, il faut et suffit qu'il existe un point x€S tel
que

x

(*) Toeq WD)

I .4 Prob{Z €N} =

pour tout voisinage N de x,

(dans le cas discret N se réduit au seul point x), cf.
kb, p. 158] , 6, p. 89], B]. Soit I 1l'ensemble des points
satisfaisant & (*). Dans ce qui suit nous supposerons que

I # 0.
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Dans le cas discret, Martin-L8f [3] montre que I est exacte-
ment 1'id&al minimal de S. Si S est commutatif, alors I
est un groupe. Dans cette note nous étudierons I dans le
cas localement compact sous quelques conditions supplémentaires

sur P. Nous nous bornerons au cas abélien.

Supposons d'abord que P soit fortement continu [5] (forte-
ment fellérien dans la terminologie de [6]), c'est-3-dire,
la fonction x~P(x,A), X€S, est continue pour chaque borélien

A c S.
Lemme 1. I est un idéal fermé minimal. Ju™(I®) < = .

Démonstration. Il est facile & voir que IS (le complémentaire

de I ) est ouvert. Le fait que I est un idéal est dé-
montré dans [M, pp. 190-191].

Nous montrons maintenant que x35 (1l'adhérence topologique

de xS ) = I pour tout x€I, ce qui prouve que I est mini-

mal dans l'ensemble des idéaux fermés.
Soit

(1) v=Io

Alors v est une probabilité régulidre dont le support est

tout S.

Si A est un idéal et Vv(A)>0 il s'ensuit que Zun(Ac)<w s
car A est absorbant pour {Zn}, cf. [3]. P fortement con-
tinu implique que, quel que soit x€S, P(:,xS) >0 dans un
ouvert, et, par conséquent,

v(xS) > 0 pour tout xE€S.
En particulier, on a Zun((xS)c) < o pour tout x . Si x€I

et XS # I on aurait Zun(U) < Zun((xS)c) < ®© pour un ouvert
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U contenant points de I , une contradiction o
Soit x€I. XI = I , car xI est un idéal fermé. Alors on a

(2) IR C RN

-] n = o
zn:.‘P (X’N) -
pour tout voisinage N de x .

P(+,I%) = 0 sur I. Il est donc possible de restreindre {z }

3 I . Cette cha®ne restreinte {Xn} est aussi markovienne.

1

Elle est ¢-irréductible, [7], pour ¢ = v(x ), c'est-3-dire,

Prob{3n: XneAl Xy = y} >0 pour tout y€I, quel que soit

A avec $(A)>0 ou, ce qui est équivalent, ZPn(x,A) > 0.

Par [7, c¢f. Theorem 4.1 et Definition 1.2] , (2) entraine

l'existence d'une mesure de Radon invariante T,
(3) T = 7P ,
équivalente & ¢. Le support de m est alors tout I .

Lemme 2. (a) ﬂ(Ka'1) < = pour tout a€I et tout compact K< I ,

(b) w(I ~ aI) = 0 pour tout a€l.

Démonstration. (a) Les points ne satisfaisant pas & (a) consti-

tuent un idéal E :

T(Ka™ ') = » = w(Kb(ab)-1) ™,
La démonstration ci-dessus montre qu'alors V(E) > 0. Mais
l'invariance de ® implique
© > w(K) > {n(dy)v'(y-1K) = {n(Ky-1)v'(dy)
d'ou w(Ky-1) < ® vy'=-p.p. ol V' est la restrictionde v & I.
(I1 existe un ensemble nul commun pour tous les compacts K ,

S @&tant la réunion d'une suite croissante de compacts d'inté-.

rieurs non-vides.)

(b) {Xn} est m-irréductible. Il en suit immédiatement que

m((asS)®) = 0. Supposer que =((aI)S) > 0. Alors la probabilité
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d'atteindre (aI)¢ & partir de a2€I est positive, ce qui

est absurde o

Théoréme 1. I est un groupe topologique.

Démonstration. Nous emploierons une version d'une méthode intro-

duite par Gelbaum et Kalisch, cf. [1], M, p. 17] .

Prendre a,b€I. Si

= m(eb

(%) Ty = )

Lemme 2 montre que T est une mesure de Radon sur I . Pour

tout a€Il, wo(aIb) > mw(al) > 0, et
(5) ﬂO(I ~ alb) = 0 .

Les applications 6(x,y) = (x,xy) et Bg(x,y) = (y,x) sont

mesurables par rapport & Tg X Tg -

(g x mg)(e(aIb x aIb)) = f mo(dydmy(y « aIb) > 0

alb

par (5). Nous avons donc
("0 x wol(se(alb x aIb)) > O.

Toutes les sections By = {z|(y,z)eB} de l'ensemble
B = (aIb x aIb) ~ 6(aIb x aIb)

sont wy-nulles (Lemme 2 (b)); d'ou

(61 (my x ﬂol(B) = 0,

et encore,

(7) pge(aIb x aIb) n s(aIb x aIbl £ o ,

ce qui veut dire qu'il existe s,t,u,vealb tels que

(st,s) = (u,uv)

Celd implique que s = stv = s(tv)? . aI étant cancellatif,
Lk, p. 18] , nous voyons que tv€alb € al est idempotent.

L'existence d'un élément idempotent implique aI = I. I est



=-10U-

donc un groupe (algébriquement). I est aussi un espace locale-
ment compact. Par le théoréme d'Ellis, M, p. 7], I est de

méme un groupe topologique O

Remarque. Si S = I , la condition de continuité forte de P
équivaut 3 ce que u soit absolument continue par rapport a

une mesure de Haar sur I , cf. [7, Theorem 5.1].

3.

Si S est un groupe topologique, non nécessairement récurrent,
ou commutatif, u est &€talie si et seulement si P a la

propriété suivante:
(8) Il existe un 6 , 0<6<1, et un noyau sous-markovien non-
trivial T , tels que
-1¢® n n .
T(x,A) < 8(1-8)" ] _,8"P (x,A)  (x€S, A borélien de S )
et l'application

est semi-continue inférieurement (s.c.i.), quel que soit

A borélien, [7, Theorem 5.1].

Nous dirons, suivant [7], que la chaine dont le noyau de

transition P satisfait 3 (8), a T comme composante continue.

Remargue. Dans le cas 4d'une marche aléatoire sur un groupe, il
suffit de supposer qu'il existe un point Xg ol T(xo,') est
non-trivial. Il suit que T(x,+) est non-trivial pour chaque

X€S.

Retournons au cas d'un demi-groupe commutatif récurrent (au
sens I non-vide). Supposons maintenant qu'il existe un point
Xy€I ol la composante continue T est non-triviale, c'est-a-

dire, P(x,A) = u(x-1A) satisfait a (8).
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On peut alors démontrer, voir [2], que

(i) xOS = xOI =TI

(ii) Poser M = {x€I| T(x,S)>0}, A

{x€1] YP™M(x,M)=0} et
G = 1INA.

A est un idéal fermé, v-nul, d'intérieur vide.

Suivant la méthode décrite ci-dessus, il est possible d'ob-

tenir le résultat suivant:

Théoréme 2. G est un groupe topologique localement compact.

Si G est compact, alors A = 0.
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