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AU-DELA DE L'ANALYSE DE LA VARIANCE ?

-

Guy FOURT
Université de Clermont II

Sommaire

Nous donnons ici (IV - VIII) une application de la théorie des cénes
homogénes au probléme fondamental de 1'analyse de la variance multi-dimension-
nelle ; nous en recherchons des solutions "bptimales' (de fagon plus précise
les plus puissantes ou & défaut localement les plus puissantes) invariantes
sous le groupe linéaire. Si lss résultats de IV ne sont pas nouveaux (on les
trouve déja en filigranne dans Dﬂ] ils ne sont malheursusement pas suffisam-
ment connus. L'efficacité de la théoris des cfnes homogénes pour la solution
du probléme de Hotelling nous a incité & sborder des problémes plus généraux.
On retrouvera (théorémes 5 et 8) les bases de l'analyse de la variance unidi-
mensionnelle hors de toute heuristiquse (pour leur dgveloppement on consultera
[2] ou [7]) ainsi que le test de Lawley-Hotelling comme forme limite
(théoréme 6). Signalons enfin qu'on trouve dans Eﬂ les mé&mes tests présentés
comme UMP invariants, alors que le présent article ne prouve que la propriété
UMP locale. Cela parait plus attirant mais provient de ce que le groupe de
transformations considéré est plus richs, et que la famille des statistiques
3 1l'intérisur de laquells a 8té faite 1'étude est beaucoup plus restreinte

que dans notre présentation.
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I- Introduction

De nombreux problémes de tests sont posés de la maniére suivante. Soient
(Xi] i=1,2,...p un échantillon de variables aléatoires & valeurs dans Rk ,
laplaciennes, d'espérance m et de covariance A. Cette derniére matrice est
inconnue et on recherche des informations sur m. En fait on peut supposer A

inversible ; sinon les X, appartiennent presque sQrement & un hyperplan et

i
il convient de se placer immédiatement dans cet hyperplan pour faire 1'étude.
Remarquer ensuite que 1'absence d'information sur A provient du fait suivant :
des mesures ont été effectuées sur une population, sans estimation possible

a priori des corrélations entre les grandeurs mesurées, celles-ci étant chois
simplement pour des raisons de commodité d’expériencs, et les donnéss du pro-
bleme sont moins les Xi que les A (Xi] ol A est une transformation linéaire

inversible. Aussi il est raisonnable de chercher des solutions en terme de

statistiques invariantes sous le groupe linéaire.

II- Pourguoi les c8nes homogénes ?

Considérons les statistiques

_ 0
X = co— X

Pogaq 1

e -t
s= ) X "%, -pX'R

1=1

ol les Xi sont des matrices colonnes d'ordre k et ol tA désigne la transposée
de la matrice A. S est une matrice symétrique. Elles forment deux statistique

exhaustives. Pour des raisons d’'homogénéité, nous utiliserons dans la suite

X =J—g— X de préférence a X.

k (k+1)

Pour n = > , soit E 1’espace vectoriel de dimension n de matrice
(k, k) symétriques, et QTb; le cdne des matrices définies positives, qu;

désignant le cdne des matrices semi-définies positives. Soit A une matrice

(k, k) inversible. On lui associe la transformation ga définie sur E par
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gA[s)=AsA V s €E
Cette transformation, opérant sur E, est linéaire. En fonction de A, elle

n'a pas de propriétés de linéarité, mais il est immédiat que gy 9 83 = Bpg

et que gp applique 'm:-; {resp. ’mo;

simple de vérifier que pour tout s dans ’m:; il existe au moins une matrice

) dans lui-méme. Il est également

A (k,k) inversible telle que

t
s =A A Ep (1)
et donc que pour tout s st s' de m: 11 existe une matrice As ' telle
que s’ = g, (s). Désignant par (36 le groupe des opérateurs g, » 'm:;
s,s’

forme un espace homogéne du groupe (%’o et 1'étude des statistiques invariantes
se raménera & 1'étude des actions des éléments de la forme (A, gA) du groupe
produit éB[Rk] ® (%’0 sur 1'espace homogéne Rk® ’m:; auquel appartient
le couple de statistiques (X, S).

Notons que la connaissance de la donnée X tx est équivalente 3 celle ds
X (2 une symétrie par rapport & l'origine prés, qui ne perturbe pas S). Aussi

ce probléme se raménera & 1'é&tude des actions des &léments diagonaux de

' + +
%@(3,0 sur 1'espace homogéne mk ® Mo -

De manieére générale on dit qu’un clne C de R" est homogéne si :
- C est un ouvert ne contenant pas de droites
- 11 existe un groupe %’o de transformations linéaires sur R"
conservant C "(pour tout s st 8’ de C, 1'éguation s' = g(s) a une solution
dans go).

On montre qu'il existe alors au moins un sous groupe %de(%(J opérant
de fagon simplement transitive sur C (c’est-a-dire que pour s et s' dans
C , 1'équation s' = g(s) a une solution unigue dans (%). De plus, les opé-
rateurs de g sont représentables dans une base convenablement choisie par
des matrices (n,n) triangulaires supériesures. Pour le choix d'une unité e
de C on définit alors une loi de groupe 1l en posant pour s = gle) , g € G

sls' =g (s")
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Noter que la définition de la loi.l.repose sur les choix successifs de Ggr

et de e ... En ce qui concerne le cdne homogene ’“L; , nous utiliserons
celle qui s'’exprime le plus simplement, obtenue avec %&, groupe des trans-
formations gr » ol T est une matrice (k,k]) triangulaire supériesure et od

e est la matrice identité sur Rk . 0Onadonc, pour s = T tT , (T triangulaire
k, k)

t

s.L.s' =Tsg" T

Pardonnez-moi si 1la notation e se superpose avec celle de e, base des
logarithmes népériens. Leur coexistence, m@me dans la mé&me formule ne pose
pas de soucils tant ces deux &tres sont distincts. Mon expérience m’'a habitué
a reserver la notation exp aux opérateurs, compte tenu de 1’'importance de

la structure de (% en tant que groupe de Lie.

III- Anatomie de Qﬂ{
Le lecteur consultera utilement Eﬂ od il trouvera une présentation
sommaire des c8nes homogénes ; pour une étude détaillée, nous le renvoyons

a [5:] ou [BJ . Nous donnons ici un glossaire qui, nous 1'espérons, lui

permettra de suivre les calculs des chapitres IV a VIII.

Loi A : pour tout vecteur a de 1l'espace E , 1'éguation L(e) = a fournit
une solution unique La dans l'algebre de Lie, dérivée de G . De fagon simi-
laire, & la définition de 1, on pose

alAb-= Ly (b) (a, b € E)
A est une loi d'algeébre (non assoclative) assez sophistiquée. Mentionnons

cependant les propriétés que nous utiliserons par la suite. Si Mi (1=1,2)

0 Mi
t 0 ’
Mi

par abus d'écriture, A vérifie la relation simple :

sont des vecteurs de Rk-1,pour les matrices notées

encore Mi
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t
My Mg+
M1 A Mz =
0
Le lecteur en déduira sans peine que (M Mz = ,MAnm ast dans ’n%;;_1
ainsi que le principe de décomposition : la matrice
-] N
u = wner"' , zer
tN b4
+ s O NAN
- @st dans ML, si et seulement si z > 0 et - est
Kk o o 2z

’ + NAN 0o ' +
dans Mo, _, . De plus == * N+ ( 0 z ) est dans 1M, -

On posera é&galement, pour s = T tT » T matrice triangulaire supérisure st

mMer® ., sl =T .

Produit scalaire et dualité. On munira R d'un produit scalairs compatible .

avec A au sens suivant : < e, aA b>=<ga, b>. Nous utiliserons ici

le broduit scalaire usuel de la trace qui est compatible. Le cone dual

( ’m;;l? de ’ﬂé; n'est autre que ”rté; , mais il faut reordonner la
base dans laquelle ont été exprimées les données pour que le groupe des
transformations duales g; (pour <, > ) puisse &tre lu comme un groupe trian-
gulaire supérieur. Si s = T tT = & (8) (T matrice triangulairse supérisure),

*Ltr. g} (e) définit le point dual de s.

Fonctions puissance p

Ce sont les homomorphismes de 145* muni de L dans R‘ « Notons par

K
A (s) ls déterminant de la matrice obtenue en rayant les-i-1 premidres lignes
A, (s)
et colonnes de s et posons ¥X,(s) = » A = 1 . Tout homomorphisme
i i+1fs) k+1
k . pi' [p1--opk]
s'écrit de fagon canonique I (xi(sJ) que nous abrégerons en s
i=1
#(0g «ee oy eeepy) (1...1)

Noter que s =g et que det s = s
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Mesures fondamentales

dx désignera la mesure de Lebesgue associée aux structures euclidiennes
définies par < . > (on n’oubliera pas que pour les matrices M assocides a
des vecteurs de R* L |M[[2 = <M, M>=<e, MAM> =tr (MAM) =2 tr (M

= 2 x (norme usuelle de M)2

d u(x) désignera la mesure de Haar & gauche pour la loi 1l qui est la mesure
1) (1.

- (1 + kz
X dx

dv(x) est la mesure de Haar & droite, la fonction modulaire &étant

qv =X(a1...akJ o - K+1 L
du i 2

Présentation de (X, S) dans ces espaces homogénes

Nous avons vu que X tX était, pour une étude de statistique invariante,

équivalente & X. Aussi, nous représenterons (X, S) sous la forme de la
S X

ty 0

faire jouer tout son rdle & la loi A. Les composantes S et X sont indépendant

matrice (k+1, k+1) symétrique , ce qui permettra de

On posera ici éi= -%— 1\-1 . La composante X a la densité

- * - -
1 e <a”, (x-m) A(x-m)>

/2?' a1/2(1.-.1]

par rapport 3 la mesure de Lebesgue de 1’espace euclidien Rk muni de <, >,

Enfin S suit la loi de Wishart &8 p-1 degrés de liberté et si p > k admet

la densité (par rapport & du (x))

- <a*, > —9-;-1- (1,1...1)
e S

[ o-1 ' p-1
1-.[ > [1,1...1]] a3 (1,1...1)

Pour le calcul du coefficient I' , on se reportera a Eﬂ .

IV- Un galop d'essai : le test de Hotelling

Nous développerons de fagon détaillée cette solution du probléme classig

qui consiste & tester m = 0 contre m # 0, bien que les résultats obtenus ne
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soient pas nouveaux. En effet c'est une bonne méthode pour s'initier aux
techniques que nous développerons sur des problémes plus complexes.

Le groupe linéaire est engendré par le groupe triangulaire et le groupe
orthogonal. Notre attention se porte sur la statistique (X tX, S) ou mieux
encore (X A X, S). Faire opérer une matrice triangulaire T sur les données
revient & faire les produits a gauche par b= T tT , c'est-3-dire a trans-
former (X A X, S) en (b 1 (XA X),b | S). Coome b L(XA X) est un
point de la frontigre du cbne ’ﬂb; , on ng trouvera de statistique inva-
riante que si bl s est dans ’hb; , et donc inversible (pour L1 ). On est
ramené a considérer la statistique invariante (par le groupe triangulaire)

1.4

(b J.S)l-1_l_bl[XA_X)=S LXAX

définie si p est strictement supérisur a k, (ge que nousxsupposerons désor-

mais). L'action du groupe orthogonal fait subir & cettse derniére statistique
des rotations (au sens du produit %calaire < , > ) autour de la matrice
identité e de W“a; . D'ol le choix de la statistique

T=<e, s'L'1 (XA X>qui s'écrit encore T = ||s 7 Lxy]]?
(exercice : vérifier que T est la statistique de Hotteling, au coefficient

p-1 prés).

- Théoréme 1

La répartition de T est la loi B décentrée, de paramétre de décentrage.
s =21a " Lem]]? =% A7 m.

Nous donnerons seulement la méthode de démonstration de ce résultat,
qul est cité dans Eﬂ » les calculs explicites étant repris au chapitre
suivant.

La fonction de répartition de T est donnée pour t > 0 par
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P(T<t) =k (a) o-<a*, s+ (x-mA(x-m)>
/Ils T2 <t

9;—1- (1...1)
s du (s) dx

2
= k(a) e’llalimlll e-<a*,s+xAx>
Ll-
lls 11,(x]||2 < t

p-1
<* > ——(1---1)
e? <@ »XAm s 2 du (s) dx

On effectue les changements de variables a | s = s' qui conserve du (s),

72 (e [5]) puis 1le changement de

a 1l (x) = x' (de jacobien a
: L,

variable (pour s fix8) y = s 1)
Enfin 1'écriture de y en coordonnées "polaires” y = vru j[I]uII = 1) met
en évidence la densité de T exprimée en fonction de la mesure de Lsbesgue

do (u) de la sphére unité (pour <, > ) de Rk . Pour une matrice orthogonale

H convenablement choisie le changement de variable, défini par
t

' = HsH
s'1lv) =H [s 1 )] . - o
raméne le calcul au cas od a L (m) = ||a.l.(m]|‘ .
a2
V2~
L -

On dévéloppe alors la derniére exponentielle en série et on permute les
signe Z et ff . Les termes de rang impairs sont nuls par symétrie. Ceux
de rang pair se calculent en écrivant du (s) = s % dv (s) et en effectuant
le changement de variable s' = s | (e + t vA v) qui permet d’'intégrer en

s’ puis par des méthodes usuelles en v.

Théoréme 2
Le test de Hotelling est UMP parmi les tests invariant sous le groupe

linéaire



-84-

Preuve : il suffit d'appliquer au résultat précédent le lemme de Neymann-

Pearson. Le rapport de vraisemblance s'écrit Z a (-—E——JJ , les a
jen 1t 3

étant des coefficients positifs.

, et a fortiori de t.

C'est donc une fonction croissante de -T§?—

V- Problémes ol interviennent plusisurs échantillons

De nombreux problémes se raménent au probléme théorique suivant. Soient

(7;. coes 75. S) une statistique dont les composantes sont indépendantes et

ou les X1 sont des variables normales de Rk d'espérance m, de covariancs
; A et ol S suit une loi de Wishart de paramétre A-2 % (01-1) degrés
i i=1

de liberté. On se propose de tester 1'hypothése "tous les m, sont nuls”

contre des hypoth@ses adverses. Remarquons que sans de tras fortss restrictions

sur ces hypothgses, on n'obiendra pas de solution satisfaisante : contre une
hypothése ol tous les m, sont nuls sauf moo le meilleur test sera, en vertu
du IV 1s test de Hotelling ||s.“"1.|.(xi 1112 > t qui dépend de 1, - Oe plus
en 1'absence probablede test UMP , noug nous bornerons & rechercher des tests
localement UMP (quil séparent le plus vite des hypothéses voisines]).

Sur. ce sujét, le lecteur consultsra avec fruit, outre le classique
ouvrage [1] » 1'intéressante é&tude [3] sur les tests usuellement pratiqués.

5]
Posons de méme qu’en IV Xi = ; et reprenant la mé@me méthode

nous sommes condult 3 étudier les statistiques (S, Xi A Xi'] puis les
statistiques S -1 _I_(Xi A Xi,) et enfin 3 nous borner aux distances mutuelles

entrs ces points, et entrs ces points et 1l'origine.

VI- Une bonne approximation

Nous allons oubier dans un premier temps les statistiques "rectangles”

1-1

et ne conserver que les statistiques Ti = ||s l(Xi]llz .

Décrivons leur loi conjointe



-85-

Théoréme 3
La densité de (T1 T2 ces Tj] est proportionnelle a
-f ||a_|.(m)l|2 - <e,slle + § tyoug A uy) >

1 3 —-1 Loty
. 1= H t // / 1=1

i<a_l_(m],sl(u]> v"t p
1:1 ‘E (1.1.--.1) j

8 s du(s) I dG(ui)
i=1

Preuve : la fonction de répartition conjointe des T, est, en posant

i

k(a) =

Njo|-~

g- (1e..1)
(2m) a -

- <a",s + g (x4 mil'A (xi-mi) >

Pcn (T, < £,)) = Kk(a) e 1=
i=1 l-q

1177 Loxgd 112 < ¢

i
p—;— (1...1) 3
s du(s) I dxi
i=1

Onpose als=3s" ot a lx)=x .

La mesure de Haar & gauche est conservée et dxi est conservé au coefficient

2 ()
a pres. D'ol :

- <e,s + i (x;-a (m.]) A (x,-a (mill

i
Ptﬂ(T <tJJ=k[e]/// 1=1
1=1 s m)n

331[1.1...11 3
s du (s) H dx
i
< 1 llaLml 12 P T
i=1 i=1
= k(e) e ‘l]” J[
s _L(x)”
% <al (my), %, > ._5_ j
i=1 ) du(s) II dxi

i=1
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1.

Pour s fixé on pose x, = s J_(yi) qui fait intervenir le jacobien s .

i
Alors

} laLimpll? <ealier § oy ayp

J -= =

P(ﬂ(T<t))=k(e)ei1 =1
121 1 2
IlyH<t

2% <altm), slty,)>

L % (1,1...1) 3
e s du(s) T dyi
i=1
y
i - 2
On pose enfin uy TT;;TT ri i|y1'|
K

12 do (uil dri ’ do(ui) &tant la mesure de Lebesgue
sur la surface de la sphére unité lluill = 1. La densité cherchée est mise

ce qui donne dyi = r

en évidence par la formule obtenue :

= % |la Lim )llz -<g,s L(e+ i r,u, A u,)>
J o1 i R
P LN (T,<t)) = kie) e e
ri<ti

i=1

Ik
2% <altm), slu) > /r o (1,1...1) du (s) T r°
i i = i
i=1 2 i{=1
S
1 T o ()
dr do (u

121 1 1s 1
Théoréme 4

Notons par f [t1 tz ees t,) 1'intégrale exprimée au théoréme 3 sous

J

1'hypothése nulle. Pour la structure statistique (T1 T, «se T,), 11 existe

2 J
un test localement UMP de 1'hypothése (V i mi=0] contre toute hypothése
de la forme (||a J.(m1J|I = ||a J_(mzlll = ... =||a j_(mjl||

Sa région de rejet est donnée par
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(N'oublions pas que Ila J_(.Jll définit la distance naturelle entre observa-
tions associées 3 1'expérience, car ||a .L(m]ll2 n'est autre que

tn 2! m,... méme si cette distance est inconnue !)

Démonstration

Le paramétre est ici

qui est un élément de RkJ .
Les tests localement UMP sont ceux qui (pour des tests sans biais de niveau
donné) maximisent en m = 0 (hypothése nulle) la forme quadratique des déri-

vées secondes. Nous écrivons la matrice de la différentielle seconde

Di n [h,é] par ses blocs de dimension (k, k). Cela revient a calculsr
les différentielles partielles D2 EJ » M, puisqu’alors
m, m,, i i
p2 & . i
™™ |
....... e et e
' '
mm | |
1
R
) o Dm m,,
: I S

Neus ferons m = 0 dans cette expression. On a d’'abord, pour la densité

g (t% e tJJ
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m

- i Ha_l_[m]llz _-1 -<g,s . (e¥ i tyug A >
L g 1™ /f f 1=1

2 % <a _L(mi), s ,L(u1]> /‘q

2/ <alw) s Llw)>e

D g ['ui] =2<a_L(m],a,L[ui)>g(t fee ty)

g- (1...1) 3
s du (s) I do (ui)
121

L}
On calcule ensuite pour 1 # 1 Dmi m, [“1 » ui.]

Il est facile de voir que pour m1 = mi,

nulle, les intégrales étant nulles par des arguments de symétrie. Il n’en

= 0, cette forme est identiquement

est pas de méme pour 1 = i'.

En m, = 0, la différentielle seconde partiells D:'i‘mi [ui. ui] s'exprime
par

2 2 1 5

o m, [“i’ “1] =2 [la Lupl] I t] ity . ty)

i i=1

<e,s l(e + ﬂ e + t, u Au,)>

k -
2 1=1 i
Yy
) «g- (1...1) 3
4t, (<a _Lcui). s ..L[ui)> ) Bl du(s) T dolu,)
i=1

Remarquons ensuite que < a l(ui]. s .L[ui] > est la trace de

2 (a Lo] ®( Lew,)] etvautdone 2 ®[s Leu,] [ Lowd].

Son carré s’exprime donc comme 4 © [a L, 9] [+ Lew)]® (s Ltu3] [aLlow,)]
ou encore 2 © [a L] [slwpdas ;L(ui)] e Low]

ouenftn 2 “ fa lon,)] [s Loy, 8 u,] [l .

On écrira alors :
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2 t
D"'i"‘i [“1’“1] = 4 [a .L(uiJ] [{-‘ tt1...th e + Mi] [a .L(uil]

en posant :
- <e,sl(e + ty (u;bu)) >

e ffoof o

. £a..n 3
[sl(ui]] [sl(ui)] s duts) I do (u,)
1=1 1

[ e SN

Calculons maintenant 1:H l"l H, pour H matrice orthogonals.
- <g,s L(e + t (ui A ui]J>

e ffof <

N & % (s...1 J
H [sl[ui]] [s_l.(ui]] Hs dufs) T dolu,)

i=1
Effectuons le changement de variable défini par
{ s’ HsH
' - ¢
s _L[vi) H [s -L(ui]]

On obtient alors les relations

<eg,s>=<pg, s8>

<e s Ly au) >=2%[s L] [ Loy]]
t e Lv,]] Won[s L (v)] =<e, s Ly, Av,) >

Opérant sur la variable s, ce changement de variable conserve 1l'orthogonalit

donc la mesure ds.

k+1
Comme du (s) = [det [s]] 2 et que s“"'“ = det s il conserve aussi

0]
Y (1---1]
s 2 du (s). Si de plus pour s fixé, u1(z] et uzle sont deux courbe

orthogonales en z = O tracées sur la sphére ||u|| = 1. c'est-a-dire vérifian

< u,; (o), ué (0) > = 0, pour les courbes homologues définies par

1-
vy = s’ 1 .Lv(tH s .L(uill on a :
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I
vi =V L tes 1)

i

Posant s = T tT et s’ =T tT' , 00T et T' sont des matrices triangulaires

supérieures, cette relation s’écrit vi = T'-1 tH T ui et par conséquent

1 1¢t

T

< V@), vy(0) > = 2 t u; (0) trmtpe H T ug(0)

-1

= 2 t ua(O] t THSs' tH T ué[DJ

=2F u? (0) I P uy (0)

-1 -1

.2t u} (0) L&t g u (0)

= < u;(U]. ué(ﬂ) >=0

Aussi, pour s fixé, les changements de variables en uy conservent les do [uil.

Comme la premiére exprsssion du changement de variable global ne fait pas

intervenir u, il s'ensuit qus

)

- (100.1) J

s2 du (s) N do [ui] est conservé, donc que 1l'intégrale est
i=1

inchangés. On a donc, pour toute matrice H orthogonale tH "i H = Mi , Ce
, :
qui prouve que Mi s'écrit u, (t1. cee tj] e,

< >
e, Mi

2
el

avec u, (t1 cee tj) =

On en déduit : %
-<eg, sl(e + t, oug Auy) >

1=1
Ui (t1 L N ] tj) ’kti /f..lfe

Lu..1)
2 LN ]
< e, s.l[ui A ui) > s duls) M dolu,)

of

"'“1"'5?:;

Le lemme de Neyman Pearson conduit donc, pour maximiser la forme différentiell

seconde, a prendre comme région de rejet

2 of
121H3 -L(]Ji)H (‘F'k,! tiT‘E_i-.) > 31{-'
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ou plus simplement

2 of
- .ﬂ |la (uilll b, g > oy f
i=1 i

s

Si on se restreint & des hypothéses adverses vérifiant

|la L (u1)|| =|la L wyl] =... =|la Lu

si

)|| , cela revient a rejeter

J

]
I o~Xo.
ot
[y
Q)
ct
v
-+

i

Théoréme 5 (Principe de 1l'analyse de la variance unidimentionnelle)
Si les statistiques Xi sont & valeurs dans R, le test ci-dessus rejette
J
1'hypothése nulle si ) T,>¢C
i=1

Preuve . do s'écrit simplement 61 + 6 (6x mesure de Dirac en x) et

-1
uy A ug = ui ; enfin du (s) est la mesure . On en déduit
J
-s (1 + Z t,) ey
flty.ont) =K [ 1=1 s ds

.
K T ()

i %
=+ ) ti]
i=1

La région de rejet est donc donnée par

J

1ot
i=1 2 c

>
J P
1+ ) ot

. i

i=1
J X

ou encore par Z ti > c¢' puisque B rva est croissante pour x > O.

i=1

Théoréme 6
Le théoreme 5 n'est plus valable pour k > 1. Cependant si p >, le
test construit au théoréme 4 est asymptotiquement équivalent au test de

J
Lawley-Hotteling ] T, >¢c
i=q
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Preuve. k = 2, j = 2 et p= 4 fournissent un contrs exemple accessible par
un calcul &lémentaire de f (t1, tz)

Posant enfin R, = p Ti , le test précédent rejette donc si

i
R R R R R R R
.F
- i i a [ 1 » 2 sese -'L) > C'F ( 1 » —2" sss _j'-')
2y TP TRE P ) ) o ) b

Pour des v.a. indépendantes S (ayant la répartition de Wishart a p degrés de

liberté) et Ui (uniformes sur la sphére HU1H= 1) on-interpréte f et --g—:——
i

comme
r —<ag. 2 g
r r r <g, S L ry Ui A ui) >
f ol , = ...k (e 1=1 )
P () P
s 1(}
-<g, = A >
ﬁ-l A B S IR P -L(i"' "t u1]< .2 L(u, AU, )>
pot, P P TP S - Bt S
- s
si o *w-p—- + g en loi (1;1 des grands nombres)
- "y
r, r, ry Huyll !
et ¥ ( 5 5 ) + E (8 ] =e
De méms g
- r
1__of T Ty =1 1
¢ ) -+
p 9ty p p

L'ensemble ds regjet tend donc vers i Ri >c
i=1

VII- Ebauche d'étude générale

i _ A
Dans le cas unidimensionnel less statistiques S 1 _L(Xi A X;s) (c'est-
X, X,
i1
S
riantes sous le groupe linéaire (la ssule transformation orthogonale non

a-dire plus simplement «so ) sont les seules statistiques inva-

triviale est X + - X déja utllisée). Or leur donnée est équivalents a
X,l Xi
celle des Ti = 3 .

La mé&thode précédents conduit au résultat négatif suivant :
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Théoreme 7

Il n'existe pas de test localement UMP de 1'hypothése nulle (mi =0 Vvi

contre |m1| = |m2| = .. = ]mjl

Preuve. un calcul classique montre que la densité conjointe des T! est :

i
m; ]
3 - ) =% ~s e ) =2
2 421 209 , 121 © Js & Mty
Kk t1 8 . e Ch o
R i=1 /E;
£-1
[} ds

En différenciant deux fois, on voit que la zone de rsjet d’'un test localement

UMP serait donnée par

2
Wow,, TT, 112
e i - )
121 1%=1 1 121 T4

ce test dépend donc étroitement du choix des signesdes ui , d’'ol le résultat

Théoréme 8

Dans une optique Bayésienne, si les m, ont des répartitions symétriques

i
autour de 0O et sont indépendantes, le test d'analyse de la variance est
localement UMP contre les hypothéses lm1| =|m2| = ... = |mj|

Preuve. La répartition de m, conditionnelle & Imil est la loi

i
1 1 S
- G-lmil * = Glmil . Par suite de 1'indépendance, on a alors :
NS TR T (R T N 1Y luJIJ = 0 sii#i

2 '
= ui sii=1

Le calcul précédent conduit & la zone de rejet

ct
- -

’ ’ ’
. g % My Mye byt oo [1+ g t
121 1'=1 £ 121



ou aprés avoir conditionné par la connaissance des pi

; 4 6
E ]Ji —1-:-7-- >c 1 + _'E-'—
i=1 J i=1 1

En imposant que tous les U, soient égaux en valeur absolue on est conduit 2

i

T2
rejetsr 1'hypothése nulle si i —-—%— >¢c, c'est-a-dirs si g T, > ¢
i=1 T 1 121 1 1

IX- Conclusion

Cette &tude met en &vidence des propriétés optimales des méthodes de
1'analyse de la variance pour des &tudss unidimensionnellss. En analyse
multivariée, i1 est raisonnable de penser que le théorame 7 reste valable
et qu'une variante du théoreme 8 conduit & prendre les tésts plﬁs sophistiqués
€tablis au théoreéme 4, dont le test de Lawlsy-Hotteling est la forme limite.
Du point de vue pratique, ce dernier conduit 3 des bornes fonctions puissances
et surtout & des calculs simples. Seulss des simulations peuvent permettre
de décider s'il est vraiment utile (pour des nombres de degrés de liberté

faibles) de prendre des formes plus &laboréss.
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